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Resumo

Adame, Wallace Moreira; Menezes, Ivan Flavio Mota; de Almeida, Carlos
Alberto. Andlise do comportamento de vasos de pressao cilind ricos
considerando-se a juncdo de Placas e Cascas. Rio de Janeiro, 2018.
124p. Dissertacdo de Mestrado — Departamento de Engenharia Mecénica,
Pontificia Universidade Catdlica do Rio de Janeiro.

Este trabalho apresenta a analise numérica de vasos de presséo cilindricos
modelados por cascas e placas axissimétricas submetidas a carregamento de
pressao interna uniformemente distribuida, utilizando-se a técnica de elementos
finitos. S&o consideradas andlises de jungbes entre superficies com diferentes
espessuras, tais como paredes finas (r/t>10) e moderadamente espessas (r/t<5).
Os campos de deslocamento considerados sdo os referentes aos elementos
planos axissimétricos. A partir deste modelo sdo avaliadas as tensfes na transi¢éo
entre as superficies e o0s resultados comparados com solu¢des analiticas
simplificadas. Conclui-se que a solugdo analitica aproximada € aceitavel para uma
grande faixa de valores envolvendo placas e cascas de espessuras
moderadamente espessas, enquanto que, para paredes finas, a analise por
elementos finitos é necessaria para verificacdo do comportamento das tensdes na
juncdo. Testes huméricos utilizando o programa ANSYS séo apresentados para
demonstrar 0 desempenho de analises lineares axissimétricas, empregando
elementos quadraticos em comparagcdo com as solu¢cdes analiticas e avaliando
também as limitacbes do modelo analitico na regido da descontinuidade

geométrica do modelo proposto.

Palavras-chave

Cascas cilindricas; placas circulares; cascas de paredes finas e espessas;
elementos finitos; modelos axissimétricos.
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Abstract

Adame, Wallace Moreira; Menezes, lvan Flavio Mota (Advisor); de
Almeida, Carlos Alberto (Co-Advisor). On the analysis behaviour of

cylindrical pressure vessels considering plate to s hell junction. Riode
Janeiro, 2018. 124p. Dissertacdo de Mestrado — Departamento de
Engenharia Mecénica, Pontificia Universidade Catdlica do Rio de Janeiro.

This work presents the numerical analysis of cylindrical pressure vessels,
modeled using axisymmetric shells and plates elements under internal pressure
loads. The numerical analysis considers surface joints for various surface
thickness ratios, from thin (r/t=10) to thick (r/t=5) shells. Element displacement
fields of axisymmetric plane elements are used to evaluate the stress state at the
surfaces junctions, and the obtained results are compared to simplified analytical
solutions. It is concluded that analytical approximate results present an acceptable
solution for a large range of plates to shells geometries up to moderately thick
shells, whereas for thin shells the finite element solution is necessary to be
considered in order to accurately verify the stresses at plate to shell junction.
Numerical tests applying ANSYS program are presented to demonstrate the
performance of linear axisymmetric analysis applying quadratic elements in
comparison to the analytical solutions also evaluating the limitations of the

analytical model in the region of the geometric discontinuity of the proposed model.

Keywords

Axisymmetric shells and plates; thin and thick shells; finite elements;
quadratic finite elements; axisymmetric linear analysis.
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Oy, Og, Ot Componente de tenséo radial, circunferencial e tangencial

0, Rotacado da casca cilindrica
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Rotacdo da tampa plana

Momento fletor na juncéo

Forgca de membrana na jung&o na diregédo x
Deslocamento radial da casca cilindrica
Deslocamento radial da tampa plana
Indicador funcional da energia potencial total
Vetor deslocamento nodal

Tensor de deformacdes

Matriz de compatibilidade geométrica
Matriz de rigidez global

Vetor carregamento nodal

Matriz Constitutiva

Matriz funcao de interpolacéo dos deslocamentos

Vetor deslocamento nodal

Funcéo de interpolacéo lagrangeana
Matriz Jacobiana

Matriz de rigidez do elemento

Coeficiente de Poisson
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A menos que modifiguemos a nossa maneira
de pensar, ndo seremos capazes de resolver os
problemas causados pela forma como nos
acostumamos a ver o mundo.

Albert Einstein
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1.
Introducéo

O emprego de modelos axissimétricos na engenharia para estudar o
comportamento de estruturas submetidas a carregamentos axissimétricos tem
sido comumente feito em diversas areas de aplicacdo [1], principalmente em
funcao da relacéo entre a eficiéncia e a simplificacdo conferida ao modelo através
de uma analise 2D e da precisao dos resultados obtidos [2].

Algumas estruturas nas areas de engenharia podem ser modeladas como
estruturas axissimétricas, dentre elas destacam-se vasos de presséo, conexdes
bipartidas, conectores, valvulas, entre outros, sdo normalmente representadas por
modelos de cascas e placas cilindricas. A utilizacdo do Método de Elementos
Finitos para analise de estruturas axissimétricas utilizando elementos planos
isoparamétricos é reportada na literatura [3].

Equipamentos de processo com tampas planas sao utilizados em vasos de
pressao cilindricos principalmente em funcao da facilidade na fabricacdo desses
tipos de tampo. No entanto, sua aplicacdo limita-se a baixas pressdes de servigo
em funcgéo das tensdes localizadas na regido de descontinuidade acentuada na
juncéo entre os modelos de casca e placa.

A avaliacdo do comportamento desse tipo de estrutura € proposta por
algumas referéncias, entre elas [4] e [5]. Elas prop6em a utilizacdo de grupos
adimensionais com objetivo de obter os esforgos internos e as tensdes atuantes
para o caso de vasos de paredes finas. Em [6] utiliza-se da combinacdo de
variaveis envolvendo os esfor¢cos aplicados a estrutura tanto para o caso de
paredes finas quanto moderadamente espessas, fazendo uso ainda de algumas
constantes para discretizar o comportamento na juncao.

Atualmente novas formulacdes de elementos finitos utilizando o método
das penalidades estdo sendo desenvolvidas para analisar 0 comportamento na
juncdo de estruturas envolvendo os modelos de placas e cascas através de
elementos de cascas isoparamétricos [7].

O objetivo deste trabalho € comparar o resultado da distribuicdo de tensbes
e deslocamentos obtidos para um vaso de pressdo composto por superficies
cilindricas e tampas planas de espessuras varidveis com o modelo analitico
proposto, verificando também o comportamento das tensfes na regido da juncao

por meio da técnica de andlise por elementos finitos.
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O presente trabalho esta organizado da seguinte forma:

A secdo 2 apresenta as caracteristicas geométricas e propriedades
mecanicas do modelo proposto para analise.

Na secdo 3 sdo apresentados, através de uma revisao bibliogréafica, os
conceitos basicos sobre cascas e placas de dimensfes de espessura
correspondentes a paredes finas, moderadamente espessas e espessas, além de
equacOes diferenciais para o deslocamento, condicbes de contorno e
compatibilidade para as diversas combinacdes entre placas e cascas. Nesta
sec¢do, apresenta-se o modelo matemético analitico.

Na secdo 4 é feita uma introdug¢do aos conceitos basicos do Método dos
Elementos Finitos e a sua formulagdo. Nessa se¢do é obtida a equacdo de
equilibrio do sistema empregando o Principio dos Deslocamentos Virtuais, e
através de técnicas de discretizacdo sdo obtidas as equacbes do equilibrio
estatico representado pelas matrizes e vetores associados ao problema
axissimeétrico correspondente.

A secdo 5 apresenta 0s resultados comentados obtidos através de
simulagdes utilizando o programa comercial Ansys®, empregando os elementos
quadraticos de 8 nd6s PLANE183, que possibilita representar o campo de
deslocamentos devido aos esforcos de flexdo aplicados na estrutura
adequadamente e 0os compara com o0 modelo tedrico descrito na secéo 2 e suas
limitacBes. O elemento proposto € indicado para analises axissimétricas e possui
graus de liberdade suficientes para representar os efeitos de flexdo que a estrutura
€ submetida.

Com relacdo a malha proposta, para cada modelo um estudo de
convergéncia € apresentado para verificagdo do comportamento dos
deslocamentos radiais e transversais obtidos na casca cilindrica e na tampa plana,
respectivamente.

A sec¢do 6 apresenta os resultados relacionados a regido da jungao entre
os modelos de placas e cascas com diferentes espessuras.

Finalmente na secéo 7 apresentam-se as devidas conclusfes e propostas
para desenvolvimentos de trabalhos futuros.

Por fim, sdo dadas as referéncias bibliograficas.
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2.
Definicdo do Problema

O problema em estudo trata da combinagéo de um cilindro e tampa plana
de espessuras variadas entre paredes finas e espessas submetidos a presséo

interna, ilustrativamente apresentado na Figura 1 por tanques de armazenamento.

Figura 1: Tanques de Armazenamento

Observa-se uma descontinuidade na interface entre a casca cilindrica e a
tampa plana. E proposto, entdo, um modelo de discretizacdo do problema
considerando a presenca da pressdo interna aplicada ao modelo. A solucao
analitica é investigada para obter a equacgéo que rege o deslocamento da casca
cilindrica e da tampa plana. Por fim, a modelagem em elementos finitos é avaliada
e seus resultados estudados, discutidos e comparados com o analitico.

A Tabela 1 apresenta as propriedades geométricas e mecéanicas da casca
e placa (tampa plana) cilindricas.
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Parametro (unidade) Simbolo Valor
Avaliador de rigidgz da tampa n (pari: des (pari des
plana e cilindro p
inas) espessas)
Pressdao interna (MPa) Dint 2.5
Raio interno (m) ri 0.275
Raio médio (m) r 0.287
Raio externo (m) R 0.3
Espessura da casca cilindrica " 25,4 50,8
(mm) ‘

Altura da casa cilindrica (m) h 1
Espessura da tampa plana (mm) t; 25,4 | 50,8
Diametro externo da tampa plana L 0.6

(m)
Coeficiente de Poisson v 0,3
Médulo de Elasticidade (GPa) E 200
Maodulo de Cisalhamento (GPa) G 76,92
Fator de corre¢do ao cisalhamento Ks 0.83
Limite de Escoamento (MPa) Sk 470
Tensao de Ruptura (MPa) Sk 745

Tabela 1: Parametros Geométricos e Propriedades Mecanicas

As propriedades mecénicas mencionadas na tabela acima séo caracteristicas do

aco AISI 4340, muito utilizado na industria de Oleo e gas.
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3.

Modelo Matematico Analitico

Nesta secao sdo apresentados 0s conceitos basicos sobre cascas e placas
necessarios para descrever o comportamento destes modelos quando submetidos
a acado da presséo interna, considerando ainda o efeito na variagdo da espessura
tanto para a casca quanto para a placa. Também sao apresentadas as equacdes
diferenciais para o deslocamento, condi¢cdes de contorno e compatibilidade para

as diversas combinacdes entre placas e cascas.

3.1
Teoria classica para cascas e placas de paredes fin  as (hipoteses de
Kirchhoff)

A teoria classica proposta por [9] e posteriormente desenvolvida por outros
autores, como por exemplo em [10], avalia o comportamento de paredes finas e
vélida se estes deslocamentos da placa ou casca sdo pequenos quando
comparados a espessura. Sendo assim, uma boa aproximacgdo do comportamento
de flexdo pode ser feita, considerando somente deformacgfes devido a flexao,
tomando as seguintes considera¢fes segundo o modelo proposto por Kirchhoff:

O plano médio pode ser considerado indeformével, permanecendo neutro
durante a flexdo. Isso é vélido se os deslocamentos transversais sao pequenos
guando comparados a espessura da placa.

Retas normais ao plano médio da placa ou casca indeformada deverdo
continuar sendo consideradas normais ao plano médio deformado (desprezando
assim as distor¢Bes devido ao cisalhamento).

As tensdes axiais podem ser desprezadas.

Com essas consideracfes, o problema é traduzido matematicamente em
um operador diferencial de quarta ordem, que pode ser solucionado impondo-se
duas condi¢cdes de contorno para as extremidades tendo, ainda, todas as

componentes de tensdo expressas em termos dos deslocamentos transversais.
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3.1.1
Equacéo Diferencial para a deflexdo radial da Casca  Cilindrica de
paredes finas

A Figura 2 ilustra uma vista em corte da casca cilindrica. Por simetria

observa-se que os esfor¢os atuantes nas extremidades da casca sdo constantes:

L
i 3Ny
N *%d TNxt gxdx
a 'N %"“dx
¥ LAFY

— 1

Figura 2: Forgcas e momentos atuantes em uma secao da casca cilindrica [9]

Através do equilibrio de forcas e momentos, considerando a simetria
observada na Figura 2, trés equacdes resultam da projecéo de forgcas e momentos

em relagéo ao eixo y:

dN.
x" Rdxdp = 0 (3.0)
d
Qxx Rdxdeg + Nydxde + pipRdxde = 0 (3.1)
dM
dxx Rdxdep — Q,Rdxdp =0 (3.2)

A equacdao (3.0) indica que as for¢gas de membrana N, sdo constantes,
uma vez que suas derivadas séo nulas. O efeito da flexao influenciada por estas

forgas é suposto desprezivel. Portanto, tem-se:
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dQ, 1

ax TRNe = "Pine (3.3)
dM, o
= (3.4)

O conjunto de equagdes (3.3) e (3.4) fornece trés incognitas: Ny, @ € My.
Para resolver este problema € preciso considerar os deslocamentos u, v € w nas

respectivas direcdes x, y e z.

& = - (3.5)
dv

g = o (3.6)

e =20 (3.7)
w

b= (3.8)

No entanto, somente os deslocamentos u e w ocorrem. O deslocamento
circunferencial ¢ pode ser desprezado [10]. Aplicando a Lei de Hooke as
expressoes (3.3) e (3.4) resulta-se nos esforcos de membrana axial N, e

circunferencial N, respectivamente:

Et, Et, (du w
x=—1_V2(£x+vs¢)=1_V2(a—vﬁ)=0 (3.9)

Et, Et, w du
N‘p=1—v2(8‘p+vgx)=1—1/2(_E+Va) (3.10)

Das expressoées (3.9) e (3.10) conclui-se que:

du _w
dx R
Et.w
N, = — 2 (3.11)

Considerando o efeito do momento fletor, observa-se, também por
simetria, que ndo existe mudanca na curvatura na direcdo circunferencial. A
curvatura na direcdo x, por sua vez, esta relacionada com a segunda derivada em

w.
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d*w
M, =-D, )
M, = vM, (3.12)

onde D, representa a rigidez a flexdo da casca cilindrica:

Et.3

D, = 2a—vo) [Nm]

As tensodes radiais e circunferenciais atuando na casca cilindrica sao dadas

por:
_ N, 6M,
TR
oo (3.13)
Oy = —24+—2

MO P

Como o cortante é dado pela derivada do momento fletor, substituindo esta
relagéo na equagéo (3.3) e, em seguida, usando-se as expressodes (3.10) e (3.13)
para as variaveis N, e M,, finalmente, obtém-se a formula para cascas cilindricas

com carregamento axissimeétrico, dada na equacao abaixo.

_dM,  d*M, 1

Qx = e _)W+EN¢=_pint
|}
d? d*w\ Et.w
axZ D, axZ + RZ = Dint (3.14)

Assumindo a espessura da casca t. uniforme, a equacao (3.14) é resumida

.ge/

d*w Et.w

cw+7= Pint (3.15)

Em [10], recomenda-se reescrever a equagdo (3.15) em funcdo do
coeficiente B, o qual representa os parametros geométricos envolvidos no

problema representado por:

31 -v?)

ﬁ4_ R2t 2 7 [1/771]

A equacéo (3.15) passa, entéo, a ser:
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d4W Pint
— 4 4B%w =& 3.16
it Ltw D, (3.16)

A solucdo da equacdo (3.16) é dada pela soma entre as parcelas
homogénea e particular:
w=wp+w, (3.17)
A solugéo homogénea € do tipo: w;, = Ce’**. Conforme [10], recomenda-se
reescrever a equacao (3.16) na forma a segquir:

d*w

W+4,84w=0—>k4+4,84=0

A solucao sera do tipo:

ki, =QxDB ksa=—-1LDB
Assim, a solucdo homogénea passa a ser escrita da seguinte forma:
wy = eﬁx(Cleiﬁx + Cze_iﬁx) + e‘ﬁx(C3eiﬁx + C4e_i5x),
sendo (4, ... C, constantes de integracéo.

Aplicando a formulacao de Euler, a solugcdo homogénea passa a ser funcao

de senos e cossenos:

e!? = cosp + iseng, e % = cosgp — iseng
U
wy = e‘ﬁx(Alsen(,Bx) + Aycos(Bx)) + eﬁx(Agsen(,Bx) + Aycos(Bx)) (3.18)

A solucao particular da equacao (3.17) estd associada ao carregamento
gque a casca cilindrica esta submetida. Para o problema em questéo, a presséo

interna € a Unica carga atuante. Logo,

Wp = 2

_ Pint =pintR2 (1 V)
P 4B4D, Et,

(3.19)

A solucdo geral corresponde a soma das parcelas homogénea e particular

equacao:

w(x) = e P*(A;sen(Bx) + Aycos(Bx)) + eP*(Azsen(Bx) + Aycos(Bx)) (3.20)

. R?
e (173)
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Ou ainda em termos de fung¢des hiperbdlicas:

w(x) = C;sen(Bx) - senh(Bx) + C,sen(Bx) - cosh(Bx) + Cscos(Bx) - senh(Bx)

+ C4cos(Bx) - cosh(Bx) + M(l - K)
4 Et, 2

27

(3.21)

c,, ..., C, sdo constantes obtidas a partir das condi¢cdes de contorno.

3.1.2

Equacéo Diferencial para a deflexado transversal da  Placa Circular de

paredes finas

Problemas axissimétricos caracterizam-se por possuir geometrias com eixo

Unico de simetria e obtidas da rotacdo de uma area entorno deste eixo. Além de

estarem submetidas a carregamentos com estas mesmas caracteristicas de

simetria e sob similares condi¢des de contorno.

Devido a estas caracteristicas geométricas em problemas axissimétricos

as relacoes basicas sao representadas em coordenadas polares. Desta forma, as

coordenadas polares (r, 0) relacionam-se com as coordenadas cartesianas (X,y)

através das seguintes equagdes, conforme mostrado na Figura 3:

x = rcos(6) r=(x*+y?)?
— rei _ Y
y = rsin(0) 6 = arctang (x)
0 i -
X ‘
0
T ~.de
\ /\-
dr /
\J

Figura 3: Coordenadas polares em placas circulares [10]

Pode-se ainda definir:

(3.22)

(3.23)
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dr_x_ 0 dr_y_ (O (3.24)
dx—r—cos() dy_r_sm() .

do y  sin(0) d6 x cos(0)

=L = — = 3.25
dx r2 r dy r? r (3.25)

Considerando que o deslocamento vertical € uma funcéo de r e 6, as

equacdes acima conduzem a:

dw_dwdr+dwd9 dw_dw 0 1dw
& araxtaear N ax ax 0@

. Esin(@) (3.26)

. . d?
Para avaliar a segunda derivada —

dx?

€ necessario repetir o mesmo

procedimento empregado na equacao (3.26).

d*w oy d(dwy 1 d (dw (3.27)
@2 = oSO g \a) T g6 (ax '
Desenvolvendo a expressao acima,
d*w d’w 0) 2 d’w sinBcosO N dw sin?(8) N dw sinBcosO
dx?z  darz ©°° () dodr T dr r doe r2 (3.28)
N d?w sin?6 '
do? r?
Similarmente,
d’w _d*w d*w sinBcos® dw cos?(0)  dw sinBcosO
— = — sin?(6) -2 — +2——>—
dy?  dr? dodr r dr r de  r?
(3.29)
N d?w cos?6
doe? r2
d’w _ d*w 0 o) + d*w cos260 dwcos(20) dw sinBcosO
dxdy — dr? sin(@)cos(6) dodr r de r? dr r (3.30)

d?w sinBcos6
doez r2
Substituindo as equacdes (3.28) e (3.29) na equacdo (3.30) obtém-se o
operador laplaciano na forma:

P2y = d’w 1dw 1 d*w (3.31)
W= dr? rdr r?do?
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Os momentos e forcas de cisalhamento em um elemento infinitesimal de

espessura t, em coordenadas polares, séo representados na Figura 4.

Figura 4 : Forgas e momentos atuantes em uma sec¢éo da placa circular [12]

Tomando-se 6 = 0 nas equagodes (3.28), (3.29) e (3.30) e substituindo nas
equacgOes abaixo, é possivel obter as componentes de momento radial M, e

circunferencial My, e as componentes do cortante has mesmas direcdes.

M= D d*w N 1dw N 1 d*w (3.32)
r = TP gz TV T ar T2 de? '
Mo =D 1dw N 1 d?w N d*w (3.33)
o= TPty Treaez T Ve '
P b 1d*’w 1dw (3.34)
or = —(1=v)D; rdrd® 1r?2de '

d o
Qr = =Dy — [Vew] (3.35)
1 d
__,ltad 3.36
Qo D, -5 [72w] (3.36)

Et?
12(1-v2)’

onde D, representa a rigidez a flexdo da placa —D, =

As componentes de tensdo para o estado plano podem ser expressas da

seguinte forma:
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12M, 12M, 12M,4

Oo 5 Z Tro =3 (3.37)

Portanto, a equacao diferencial para a deflexdo transversal de placas

circulares em coordenadas polares é:

Py — d2+1d+1 d? d2W+1d+1d2W P (3.38)
E\@? T rar T r2ae? )\ arz T v ar T r2de? "~ D, '

3.1.3
Flexdo Axissimétrica de placas circulares de parede s finas

Quando um carregamento e as condi¢cdes de apoio aplicadas a placa
circular sdo independentes do angulo 6, a deflexdo da placa e as tensdes
resultantes irdo depender somente da posicdo radial r da placa. Tal
comportamento € caracteristico de placas axissimétricas sob flexdo e as

simplificacdes abaixo séo aplicaveis:

9" (Mo)

Sgk = Mro = Qo =0;k =1,2,3,4. (3.39)

Os momentos e forcas de cisalhamento em uma placa circular sob

carregamento axissimétrico sdo dados pelas equacdes a seguir:

M= D dzw+ (1dw> (3.40)
r T TP gz TV G '
Mo = D 1dw+ d?w (3.41)
] P e '

_ D d [d?w 1dw 3 d l1d (1 dW) (3.42)
QOr = Car |dr2 " rdr| tdr [rdr rdr ] '

As equacdes para obter as tensfes radiais e circunferenciais atuando

numa placa circular com carregamento axissimetrico sao respectivamente:
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B E d*w N v dw (3.43)
o= 2 a2 T dr

3 E 1dw d*w (3.44)
%= Tz \var " Varz

As deformacdes por sua vez em coordenadas polares sao:

(3.45)
& = E (0r + v0p)
(3.46)
€0 =% (og + vo, )
V= Tro (3.47)
G

Utilizando o operador Laplaciano e considerando as simplificactes
adotadas para o0 caso da placa circular com carregamento axissimétrico, pode-se

escrever novamente a equacéo diferencial de 4 ordem da deflexao:

i d2+1d d2W+1dW P (3.48)
WG T rar )\ ar T ar " D,

Reescrevendo a equagéo (3.48) na forma:

1d(¢ djl d( dw> P (3.49)
rdr{rdr[rdr rdr ]}_D

A solucdo geral para equacao (3.49) é dada pela soma da solucdo

homogénea (wj,) com a solugao particular (wy).

A solucdo homogénea é dada pela expressao abaixo:

wy = CIn(r) + Cor?In(r) + C3r% + C,
(3.50)

onde as constantes C; ...C, sdo determinadas através das condi¢bes de

contorno de cada problema.

A solugdo particular w,, € obtida através de sucessivas integragdes da

equacao (3.50). No caso de carregamento uniformemente distribuido tem-se:
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pr*

W. =
P 64D, (3.51)

Portanto, a solucao geral para a deflexd@o transversal de uma placa circular
de paredes finas submetida a um carregamento axissimétrico uniformemente

distribuido é dada por:

pr*

(3.52)
64D,

w=CyIn(r) + C,r?In(r) + C3r2 + C, +

Reescrevendo as expressées para a rotagéo, momento e o cortante em

funcdo das constantes:

dw 1 r3
et(x)=E=C1F +C2(2rln(r)+r)+2C3r+1p6—Dt (3.53)
1—-v
M, = D, |—c, (T—z) +2C,(1+v)In(r) + C,(3 + v) + 2C5(1 + v)
(3.54)
LI
16D, > Y
1—-v
M, = —D, [—Cl <r_2) +2C,(1 4+ v) In(r) + C,(1 + 3v) + 2C5 (1 + )
(3.55)
pr?
+ 16D, 1+ 317)]
= —4D (cl+pr) (3.56)
QT - t 2 r 8Dt *

Verifica-se que as constantes C1 e C2 que envolvem logaritmos produzem
deslocamentos infinitos em r = 0 para todos os valores de C1 e C2 exceto zero,
por isso C1=C2=0 é o Unico valor que satisfaz a solucéo geral para a deflexdo da

placa. Assim, a equacgao para a solucéo geral da deflexdo da placa se reduz a:

pr*

=C3r>+Cy +
W= ST T T,

(3.57)

As constantes C3 e C4 sdo determinadas através das condicbes de

contorno do problema.
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3.14
Condicdes de Contorno e Compatibilidade

Esta secao apresenta a compatibilizagéo entre os deslocamentos radiais
e rotacOes da casca e placa cilindrica de paredes finas através de um sistema de
compatibilidade, com objetivo de se obter os esforgos autoequilibrantes M, e Q,.

A Figura 5 ilustra os esforcos atuantes na juncéo (conexdo) entre casca e
placa, onde:

6. — Rotacdo da casca cilindrica.

0, — Rotacao da tampa plana.

M, — Momento fletor na juncéo.

N, — For¢ca de membrana na juncéo na direcao x.

Qo — Cortante na juncdo na diregéo radial.

'-‘-‘.

'Hr QD Q[} / _ﬂr

’ by
e g
BT 7 el N e RS 0
IETTA 7 EERERL

:.- Pine ¢

oL - ]

R | : e Pt ("
77 t.
7 D

L i x

Figura 5: Esfor¢os atuando na casca cilindrica e na tampa plan  a[12]

As condi¢Bes de contorno sdo apresentadas na Tabela 2. Porém, tais
condicBes somente sdo validas para cascas com grandes comprimentos, i.e., que

obedecem a desigualdade abaixo:

L > 23Rt (3.58)

CondicGes de Contorno & w:(0,R) = w:(0,R) (3.59)
Compatibilidade 6.(0,R) = 6,(0,R) (3.60)
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Tabela 2: Condi¢Bes de contorno e compatibilidade

Onde, w, e w; representam os deslocamentos radiais da casca e da placa
respectivamente.

Dado que a solucédo geral para a casca cilindrica depende das constantes
na equagao (3.20), algumas simplificacbes podem ser tomadas para determinagéo
destes parametros. A casca em questédo atende a condicdo da equagéo (3.58),
desta forma, quando avaliada na extremidade onde se encontra a tampa, x = 0, 0
segundo termo da expresséao (3.20) € muito pequeno se comparado aos demais.
Sendo assim, assume-se as constantes A; = 4, = 0 e a solucdo geral passa a

ser.

w(x) = e P*(Aysen(Bx) + Aycos(Bx)) + plg,tc (1 — %) (3.61)

Vale ressaltar que, na andlise dos pontos longe da extremidade, as
constantes A; e A, devem ser calculadas. Por sua vez, as constantes A, e A4,

podem ser determinadas pelas condi¢cbes abaixo para o momento fletor e cortante.

02w, 23w,
Dezz| =Moo & Doz =0

x=0

x=0
Derivando a equacgdo (3.61) duas e trés vezes, encontra-se:

M, .4
262D, “*7 2B

Reescrevendo a solucdo geral para a deflexdo da casca cilindrica em

A1=

3D (Qo + BMy) (3.62)

funcao dos valores encontrados para as constantes:

w(x) = e Pxcos(Bx) — PineR® (1 —_) (3.6)

e F*(sen(Bx) — cos(Bx)) + Et,

M,
282D, 2530
Reescrevendo as equacdes para rotagdo, momentos fletores e esforco

cortante da casca cilindrica, tem-se:

6,(x) = Z—‘;/ = %e‘ﬁx(cos(ﬁx)) - ZﬁZD e P*(cos(Bx) + sin(Bx)) (3.6)
d*w . Qo . d*wp
M, (x) = Doz = = Moe P*(cos(Bx) + sin(Bx)) + ?e_ﬁx(sm(ﬁx) —De—73 (3.6

M (x) = vM; (x) (3.6)
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3
“dx3
= —2M,Be~F*(sin(x)) + Qye F*(cos(Bx) — sin(Bx) (3.6)
d®(wp)
¢ dx3

Q- (x) =-D

A deflexdo e a rotacdo na extremidade (x=0) da casca cilindrica agora
podem ser determinadas, conforme as equacbes (3.68) e (3.69). O termo
dependente do coeficiente de Poisson (v) foi introduzido por [6] para quantificar o

efeito da presséo na direcéo axial.

M, Q  pincR? (1- V)] (3.68)

o =|- +
Welr=0 = |=252p- T 2850, ~ ",

.| _ My Qo
“¥=0"BD,  2B2D,

(3.69)
Pode-se agora escrever o sistema de equacdes que compatibiliza os
deslocamentos radiais e as rotacdes na casca e na placa de paredes finas
proposta nas equacdes (3.59) e (3.60). O momento M, e o cortante Q, que
caracterizam os esfor¢cos internos na juncdo sdo obtidos pelo sistema de

equacdes abaixo:

_ V= X% 1 -
287D, T 263D, EL. 2 g, 1Y)

My Qo _ PintR® MoR
pD. 2B?D, 8D.(1+v) D.(1+v)

(3.70)

J{ My Qo _ PintR? (1 _ V) Qor

A funcdo que descreve a deflexdo transversal e a rotagcdo da placa em
funcdo do raio r foi obtida através da superposicdo de dois casos de
carregamentos, visto que a placa cilindrica simplesmente apoiada em suas
extremidades € submetida a pressao interna uniformemente distribuida ao longo
de sua superficie, assim como suporta momentos fletores também uniformemente

distribuidos atuando em sua borda. Esta solucdo € apresentada por [8]:

= Pine(r® — R%)? (5 + v) Mo (r* — R?)
t 64D, 1+v 2D,(1+v)

_ Piner(r? — R?) My ()
t 16D, (1+v)  Dy(1+v)

(3.71)
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A condicdo de apoio com extremidade fixa da placa também foi utilizada
no modelo de paredes espessas. Para esta condicdo de apoio, verifica-se as
seguintes expressfes para a deflexdo transversal e rotacdo da placa [6],
considerando também a influéncia dos carregamentos uniformemente distribuidos
devido a presséo interna e momento fletor.

_pine(® —R?)?  My(r® — R?)
We = 64D, 2D,(1 +v)

0. — Piner(r* — R?) My ()
t 16D, (1+v)  Dy(1+v)

(3.72)

A deflexdo transversal maxima ocorre no centro da placa quando (r=0),

enguanto a rotacdo € nula no centro da placa.

O Anexo 1 apresenta os resultados para o momento fletor e o0 esfor¢o

cortante obtidos para esta combinacao.

3.15

Caracterizacdo das tensdes atuantes na casca e plac a de paredes
finas

Para verificar a contribuicdo de cada parcela de tenséo atuando tanto na
casca cilindrica quanto na placa, e principalmente na juncéo entre elas, esta se¢céo
apresentard as equacfes que regem o0 comportamento do vaso de pressao
proposto.

Na juncédo entre a casca e placa as tensdes circunferenciais atuando na
casca consistem da combinacdo da tensdo de membrana, devido a presséo
interna, da tensédo de flexao circunferencial e da componente da tenséo de flexao
axial [11] conforme equacdo (3.73):

PT)_l_‘(ﬁd(ﬁMo'*'Qo ))’ + ubM,

t_t te te?

Oc,combined,shell = ( (3.73)

Para regifes suficientemente afastadas da extremidade (x/h>>2.5,/Rt,)

[10], verifica-se a solugcdo para vasos de paredes finas submetidos a pressao

interna somente.

0y = 01 = Pint (3.74)

(3.75)
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As tensdes longitudinais podem ser determinadas através da aplicacdo do
equilibrio de forcas na direcao longitudinal. Porém, para um cilindro longo e aberto,
sem a presenca de tampos nas extremidades, a tensao longitudinal € nula. Para

um cilindro fechado, a presséo atuante no tampo provocard uma forca anular

_ 2
=02t gue devera ser equilibrada por uma outra forca longitudinal que atua de

forma distribuida na secao transversal do tubo. Igualando estas forcas encontra-

se:

_ DPineD (3.76)
T 4t

g = 03

A for¢ca de membrana deve ser determinada através do equilibrio de forcas

na direcdo axial. Considerando que a pressao externa é nula, tem-se:

Ny * 2mR = pjpy * TR?
U

— pintR
2

As tensBes mencionadas acima sdo as tensfes principais atuantes na

N, (3.77)

casca cilindrica.
As tensdes axiais atuando na casca naregido da juncdo da casca cilindrica
com a tampa plana sao representadas pelas parcelas da tensdo axial devido a

presséo interna e da tenséo de flexdo [11] conforme equacao (3.78).
6M0‘
t?

pr
Oa,combined,shell = 2 +
s

(3.78)

As tensdes circunferenciais combinadas na juncdo atuando na placa sao
compostas pelas parcelas da tensdo de cisalhamento e da tensdo de flexdo
circunferencial devido a pressao interna.

d 2

Q\ [6M, 3Q, ©P (a) 1-v)
E)+ t2  t 32 (3.79)

Oc,combined,plate — (

As tensdes maximas desenvolvida ha tampa plana sao obtidas através das
equacodes (3.80) e (3.81) [11].

Mr,max
t.?

Ormax =01 =6 (3.80)
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M tmax
t.2

Otmax = 02 = 6 (3.81)

A tensdo axial combinada atuando na placa na juncdo € composta pela
tenséo de cisalhamento e da tenséo de flexao axiais devido a acdo da casca na

tampa plana.

(3.82)

Qo
Ua,combined.plate - t_ +
t

3.2
Teoria de Mindlin-Reissner para placas moderadament e espessas

Esta sec¢do aborda a condicdo de placas moderadamente espessas onde
considera-se o efeito do cisalhamento transversal segundo a teoria de Mindlin-
Reissner.

A teoria de Mindlin-Reissner, também conhecida como Teoria de
Deformagéo de Primeira Ordem, considera o efeito do cisalhamento transversal
uniforme ao longo da espessura. Outros modelos que consideram o campo de
deslocamento variavel ao longo da espessura também ja estdo desenvolvidos,
como por exemplo, o modelo proposto por [12].

As hipéteses de Reissner-Mindlin que sédo consideradas validas para
placas moderadamente espessas, utilizadas para efeitos de representacdo do
campo de descolamentos e das tensbes em placas com isotropias totais
submetidas a a¢cdes normais ao plano médio, sao:

e O plano médio da placa pode ser considerado indeformavel,
permanecendo neutro durante a flexao. Isso € valido se os deslocamentos
transversais sdo pequenos quando comparados a espessura da placa.

* Retas normais a superficie de referéncia indeformada permanecerao retas
apos a deformagéo, porém ndo mais serdo necessariamente normais ao
plano médio.

* A componente de tensao normal € desprezivel.

3.2.1
Equacéo Diferencial para a Deflexdo transversal de  Placas
Cilindricas moderadamente espessas
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A partir dos esforcos representados na Figura 4 e utilizando a
transformacédo de coordenadas polares apresentadas na secdo 3.1.5, pode-se
estabelecer uma correlacédo entre o0 modelo de Kirchoff e o de Mindlin-Reissner e
obter a deflexdo transversal, rotacdo, entre outros comportamentos para placas

circulares moderadamente espessas submetidas a carregamentos axissimétricos.

Para estabelecer a correlacdo entre o modelo de placa da teoria classica
com o modelo proposto por Mindlin-Reissner, primeiramente é necessario

estabelecer a seguinte definicdo:
k = Modelo de Kirchof f

M = Modelo de Mindlin

Outro parametro utilizado é o somatério dos momentos radiais (M,.) e

tangenciais (My) conhecido como Marcus Moment:

M, + My (3.83)
 (1+v)
Utilizando as expressdes ja desenvolvidas anteriormente para o modelo de

M

Kirchoff, pode-se escrever as seguintes relagbes para os momentos radiais e

tangenciais:

Mfr =—-D,

d*wk v (dwk .
dr? +?<W> Moo (3.84)
d*wl 1 [dw
pE o 2o
drt  r\dr

Introduzindo no somatério de momentos proposto na equacéo (3.83)

=-D,

_ d?w N 1 /dwk (3.85)
= “1dr2  r\dr
onde
ke _p d?wk N 1/dwg\] _ b 1d dwk (3.86)
=" drz2 " r\dr ]| Lrdr r dr
1d dpk (3.87)
car T\ )| = e

Desta forma é possivel estabelecer as seguintes relagdes, baseado no

desenvolvimento feito até o momento:
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rdpk d (3.88)

Similarmente, desenvolvendo o mesmo processo para 0 somatorio de

momentos segundo o modelo de Mindlin-Reissner:

deM 1 1d (3.89)
M _ _ r _ M| _p M
rl - Dt[dr r¢r] DtT'dT[rd)r]
1d dr™\] (3.90)
rdr r dr -4
rdn  d (3.91)

=2 ()~ Ml = Q!

As seguintes correlagbes podem ser expressas entre o modelo de Kirchoff

e Mindlin-Reissner para placas moderadamente espessas:

Relac&o entre os esforgos cortantes

(3.92)
rQM =rQk + C1
Relacdo entre os somatoérios do momento radial e tangencial
r dpM dpk (3.93)
dr = rd—r;+61 ou pM=pk+ Cllogr+ C2
Relacgéo entre as rotacdes
w_ _dwi  Clr @l 1y 4 C2r, €3 (3.94)
¢y = ~gr Tap, (2logr 2D, ' D,
Relacéo entre os momentos radiais e tangenciais
u . 1+v 1-v 1+v 1-v (3.95)
Mrr:MTr-l'Cl( 2 lOgT'— 7 )+CZ 2 —CBr—Z
MY, = Mk +Cl<1+vl 1_v)+621+v+631_v 12:96)
oo — Mgg 2 ogr 2 2 2

Finalmente, a correlacdo entre as deflexdes segundo o modelo de Kirchoff
com o modelo proposto por Mindlin-Reissner para placas circulares
moderadamente espessas submetidas a carregamento uniforme axissimétrico €

dada por:
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k _}_(]17‘2(1 logr) + C1 C2r? C3109r+C4 (3.97)
K.Gt, ' 4D, °9") Tk Gt, 4D, D, D,

R
wll = wl+

As quatro constantes de integragéo (C1...C4) sao determinadas utilizando
as condicbes de contorno para cada problema estudado. Na equacgéo (3.97)
observa-se a presenca do fator de cisalhamento transversal para a deflexdo de
Mindlin representado pelo constante K, cujo valor para materiais isotropicos
encontra-se definido na Tabela 1. Além disso, w{ representa a deflexdo para o
modelo de Kirchoff para o caso de placas de paredes finas representada na secao

anterior.

3.2.2

Condicdes de Contorno e Compatibilidade

Esta secdo apresenta a compatibilizacdo entre os deslocamentos radiais e
rotacfes da casca cilindrica de paredes finas e a placa moderadamente espessa
através de um sistema de compatibilidade, com objetivo de se obter os esfor¢os
internos M, e Q,. O comportamento da casca cilindrica de paredes finas ja esta
discretizado na sec¢éo 3.1.1.

As condicBes de contorno aplicadas a esta combinacdo entre casca e

placa encontra-se na Tabela 3:

Condigdes de Contorno wk(0,R) = wf(0,R) = wM(0,R) (3.98)

Essenciais 6k(0,R) = 6F(0,R) = 6/(0,R) (3.99)

Condi¢des de Contorno rMM(0,R) = rME.(0,R) = 0 (3.100)
de Compatibilidade wg(0,R) = wl(0,R)

Tabela 3: Condigdes de contorno e compatibilidade

Novamente, o equilibrio é estabelecido através do deslocamento radial da
placa moderadamente espessa, que deve ser igual ao deslocamento radial da
casca cilindrica na extremidade. Assim, o sistema de compatibilidade resultante é

dado por:
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M, Qo PintR® v Qor

5 Tz = ( ——)=——(1—17)
234D,  2fB3D, Et, 2 Et;
M Q PintR® MoR

\  BD. 2B2D, 16D, (1+v) D.(1+v)
As constantes de integrag&o presentes na equacéo (3.97) sdo encontradas
através das condi¢des de contorno da Tabela 3, representadas pelas equacoes

(3.92), (3.94), (3.95) e (3.96), aplicadas ao conjunto de rela¢gBes entre os modelos

—k

de Kirchoff e Mindlin. Desta forma, obtém-se C1=C2=C3=0e (C4 = K"Gt :
S t

Onde:
o = D,(1—v)d?wk
v dr? =R (3101)

Logo, a equagdo (3.97) para a deflexdo transversal da placa pode ser

expressa por:

W (1 —v)d*wf
K.Gt, K,Gt,v dr?

Wt = Wt +
- (3.102)

A rotacdo, por sua vez, aplicando os valores para as constantes de
integracdo mencionadas acima e obtidas em funcdo das condi¢cdes de contorno
da Tabela 3, resulta na igualdade entre as rotagbes para os modelos de Mindlin e
Kirchoff.

w_ _dwk cir o 1y, G2, C3
¢y = =g tap, Glogr =D o5+

- = -——= (3.103)

3.3
Cilindros de Paredes Espessas — Solu¢édo de Lamé

Quando a espessura do vaso de pressao é relativamente grande (R/t<10), a
variacao das tensdes desenvolvidas entre a superficie interna e externa do cilindro
devem ser verificadas. Sendo assim, os efeitos de deflexdo e rotacéo
apresentados para a secao de paredes finas ndo se aplicam.

Para a andlise do comportamento das tensfes e deslocamentos de um
cilindro de paredes espessas, as seguintes hipoteses devem ser consideradas:

e Carregamento Axissimétrico.

¢ Problema desenvolvido em coordenadas polares.
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» Deslocamento circunferencial nulo (ug = 0).

* Tensdes e deslocamentos ndo variam com 6.

e Estado plano de deformacgdes (e, = 0). Tensbes e deformacbes axiais
estdo desacopladas das tensdes e deformagdes no plano produzidas pela

presséo interna.

b J
G: a e € .a-
trt4 berd

e - o -
Pb — Py ¥ e— Pb
e - e -
o - o .
| < e - i
] - ] = v az
ol - o 1 T
o 4 —{ l— N
e 4 - -
reed redd
C: 1 dr
-
Figura 6: Cilindro de paredes espessas com as extremidades fechadas [5]
3.3.1
Equacéo Diferencial para o deslocamento radial de ¢ ilindros de

paredes espessas com extremidades livres

Considerando o cilindro de paredes espessas da Figura 6 sujeito a uma
presséao interna e/ou externa, pode-se verificar que a deformacédo é simétrica em
relacdo ao eixo z. Por isso, as equacdes de equilibrio e de deformacao especifica

€ se aplicam para qualquer ponto em um circulo de comprimento unitario.
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Figura 7: Elemento infinitesimal - Cilindro de paredes Espessas [12]

Dado o elemento infinitesimal acima, delimitado por dois planos radiais
separados por um pequeno angulo dé e por dois arcos com comprimento rd6 e
(rdr)de, a tenséo tangencial desenvolvida nas extremidades do elemento da
Figura 7 é representada por o;, enquanto que a tenséo radial é representada por

o, € varia ao longo da espessura:

do, p
r
dr (3.104)

o, =

Propondo o equilibrio de forgas atuando no elemento infinitesimal proposto

na Figura 8, tem-se:

o,rd0 + o,drd6 — (ar + dd? dr) (r +dr)do6=0

(3.105)
Eliminando as derivadas de ordem superior, obtém-se:
do,
O — 0 —T =0
dr (3.106)

A equacao (3.106) fornece uma relagdo entre as tensdes tangenciais e
radiais. Uma segunda relacdo pode ser obtida a partir da deformagéao da casca
cilindrica, assumindo que as deformagfes longitudinais de todas as fibras da
casca cilindrica sdo iguais. Desta forma, a deformacdo da casca cilindrica é
simétrica com relagéo ao eixo axial e consistente com o deslocamento radial em
toda a espessura da casca cilindrica. Assim, o deslocamento é constante na

direcéo circunferencial, mas varia com a posicéo radial.

Sendo u,. o0 deslocamento radial na superficie r + dr:
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L

U, =uUur+r——ar

4 dr (3.107)
Portanto, o elemento infinitesimal proposto possui uma deformacéo total

na direcdo radial dada por:

_dudr du
T drdr dr (3.108)
A deformacéo do elemento infinitesimal na direcéo tangencial:
u
gt = ;

(3.109)

Se as extremidades deste cilindro estiverem abertas, tensdo longitudinal
(o, = 0), tem-se um estado plano de tensdes. Aplicando a Lei de Hooke, as
deformacgdes radiais e tangenciais podem ser expressas por:

_du 1

& =—=—= (0, — VO,
T dr E(r 6) (3.110)

u
& =—=—= (09 — VO
¢ == =1 (05 = v0)) G111)

Portanto, as tensfes radiais e circunferenciais podem ser representadas

por:
_ (e + )= E <du+ u)
Ir STz TR ) T T g Ty (3.112)
E E u du
= = _ — 3.113
% T2 (¢0 +ver) 1—v2 <r+vdr> ( )

As tensfes acima s&o independentes, uma vez que elas sao
representadas em termos do deslocamento u. Substituindo as expressdes (3.112)
e (3.113) na equacao (3.106), obtém-se a equacao diferencial de segunda ordem

para o deslocamento radial:

d’u 1ldu u
dr? rdr r (3.114)

A solucéo geral para a equacéo (3.114) pode ser obtida pela expresséo abaixo:
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C2
u, =Clr+—

r (3.115)
onde as constantes C1l e C2 sdo obtidas através das condi¢cdes de

contorno do problema.

3.3.2
Solucgao Particular | — Pressédo externa e interna ap  licadas

Considerando que o vaso de pressdo estd submetido a pressao externa

(po) e interna (p;), conforme a Figura 8, as seguintes condigdes de contorno sé&o

aplicaveis:
Condigoes de Contorno
L. Orlr=a = ~P; Oy lr=p = —DP, (3.116)
Essenciais
y

Figura 8: Vaso de pressao paredes espessas - Presséo externa e interna aplicada

Fazendo a derivada para o deslocamento radial em relacdo ao raio, obtém-

se:
du, C2
= Cl - —2
dr r (3.117)

Substituindo nas equacfes (3.112) e (3.113) tem-se:

E C1(1+ v) C2(1—-v)
oy =—— V) ——
12 r? (3.118)
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= C1(1 +v) + 207V 3.119
Or = 1— ‘172 ( ‘17) rz ( ' )
Substituindo as condi¢des de contorno mencionadas em (3.116):
2 2
1—v( a*p; — b p,
¢, = >
E b* — a2 (3.120)
1+v pi — D
_ 22 (L 0
€, =——ab <b2 - ) (3.121)

Portanto, as equacoes para as tensdes e para o deslocamento radial u em
um vaso de pressao com cilindros de paredes espessas submetido a pressdo

interna e externa sao:

2
. = a’p; — b p, _a2b2<Pi—Po)
T b2 — a2 r2 b2 — a2 (3122)
2, _ p? 242 0 _
o = ap; b p, +ai9(2912 Po) (3.123)
b* — a? re \b° —a?
_ 2. 42 o 272
ur=1 v apé b p, r+1+U(P12 Po)ab (3.124)
E b? — 2 E \p?—q2/) 7

Como g, e g; séo as tensdes principais desenvolvidas neste caso no vaso
de presséao de paredes espessas, a tensao de cisalhamento maxima é obtida pela

metade da diferenca entre elas:

max — 50t — Or
2 (0 —or) (3.125)

A T4, OCOrrera em um plano que faz 45° com o plano onde atuam as

tensdes o, e g, A tensdo que iniciard o escoamento do vaso de pressado pode ser

obtida fazendo t,,4, = Gez“ na equacéo (3.126).

(b2 — az)aesc

pesc = 2b2

(3.126)
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3.3.3
Solucéo Particular Il — Cilindros de paredes espess as com
extremidades fechadas

Neste caso, deve-se considerar a tensdo longitudinal desenvolvida ao
longo da espessura do vaso de pressao diferente de zero, porém constante, dado
que sua variacdo ocorrera apenas em funcéo da coordenada z. Sendo assim, tem-
se um estado triaxial de tensdes, definido conforme as equacbes abaixo;
considerando ainda a atuacdo da pressao interna e externa aplicadas, pode-se

obter as seguintes relacdes:

_(bz 1>pi - (bz 1) Po (3.127)
a? az

bz bi bz Po (3128)
S
2 2
1 1
o, = 0 —p — —————
0 bz pi bz Po (3129)
-1 -1
1—-v(a’p; —b'p 14+v p; —py \a2b® wvr
L, L
—a —-a

Onde as tensfes mencionadas nas equagfes acima sdo as tensodes

principais desenvolvidas na parede do cilindro.
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Formulacdo Numérica

A formulacdo analitica para cascas e placas apresentada na secdo 3 € agora
verificada através do Método do Elementos Finitos. Através deste método é possivel
subdividir o dominio considerado em pequenos subdominios, chamados de elementos
finitos, que sdo compostos por nds, onde séo calculados os deslocamentos, rotacdes,
tensdes etc., a depender da formulacédo de cada elemento utilizado na analise.

Em funcdo da geometria e da condicdo de carregamento, é proposta uma
discretizacdo axissimétrica tanto para casca quanto para a placa, representando os
elementos segundo as coordenadas cilindricas no sistema global, e a nivel do elemento,
segundo o sistema de coordenadas locais, ¢ na direcdo radial e nna direcdo
longitudinal.

A equacao de equilibrio estatico do sistema associada aos deslocamentos é
obtida através do principio dos deslocamentos virtuais na formulacdo numérica por

Elementos Finitos.

4.1
Principio dos Deslocamentos Virtuais

Na formulacdo do método de Elementos Finitos a equacdo de equilibrio do
sistema associada aos deslocamentos é obtida através do Principio dos Deslocamentos
Virtuais. Segundo [13], o equilibrio de um corpo é satisfeito para qualquer campo de
deslocamento pequeno e compativel quando o trabalho virtual interno for igual ao
trabalho virtual externo. Portanto, ndo havendo influéncia do meio externo tem-se:

Winterno externo (4-0)

Sendo assim, a condi¢cdo de equilibrio estatico num corpo é satisfeita quando o
trabalho realizado pelas forcas externas (forcas de corpo f5, forgas de superficie f;,
tensdes iniciais e forcas concentradas R.) for igual ao trabalho resultante das tensdes e

deformacg®es internas do corpo.
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Parcela de trabalho Parcela de trabalho virtual
virtual interno. externo.

r—;u [ ' |
Jy&av = [, U fBav + [ U f°ds + Zﬁffﬁi
i

} . v ' .
v

Equilibrio das tensdes com os
carregamentos de carpo Eﬁg},
superficie(fz, e cargas

v concentradas (Fg).

Parcela de deformacdo virtual correspondente aos deslocamentos virtuais I,

Onde U s&o os deslocamentos virtuais e €° corresponde as deformacées
virtuais. O adjetivo “virtual” significa que os deslocamentos ndo sao o0s
deslocamentos reais de um corpo ou elemento finito devido ao carregamento
aplicado. Os deslocamentos virtuais sdo completamente independentes do
deslocamento real do corpo. Essa condicdo € equivalente a condicdo de
minimizacdo da energia potencial total de um corpo elastico linear continuo [13].

Assim, a energia potencial total é descrita da seguinte forma:

1. —r F —r F S (4.2)
= J, e aav — [, U fgdV — [ UZf.dS — YUER:
Em que, IT é um elemento matematico funcional, €* e & sdo vetores
contendo as componentes dos tensores das deformacbes e tensbfes. As
deformacBes e tensdes relacionam-se através das equacles constitutivas

envolvendo a matriz constitutiva C, correspondente para cada elemento:

& =Ce (4.3)

F,, Fg e R, s&o os vetores representativos das forcas de superficie, forcas
de corpo e carregamentos concentrados respectivamente. Finalmente, o vetor U
contém os deslocamentos nas trés coordenadas globais de um ponto do corpo.

A partir da condicdo de estacionariedade do funcional I1, ou seja, avaliando
a variacao 6I1 = 0 em relacdo ao deslocamento, obtém-se a equacéao de equilibrio

do sistema;
Sl =0- [,6€°CedV = [,6UFgdV + [ ,6U;F,dA— %.6UZR; (4.4)

Onde, §U7, §Uf e UL sdo as variagGes dos deslocamentos associados as
forgas de corpo, superficie e carregamentos concentrados, respectivamente, e §€*

corresponde a variagao das deformacdes do corpo.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1612787/CA


PUC-Rio- CertificacaoDigital N° 1612787/CA

51

4.2
Método dos Elementos Finitos

O Método dos Elementos Finitos é uma técnica numérica de resolucéo das
equacdes diferenciais parciais representativas das condigcdes de contorno,
compatibilidade geométrica e constitutiva. Nesse método o dominio estudado é
subdividido em elementos conectados por pontos nodais.

Considerando-se a Figura 9, através da andlise por elementos finitos é
possivel representar o corpo pela montagem por elementos finitos interconectados
através dos seus pontos nodais. As coordenadas dos deslocamentos no interior
do elemento sdo relacionadas com as coordenadas dos deslocamentos dos

pontos nodais através de uma matriz de interpolacdo dos deslocamentos

Hm (x,y,2) :

Z W

Nodal point j

Finite elament m

5

Figura 9: Corpo sélido 3D com elemento sélido de 8 nés [13].

u™(x,y,2z) = H™(x,y,2)U (4.5)

Onde u™(x,y,z) representa o vetor que contém as componentes dos
deslocamentos nas coordenadas globais x,y,z e U € o vetor dos deslocamentos

nodais formado pelos 3 deslocamentos globais U;, V; e W; dos i nds do elemento

(m).
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l_](m) = [U1, VZ' W3 Uk; Vk: Wk] (46)

A construcéo da matriz de interpolacdo dos deslocamentos H™ (x, y, z)
depende da geometria do elemento, do nimero de elementos nodais e da
guantidade de graus de liberdade associados e dos critérios de convergéncia.

Através do campo de deslocamentos da equacdo (4.5) obtém-se a

equacdao para as medidas das deformacdes:

e™(x,y,z) = B™(x,y,2)U (4.7)

gue sao obtidas, no problema linear para pequenos deslocamentos, das
derivadas das componentes dos deslocamentos u™ (x, y, z), definidos em (4.5),
em relagdo as coordenadas globais.

Na equacdo (4.7) B™ é a matriz que relaciona as deformacées com os
deslocamentos nodais do elemento (m). A forma da matriz B™ para um elemento
retangular bilinear em coordenadas globais cartesianas e cilindricas encontra-se
definida na secéo 4.4.

Substituindo-se os campos de deslocamentos e deformacdes na equagao
de equilibrio (4.4), obtida através da estacionariedade do funcional I, para todos
0s elementos e integrando sobre cada dominio, obtém-se o sistema linear que

governa o comportamento da estrutura, na forma:

KU =R (4.8)

Onde U é o vetor dos deslocamentos contendo todos os graus de liberdade
associados aos pontos nodais, K é matriz de rigidez global e R é o vetor dos
carregamentos nodais equivalentes. Combinando-se a matriz deformacéo-

deslocamento B™ obtida na equacéo (4.7) e a matriz constitutiva C, resulta em:

K = Y [, B cmpam gym (4.9)
O vetor carregamento R resulta da adicéo dos vetores das forcas de corpo,

de superficie e das cargas concentradas:
R = RB + RS + RC (4.10)

Em que Ry é o vetor de forcas de corpo, R é o vetor de forcas de superficie
e R é o vetor de carregamento concentrado que podem ser obtidos através das

equacdes abaixo:
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R = S [, HOV' (B aym
Rs = B [ HO' S0 as™

; (4.11)
Re=Yp [,B™ tMqym

4.3
Elementos Axissimétricos

Um sélido axissimétrico é definido como um corpo tridimensional que é
desenvolvido pela rotacdo da secdo plana sobre o eixo central [14]. Se, além da
geometria, for também garantida a isotropia do material e a condigdo de
carregamento aplicada, incluindo o carregamento externo, verifica-se o
comportamento axissimétrico da estrutura. A analise de tensdes em corpos de
revolucdo submetidos a carregamento axissimétrico com relagdo ao eixo de
simetria do corpo é chamada de analise de tensdes axissimétricas. Os elementos
utilizados nesta analise pelo método dos elementos finitos sdo chamados de

elementos axissimétricos.

=>

Figura 10: Exemplo estrutura axissimétrica.

Dada a existéncia de um eixo de revolugdo, os problemas axissimétricos
podem ser definidos num sistema de coordenadas cilindricas. Devido a simetria,
duas componentes de deslocamentos em qualquer secdo plana do corpo que
contém o eixo de revolucdo definem o estado de deformacgbes e, portanto, o

estado de tensdes.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1612787/CA


PUC-Rio- CertificacaoDigital N° 1612787/CA

54

rdd dr
rdrdd

Figura 11: Sistema de coordenadas cilindricas.

Embora a casca axissimétrica se encontre definida no espacgo
tridimensional, esta pode ser definida no plano que contém o eixo de revolucéo
como uma secdo transversal. Apesar da existéncia de tensdes e deformacdes
perpendiculares ao plano de analise, estas tensfes e deformacdes sdo constantes
ao longo da coordenada angular de revolucdo, ¢, devido a simplificacdo
axissimétrica.

Do ponto de vista pratico, a identificacdo da existéncia das condi¢des de
axissimetria em um problema de elasticidade tridimensional permite efetuar a
resolucéo do problema pelo Método dos Elementos Finitos, sem a necessidade
de efetuar um modelo tridimensional, ou seja, sem a necessidade de utilizar um
namero muito grande de graus de liberdade, tornando a solucdo muito mais rapida

em comparacao ao modelo estrutural tridimensional do soélido.

4.3.1
Elementos Axissimétricos — Deformacdes

O vetor de deformacdes para o caso axissimétrico é semelhante ao caso
do estado plano de tensfes e deformacdes. Uma vez estabelecido o sistema de
coordenadas cilindricas (r,0,z) na Figura 12, qualquer ponto do elemento
axisssimétrico pode ser definido através da coordenada radial (r) e axial (z). Os
deslocamentos genéricos correspondentes de uma secdo transversal
axissimétrica sdo dadas por u e v que ocorrem nas direcdes r e z,
respectivamente. Para a condig&o axissimétrica a translagdo w na direcdo 0 e as
deformacdes cisalhantes correspondentes sédo nulas.

Os pontos nodais de um elemento tipico retangular axissimétrico
descrevem linhas circunferenciais conforme representado na Figura 12. As

deformacBes circunferenciais desenvolvidas em funcdo dos deslocamentos
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radiais provocam as tensdes independentes da coordenada 6. A Figura 12
demonstra o comportamento das deformacdes através de um volume elementar

axissimétrico.

Figura 12: Volume Elementar [11]

Através da Figura 12, verifica-se que antes da deformag&o o comprimento
do arco AB é rd6 e, apos a deformacdo, o arco passa ter comprimento (r + u)d6.

A deformagéo correspondente sera:

_ (r +uw)d6 —rdO _u (4.12)

€o rd@ T

Portanto, o vetor de deformacfes do elemento axissimétrico é:

du
dr
Er dv
_)&(_) 4z
&= Yrz - du dv (4.13)
€o dz = dr
u

r

4.3.2
Elementos Axissimétricos — Vetor de tensdes

Para um elemento axissimétrico isotropico as componentes das

deformacfes sdo dadas por [11]:

e =29, % V9 (4.14)
r E '"E E
e =2z _UVIr Ve (4.15)
Z°E E E

_2(1+v)ty, (4.16)

Vrz E
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Utilizando as expressdes acima para as deformacdes pode-se obter o

vetor de tensfes para o elemento axissimétrico isotrépico:

Oy [1 -v U 8 v ] &r
E _
9z = I v 1 ‘171 —2v v | &z (4 18)
Trz 1+v)1-2v)| O 0 > 0 | | Vrz :
Og [ v v 0 1- UJ €

Utilizando a matriz constitutiva que representa as propriedades

mecanicas do elemento o vetor de tensdes pode ser representado de forma

simplificada:
(A
E 1—v v
= | Y 1-2 I
L] 1+v)@-2v)| 0 O > Y o | (4.19)
v v 0 1-— UJ
(4.20)
{o} = [Cl{e}
4.4
Elemento de estado plano de tensdes retangular bili near

56

Elementos de estado plano de tensdes ou deformacdes podem ser

empregados em estruturas consideradas de paredes finas e apresentam apenas

graus de liberdade de translagdo. S&o elementos extremamente simples, porém

excessivamente rigidos, para problemas em que os resultados sdo muito

influenciados pelos esforcos de flexdo. A Figura 13 representa um elemento

bilinear retangular.

Figura 13 : Elemento retangular bilinear.
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A limitagcao quanto a rigidez excessiva deste elemento é representada pela
Figura 14, que mostra o comportamento do elemento deformado sob a influéncia
de um momento fletor qualquer M1. Como este elemento possui somente graus
de liberdade de translacdo, a flexdo ndo é adequadamente representada e a

configuracdo deformada do elemento ndo representa a deformacéo esperada.

,‘._U Y U u
- ar

-]
\PRA

N/
Ak L b WL

Figura 14: Esquerda: Configuracdo deformada somente representando os efeitos de translacao.
Direita: Configuragédo deformada considerando efeitos de flexao.

M1

Para que os resultados obtidos utilizando este tipo de elemento
representem adequadamente a deformacao devido a acao de esfor¢os fletores €
necessario refinar a malha utilizada até que o modelo possa representar de
maneira satisfatéria o comportamento da estrutura.

O campo de deslocamentos do elemento retangular bilinear no sistema
global de coordenadas pode ser obtido através das funcdes de interpolacdes dos
deslocamentos mencionadas abaixo:

u(x,y) = Cl+ C2x + C3xy + C4y (4.21)
v(x,y) =C5+ C6x + C7xy + C8y

Deve-se especificar uma funcdo de interpolacdo de deslocamentos que
defina de forma Unica o estado de deslocamentos em todos os pontos dentro do
elemento, em termos dos graus de liberdade dos nds, permitindo, a partir dos
deslocamentos nodais conhecidos, determinar os deslocamentos dentro do
elemento. A funcdo de interpolagcdo escolhida deve representar o elemento
deformado o mais préximo possivel do seu comportamento real. Por este motivo,
a funcdo polinomial como uma série de poténcias € amplamente utilizada como
funcéo de interpolacéo. Os coeficientes C1...Cn a determinar estdo associados ao
grau de liberdade do elemento. Neste caso, C1...C8 estdo correlacionados aos 8
graus de liberdade do elemento retangular bilinear.

A Figura 15 representa os graus de liberdade associados a cada n6 do

elemento retangular bilinear.
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Vi V3

ud =— —= u3
a 3

Y
|

1 2

Ule— —s u2
vl V2

-

Figura 15: Graus de liberdade do elemento retangular bilinear — coordenadas nodais (x1,
yl..x4,y4).

Os deslocamentos nodais associados seguem a seguinte formatacao:

quandox =x1ey =y, — u(x1,y1) = Uy (4.22)

Utilizando a equacgao (4.21) para descrever o deslocamento nodal:

u1 = C1+ CZX1+C3x1y1+C4y1

<
N
I

Cl+ C2x, + C3x,y, + C4y,
Uz = C]. + C2x3 + CBX3y3 + C4y3

Cl+ C2x4+ C3x4Yy, + Chy,

<
K
Il

Na forma matricial tem-se:

251 1 X1 X101
Uz _ |1 X2 X2)2
uz( |1 X3 X3Y3
Uy 1 X4 Xa)a

Ou em funcao das constantes:

Cc1 1 X1 X1
C2( _ |1 X2 X2)2
c3( |1 %3 x3¥3
c4 1 Xa X4)s

(4.23)
Y1 C1
Y2 )C2 (4.24)
Y3 ) C3
Ya] \C4
y1]7t (wa
Y2 Uy (4.25)
V3 Uus
Va Uy

Cuja solucéo para as constantes é dada por:

Cl = Cllul + Clzuz + C13u3 + C14u4

C2 = CZlul + C22u2 + C23u3 + C24u4
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(4.26)
63 = C31u1 + C32u2 + 633u3 + 634u4

C4 = C41u1 + C42u2 + C4’3u3 + C44u4

Onde C1;,C2;,C3; e C4; sdo funcdes das coordenadas globais x;e y; com
i=(1...4).

Substituindo a equacéo (4.24) na equacao (4.21) obtém-se:

u(x,y) = Clyuy + Clyuy + Clyuz + Clyuy + (C21uy + C2,uy + C23u; (4.27)
+ C2,4uy)x + (C3,uy + C3,uy + C33uz + C3uy)xy + (C4uy
+ C4,uy + C43usz + Chuy)y

Reescrevendo a equacao acima em funcéo dos deslocamentos nodais:

u(x,y) = (C1l; + C21x + C31xy + C4,y)u; + (C1l, + C2,x + C3,xy + C4,y)u,  (4.28)
+ (C1l3 + C23x + C33xy + C43y)us
+ (C1y + C24x + C34xy + C4,Y)uy
A equacao acima, por sua vez, pode ser expressa em funcéo das fungdes
de interpolacdo de deslocamento que, neste caso, assumem a seguinte forma
para o elemento retangular bilinear:
ux,y) = (Hyug + (Hp)up + (Hz)uz + (Hyuy (4.29)

Onde:
Hi(x,y) = C1; + C2;x + C3;xy + C4,y

Hy(x,y) =C1, 4+ C2,x + C3,xy + C4,y

(4.30)
H3(x,y) = C13 4 C23x + C33xy + C43y
H4(x: }I) = C14 + C24x + C34xy + C44y
Na forma matricial, tem-se:
Uy
Uy
u(x,y) = [Hy Hy H3 H,] Uy (4.31)
Ug
O mesmo procedimento pode ser adotado para v(x, y), logo:
U1
V2
v(x,y) = [Hy Hy H3 Hy] Vs (4.32)
2

Combinando as equacdes (4.29) e (4.30) obtém-se a forma matricial

abaixo:
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(U1

U1

Us
(=t )t D Ha D Ha D02 (4.31)

v 0 HH 0 H, 0 H; 0 H, Uz

U3

Uy

Vs

Ou ainda, de forma compacta:

{¢p(x,¥)} = [H(x,y)]{5} (4.32)

Onde, {¢(x,y)} é o vetor campo de deslocamentos, [H(x,y)] € a matriz
gue contém as fungdes de interpolagédo de deslocamentos e {&} é o vetor formado
pelos deslocamentos nodais do elemento.

A escolha do elemento ira afetar diretamente a matriz H(x, y) dado que a
sua forma modifica-se em fung¢édo da geometria do elemento, o nimero de nés e
a quantidade de graus de liberdade.

Necessita-se agora estabelecer uma correlagcéo entre as deformagdes e
os deslocamentos nodais do elemento, uma vez que qualquer deslocamento nodal
provoca alteracdo no campo de deformacgdes. Sendo assim, introduz-se a matriz
B(x,y),que estabelece o comportamento do elemento, ou seja, dado o0s
deslocamentos nodais, permite calcular as deformacdes dentro do elemento. Esta
matriz € conhecida como Matriz Deslocamento-Deformacao.

Através das equacdes (4.21), (4.26) e (4.31), pode-se obter a forma da
matriz B(x,y) para um elemento retangular bilinear em coordenadas globais

cartesianas:

du
d
Ex di
= & = _—
& {Ty} & dy r
Xy du+dv
\dy dx/
(U1
[dH, 0  dH, 0  dHs 0 dH, O Zl
| d.x dH1 d.x dHZ d.x dH3 d.x dH4 | vz
=] 0 dy 0 dy 0 dy 0 dy |{.2¢
|dH, dH, dH, dH, dHs; dH, dH, dH4| 173
dy dx dy dx dy dx dy de Uy

(4.33)
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Na forma matricial compacta, tem-se:

{e} = [B(x,y)]{6}
(4.34)
Através da equacao 4.28 pode-se obter os coeficientes da matriz B(x, y).

De forma analoga, pode-se explicitar a forma da matriz B(x,y) para um
elemento axissimétrico isotrépico em coordenadas cilindricas. Utilizando

novamente a equacgao (4.13), chega-se ao seguinte resultado:

du
dr
g‘r dv
&) az
€ Vrz ) du dv
€o dz dr
u
T
_dHl 0 dHZ 0 dH3 0 dH4 0 ] 1;1 (4.35)
dor dHl dor de %r dH3 %r dH4 U
= |dH dz  gp dz  gp dz gy, dz |72
! dH1 2 de 3 dH3 4 dH4 us
dz P dz P dz 7 dz P V3
oG H G Hs o M G| u
L or r r r 1\,

As tensfes para 0 modelo axissimétrico podem ser obtidas utilizando as

equacoes (4.15) e (4.35) na sua forma matricial compacta:

o =10} = [Cle} = [CIIBIS) w36

Onde a matriz [C] corresponde a matriz constitutiva apresentada na
equacao (4.19) para o caso axissimétrico, a matriz [B] corresponde as relacdes
de deformacgdes-deslocamentos da equacdo (4.35) e {6} & o vetor de

deslocamento nodal.

4.4.1
Formacéao da Matriz de Rigidez do elemento

A matriz de rigidez de elementos axissimétricos pode ser obtida através

da seguinte expressao [13]:
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[kl = Jf [BI[C1[Blav (4.37)

Integrada ao longo do contorno circunferencial:
[k]e = 2n[f [BI"[C][B]rdrdz (4.38)

Neste caso, a matriz [B] € uma funcao das coordenadas globais do sistema

de coordenadas cilindricas.

4.4.2
Vetor Carregamento — Forcas de Superficie

O vetor carregamento pode ser caracterizado da seguinte forma,
carregamento atuando em todo volume do corpo, superficie, tensfes iniciais e
forcas concentradas. Para os problemas de carga distribuida uniformemente
sobre a superficie de uma placa ou cilindro o vetor de carregamento a ser aplicado
€ o de superficie. Para obter os esforcos atuando em cada n6 do elemento a

seguinte equacao deve ser aplicada [13]:

Rs = [f [H]S" (W St g (4.39)

Onde [H(x,y)] é a matriz que contém as funcdes de interpolacdo de
deslocamentos e fS(™ é a forca de superficie por unidade de comprimento
atuando no elemento. O indice m indica o elemento da malha.

Para o caso axissimétrico, o vetor de carregamento possui a seguinte

forma:

Sr(m) 4.40
re= s 10 s 0

Onde, ST e £S2(m) 30 as pressbes nas direcdes radial e axial,
respectivamente representadas na Figura 16 atuando numa das extremidades de

um elemento plano bilinear.
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Figura 16: Representacdo da atuacao das forcas de superficie [3].

4.5
Elementos Isoparamétricos

Nas secdes 4.3 e 4.4 foi apresentada a formulacao para elementos finitos
utilizando funcdes de interpolacdo para os deslocamentos definidas em
coordenadas globais cartesianas e cilindricas. Apesar de facilitar o entendimento
do fendbmeno fisico, as fung¢des de interpolacdo definidas através do sistema
global (cartesiano ou cilindrico) ndo apresenta vantagens computacionais. Como
0 método dos elementos finitos deve ser implementado computacionalmente, a
manipulacao das func@es de interpolacdo em notacdo matricial deve ser efetuada
do modo mais eficiente possivel. Surge entdo a necessidade de introduzir uma
nova forma de representar as mesmas fun¢des de interpolacdo dos elementos,
utilizando o sistema de coordenadas natural, chamada de funcéo de interpolacdo
isoparamétrica.

45.1

Elementos Isoparamétricos Retangulares — Funcdes de interpolacéao
da Familia Lagrange

Uma maneira de se obter funcbBes de interpolacdo para o elemento de
qualquer ordem é através da multiplicacao apropriada de polinémios [3].

Considerando o elemento apresentado na Figura 17, que apresenta uma
série de nés externos e internos ao elemento, para se obter a funcdo de
interpolagdo correspondente ao nd destacado, € necessario multiplicar um
polinémio de 5% ordem na direcdo radial da coordenada natural n que tenha valor
unitario no né considerado e nulo para os demais pontos por outro de 42 ordem na

direcdo longitudinal ¢ tendo também valor unitario para o n6 considerado e zero
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para os demais, satisfazendo, assim, a condi¢do de continuidade. Polindmios
desenvolvidos ao longo de uma coordenada possuem esta caracteristica e séo
chamados de polinémios de Lagrange.

©m ‘g (n, m) r - '|
e 4

LI N

Figura 17: Ordem do Polinbmio de Lagrange.

A construcdo destes polinbmios segue a formacgé&o do triangulo de Pascal,
representado na Figura 18, que permite explorar uma grande variedade de

polinbmios.

1 Elemento Linear (p=2)

Elemento Quadratico (p=3)

Elemento Cabico (p=4)

Figura 18: Selecao dos termos no tridngulo de Pascal para elementos finitos da familia
Lagrangeana

A partir da combinacao de cada conjunto de termos do triangulo de Pascal
irA resultar uma formulacdo distinta para um dado elemento finito, sendo
necessario averiguar a ordem do polindmio formado e a sua continuidade. Os
elementos bidimensionais da familia Lagrangeana s&o quadrilateros com p? nos,
onde p representa o numero de nos de um lado do elemento conforme mostra a
Figura 19.
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Aumentando o numero de nos no elemento, as fun¢gdes modificam-se para

garantir a continuidade, seja ela linear, parabdlica ou cubica, ajustando assim ao

nuamero de nds adicionados ao elemento. Portanto, para obter a forma da fungéo

de interpolacdo para um elemento linear, o produto dos polinémios de Lagrange

retorna a seguinte formacao:

1
N, &) = Z(l +n7m)(A + &)

i=1..

(4.41)

A adicdo de nés ao elemento bilinear resulta na introducao de novos graus

de liberdade. Sendo assim, para garantir a continuidade, as funcdes de

interpolagéo sao modificadas conforme a Tabela 4.

Aplicar coluna se o no iestiver presente no elemento

i=5 i=6 i=7 i=8 i=9
N:=1/a (1-&(1-n) |-1/2 .N; -1/2 .Ng |+1/4 . N
N,=1/a .(1+&(1-m) |[-1/2 .N;[-1/2 .Ng +1/4 . Ng
N;=1/4 ,(1+E)1+m) -1/2 . Ng [-1/2 . N; +1/4  Ng
N,=1/a ,(1-E)(1+m) -1/2 Ny [-1/2 | Ng [+1/4  Ng
Ns=1/2 .(1-€)1-n) 1/2 . Ng
Ne=1/2 .(1+E)1-77) 1/2 .Ng
No=1/2 .(1-E)1+n) 1/2 . Ne
Ns=1/2 .(1-&)(1-1) 1/2 N,
Ng = (1-&9)1-n)

Tabela 4: Adicédo de nés elemento bilinear

A ordem para as fung¢des de interpolacdo apresentadas na Tabela 4

seguem a numeragao nodal especificada no elemento isoparamétrico quadrético

quadrilateral de 9 nos apresentado na Figura 20.
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Figura 20: Sequéncia de numeracéo nodal adotada para o elemento isoparamétrico bilinear de
Lagrange.

45.2
Elementos Isoparamétricos Retangulares — Funcdes d e interpolacéo
da Familia Serendipity

A familia de Lagrange possui func¢des de interpolacao obtidas através do
polinbmio de Lagrange. Nesta concepc¢do de elemento, a disposicdo dos nds
ocorre no interior do elemento, ao contrario dos elementos da familia Serendipity,

onde os nés estao dispostos ao longo da aresta do elemento.

5 I I

l
l
R

#=2 p=3 p=4

Figura 21: Exemplo de elementos finitos bilineares da familia Serendipity

O numero de nés de cada elemento Serendipity varia conforme a
expressédo 4(p-1), sendo p o numero de n6s de uma aresta do elemento. A Figura
22 apresenta o critério de selecdo de termos no triangulo de Pascal para o caso

de elementos da familia Serendipity.
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Elemento Linear (p=2)

Elemento Quadratico (p=3)

Elemento cibico (p=4)

Figura 22: Selecado dos termos no triangulo de Pascal para elementos finitos da familia
Serendipity.

Pode-se observar através da Figura 22 que um elemento linear da familia
Serendipity tera a mesma formacdo da funcdo de interpolacdo da familia
Lagrangeana, pois envolvem os mesmos termos do triangulo de Pascal. No
entanto, para um elemento quadrilateral quadratico (p=3), os termos de formacéo
da funcéo de interpolacdo Lagrangeana diferem-se dos termos de formacédo da
funcado de interpolacdo Serendipity, pois alguns termos intermediarios da funcéo
de interpolacdo Serendipity ndo sao incluidos, ao contrario da formulacdo
Lagrangena. Por este motivo, elementos que utilizam as funcbes de interpolacao

Lagrangeanas apresentam resultados melhores do que a interpolacéo Serendipity

2].

4.5.3
Formulacéo Isoparameétrica para Elementos Planos Lin ~ eares
Axissimétricos da familia de Lagrange (4 n6s/8GDL)

As funcbes de interpolagdo Lagrangeana para o elemento axissimétrico
plano bilinear quadrilateral representado na Figura 23, proposto em coordenadas
globais cilindricas, possuem o seguinte formato segundo o triangulo de Pascal

para elementos lineares:

1
Ni(n,$) =7 (@ +nm) (1 +4:5) i=1..4 (4.42)
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Estas func¢Bes interpolam os deslocamentos internos do elemento e devem
retornar o valor 1 para o grau de liberdade i e zero nos demais pontos nodais do

elemento, conforme mostra a Figura 23 (i=2).

v2 vl
1 1
U2« —ul
I 2 £ 1
t t
—5 1]
a
ud < — ud
| l
v3 v
-

Figura 23: Elemento Finito Isoparamétrico bilinear

Impondo as condic¢des de interpolacdo de Lagrange a cada né do elemento

finito isoparamétrico bilinear da Figura 23, tem-se:

1
M= A+mA+9)

1
N =2(=-m) 1+
(4.43)

1
Ny=2(1-m) (1=

1
Ny=71+m -9

A Figura 24 demonstra o comportamento linear da fungéo de interpolacéo

para os pontos nodais do elemento bilinear isoparamétrico.
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Figura 24: Gréfico das fungbes N;(n, §) - Elemento Bilinear de Lagrange [3].

A interpolag&o do campo de deslocamentos para o elemento proposto é
dada por:

4
um & =) Ny
; (4.44)

4
v(n,§) = z N;v;
i=1
Efetuando o somatério para cada ponto nodal do elemento:

1 1 1
u(n,§) =7 (1= O =mus +7 1+ O =Mz +7 (1 + (A +muy

1
+2 =D+,
(4.45)
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1 1 1
v(,8) = (1= A =My + 71+ O =mw, +7 L+ (A + vy

1
+71=DU+0v,

Derivando a expressao (4.45) em relagdo as coordenadas globais r e z,

obtém-se as seguintes relacdes para a deformacao:

_du_dNy o dNy o dNg o dN
T T Ay T gy T s dr
dv dN,  dN,  dN, dn,
82=E=d2v1+ dzvz-i_dz%-i_dzv4
_ dN1 dN1 dNZ sz dN3 dN3 dN4 dN4 (4'46)

= U —7v + u vy + u V3 + —Uy,— 7,
Vrz dr "1 dz ! dr 2 dz ? dr 2 dz 3 dr "4 dz *

A equacdo (4.46) permite calcular as deformacdes em funcdo dos
deslocamentos nodais, desempenhando papel fundamental na definicdo da matriz
de rigidez do elemento finito, dado que a matriz de rigidez do elemento depende
fundamentalmente do conhecimento das rela¢cdes deslocamento-deformacao.

No entanto, as relacdes obtidas na equacéao (4.46) ndo podem ser obtidas
diretamente, pois as fungdes de interpolacdo N; sédo dadas em funcdo do sistema

de coordenadas naturais (n,¢). Desta forma, o célculo das derivadas

.. dN; dN; . . . ~ ~ ~
parciais ——,—, necessita de alguns cuidados, pois essas funcdes ndo sdo
conhecidas explicitamente. A correspondéncia entre o sistema de coordenadas
locais e o sistema de coordenadas globais é estabelecida utilizando a regra da

cadeia do calculo diferencial, onde:

le' . le dr +dNL dz
dn ~ dr dp dz dn

(4.47)

le' . le dr +le dZ
dé  dr dé ' dz d¢

Na forma matricial:

(4.48)
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dN; [dr dz] dN;
dn dn dn|)ar
dNL' dr dZ dNL
a) laz @&l &

A matriz quadrada que relaciona as derivadas no sistema local com as

derivadas no sistema natural chama-se matriz Jacobiana ou operador Jacobiano.

Assim:
rdr dz]
_|dn dn
Ul= dr dz
ac el
(4.49)
aN; dN;
dn |\ _ ) dr
dN; } = Ul dN;
dé ) dz
Como o objetivo € obter as derivadas parciais %,%;
dN; dN;
dr\ _ -1 ] dn
dN; dN; (4.50)
dz dé¢

Desta forma, conhecendo-se as derivadas parciais acima, pode-se obter
as deformacdes da equacédo (4.46) e consequentemente obtém-se as relacdes

deformacfes-deslocamentos do elemento isoparamétrico axissimétrico bilinear.

du
dr
gr dv
&) dz
€ Yrz ) du dv (
€o dz dr
u
r
dr dN1 dr sz dr dN3 dr dN4 Uy
0 dz 0 dz 0 dz 0 dz ()
- d(];’l le d(livz dNZ d;v:; dN3 d(IiV4 dN4 us
NZ dr NZ dr NZ dr NZ dr U3
a1 0 2z 0 a3 0 4 0 Uy
L r r r r - n

Finalmente, para se obter a matriz de rigidez do elemento utilizando

coordenadas locais deve-se utilizar a equacao (4.52):
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[k]e = 2rff [BI"[C][Blrdrdz (4.52)

|/] € o determinante do operador Jacobiano. Portanto, uma consequéncia
para garantir a transformacédo entre os sistemas de coordenadas natural para o
local € a necessidade da matriz quadrada proposta na equacgéo (4.49) possuir
inversa, ou seja, ndo podendo ser singular (det[J]#0).

A existéncia da matriz inversa do Jacobiano traduz uma correspondéncia
biunivoca entre o sistema natural e o sistema local de coordenadas do elemento.
Quando o elemento possui distorcbes elevadas, essa relacdo Unica entre os

sistemas nao existe, acarretando na singularidade do operador Jacobiano.

454
Formulacao Isoparamétrica para Elementos Planos Par  abdlicos
Axissimétricos da familia de Lagrange (9 n6s/18GDL)

As funcbes de interpolacdo Lagrangeanas para o elemento plano
axissimeétrico representado na Figura 25 sdo similares as fungbes obtidas para o
elemento isoparamétrico bilinear da sec¢do anterior, porém deve-se considerar a
influéncia dos nés adicionados ao elemento para que se garanta a condigdo de

continuidade caracteristica das fun¢des de interpolagéo.
f 3
v vl

5
921\2 s I us ?1

—

2 l.ll-i-—
|
ub o« @ 6
'.rEi
I.II-'_—
13
vi
el

Figura 25: Elemento Finito Isoparamétrico Bilinear

A Figura 26 exemplifica o comportamento parabdlico da fungéo de

interpolacéo obtida para os nés 2 e 8 do elemento plano com 9 nés.
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Figura 26: FuncOes de Interpolagdo para elemento plano 9 nés [3]

As func¢des de interpolacéo para o elemento acima séo [13]:

N—11+ 1+ 1N 1N 1N
1—4( n)( 5)252849

N—ll 1+ 1N 1N 1N
2—4( n) ( 5)252649

1 1 1 1
Ny=—-(1-m1-8 - ENs——N7—ZN9

4 2
N—11+)1 ) 1N 1N 1N
4—4( n) ( ¢ o N7 =5 N =4 Vo

1., 1
N5=§(1—TI)(1+§)—§N9
1 1
N6=E(1_77)(1—f )—EN9
1., 1
N7=§(1—77)(1—f)—§1\/9
1 1
N8=E(1+77)(1—52)—EN9
1, 1
N9=E(1_TI)(1—§)—§N9

A interpolagédo do campo de deslocamentos para o elemento proposto
novamente € obtida por:

73

(4.53)
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9
u®,$) = z N;u;
i=1

(4.54)
9
v(n,§) = z Nyu;
i=1
Efetuando o somatorio utilizando as expressfes da equacao (4.53) para
cada ponto nodal:
1 1 1 1
u(,§) = 7+ M+ = 5Ns =5 Ng =7 No| s
1 1 1 1
+ £1(1 -n 1+ _gNs _ENe _ZN9] Uy + -
+|5a+m -8 =5 N u (4.55)
1 1 1 1
v(n, &) = [Z(l +m(1+$) _ENS _ENB _ZN9] vy
1 1 1 1
A= A+ =GN SN =Ny -
1 N 1
Hza+ma-g-2n|v,
2 2
Derivando a expresséao (4.55) em relagdo as coordenadas globais r e z,
obtém-se as seguintes relagbes para a deformacéo:
du dN; dN, dN; dN, dNy
&r =%= ar u, + ar U, + ar Uz + ar Uy + o+ Wug
dv dN; dN, dN; dN, dNg
R P e P R
le le dNZ sz dN3 dN3 dN4_ dN4_ (456)
TS gy T g ey T e g s g gy
dNg dNy
dr 9dz °
N, N, N3 N N.
e =12 3y 42
Tr Tr r Tr r

. .. dN; dN; .
Para obter as derivadas parciais d—r‘,d—z‘ segue-se a mesma metodologia

adotada na secao anterior, ou seja, utiliza-se novamente o operador Jacobiano:

dN; dN;
dr\ _ -1 ] dn
dN; dN; (4.57)

dz d_f
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Obtendo as derivadas parciais acima, encontra-se as deformacgfes da
equacdao e consequentemente obtém-se as relacdes deformacdes-deslocamentos

do elemento plano parabdlico axissimétrico.

du
dr
&r dv
€= ;Z = dudzdv
€o dz = dr
u
r
_ Ug (4.58)
dNq 0 dN, 0 dNg 0 vy
dor dN1 dor sz dor ng Uy
_ dz dz dz ()
=|dN; dN, dN, AN, dNg dN, { :
dz P dz p) dz P :
N_1 ()r N_Z ()r N_9 ()r Ug
L r r r 1\

Finalmente, para se obter a matriz de rigidez do elemento utilizando

coordenadas locais deve-se utilizar a equacao (4.59):
[k]e = 2n[f [BI"[C][B]rdrdz (4.59)

O processo mencionado acima aplica-se também para a formulacéo
Isoparamétrica dos elementos planos Cubicos, ou seja, 16 n6s com 32 graus de
liberdade associados. Neste caso, as fungdes de interpolacdo sdo funcdes do
terceiro grau conforme recomenda o triangulo de Pascal. A Figura 27 representa

um elemento plano com 16 nds isoparamétrico Lagrangeano.

Tt’f

L ] &
¢ o o
—
¢ o o 1
° o

Figura 27: Elemento Plano Isoparamétrico com 16 nds Lagrangeano
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5.
Resultados

Nesta secdo apresentam-se 0s resultados obtidos através da andlise numérica
do comportamento de um vaso de pressao utilizando o método dos elementos finitos
através do programa comercial ANSYS.

O elemento PLANE183, que pertence a biblioteca do ANSYS, pode ser usado
em andlises estruturais axissimétricas. Possui 8 n6s com 2 graus de liberdade de
translacéo associados e fungéo de interpolacdo de ordem quadratica, o que possibilita
capturar os efeitos de flexdo adequadamente quando comparado com o elemento

PLANE182, que possui apenas 4 nés conforme apresentado na secao 4.4.

5.1
Modelo Proposto para o caso Paredes Finas

O modelo axissimétrico proposto para analise do caso casca e placa de paredes
finas segue representado na Figura 28. A axissimetria € proposta em relacéo ao eixo y.
O ANSYS requer, para modelos axissimétricos, que a geometria esteja completamente
definida no quadrante positivo.

CL
Il

wte

IE Pressure: 2.5MPa

Yd

| g s =

Figura 28: Modelo Axissimétrico

A Tabela 1 apresenta as dimensdes do modelo estudado considerando n=1
(avaliador da rigidez) tanto para a casca quanto para a placa. Os resultados
apresentados nesta secdo estdo de acordo com o sistema global de coordenadas
demonstrado na Figura 28. As condicBes de contorno estabelecidas para este caso

estdo apresentadas na secao 3.1.4.
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Andlise de Convergéncia da Malha para o modelo de p
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aredes finas

Para verificar o comportamento da malha utilizada na analise do modelo

proposto para o caso de paredes finas, foi realizado um estudo de convergéncia

que segue representado na Tabela 5. As Figuras 29 e 30 apresentam o0s

deslocamentos radiais e transversais obtidos para cada malha tanto para a casca

guanto para a placa respectivamente.

Estudo de Convergéncia para o modelo de Paredes Finas

CASCA (x/h=0.5) PLACA (r=0} Pardmetros
L ST Uk mas)- Modelo
r{méx)- ***Diferenca % | paclocamento |© - Diferenga %
Deslocamento Radial i 4 # Elementos | representativo da
({u, maxj) transversal ((ue maxj)
(mm) i) Malha
mm

0,033622 0,015 -1,1257 4,763113367 26 I a

1 Elemento na
espessura
0,033623 0,012 -1,1352 3,559390863 52 e
-Fb

0033626 0,003 -1,1686 0,011336717 101 I . 2 Elementos
0,033627 0,000 -1,182 li] 202 ' 4 Elementos
0,033627 0,000 -1,182 ] 404 8 Elementos

*Valores Obtidos a partir da superficie média da casca e da placa
** Valores obtidos na superficie superior da placa submetida a pressdo interna
*** Valores normalizados para a malha de 202 Elementos

Tabela 5: Analise de Convergéncia — Modelo Paredes Finas
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Figura 29: Convergéncia para o deslocamento radial maximo da casca (x/h=0.5)

Grafico de Convergéncia da Malha

100 200

300

-1,182

400

-1,182

1,12
N 0
£ 1,13 |
5

o -1,14
£

8 1,15
g€ = 7

= €

3 E 116
Q ©

> 0

e ®° 2117
e a.

'_ 1

o -1,18
9

C

(]

€  -1,19
(]

(8]

o

(%]

(0]

[a)

#Numero de Elementos

Figura 30: Convergéncia para o deslocamento transversal maximo da placa (r=0)
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Observa-se que a malha com 202 elementos apresenta melhor

comportamento para o modelo proposto, dado que a sua variacdo percentual em

relacdo a malha com 404 elementos € muito proxima, tornando desnecessario um

refinamento maior da malha em funcdo do ganho na resposta para o0s

deslocamentos. Desta forma, os resultados apresentados foram obtidos utilizando

a malha com 202 elementos.
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5.1.2
Resultados Obtidos para Casca & Placa de Paredes Fi  nas

A Figura 31 apresenta o deslocamento radial da casca cilindrica obtido a
partir da superficie média conforme a equacdo (3.63). A posicdo x=0 esta
localizada na juncdo entre o modelo de casca e placa de paredes finas
representado na Figura 28. Observa-se também que o comportamento entre a
resposta obtida pelo método dos elementos finitos e o modelo analitico

convergem, apresentando erro maximo de 5.6%.

0.04
0.03t %05
Y:0.03363
00z | X:0
U2 v 001523
=

001 | X:0

Ly:0.01438

i - — # — Modelo Analitico
— B — EF PLANE183

001

Y:-0.02615
|
-ﬁ
003 1 | | 1 | | L |

X:004167 [ 545 03 025 03 035 04 045 05
Y:-0.02773 .
X

002+ % X:0.04

Deflex&o radial da casca cilindrical{mm) - Modelo sem Restricao

(=)

Figura 31: Deflexdo da casca cilindrica (R/tc>10) - Resultados obtidos a partir da superficie média

Os esforcos internos M, e Q, dominam o comportamento da deflexdo da
casca cilindrica proximo a extremidade. Isto ocorre devido ao efeito de borda que
rapidamente desaparece numa proporcao 2,5@ (x/h=0.21).

A deflexdo transversal da placa obtida a partir do plano médio é
apresentada na Figura 32 e foi obtida conforme a equacéo (3.71). Verifica-se a
convergéncia entre os resultados analiticos e elementos finitos onde o erro
maximo obtido foi de 2%. Na extremidade (r=0.3) verifica-se um pequeno
deslocamento transversal na placa devido ao deslocamento axial da casca

cilindrica.
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Figura 32: Deflexdo transversal maxima da placa (R/tp>10) — plano médio.

A Figura 33 apresenta o comportamento das tensdes circunferenciais ao
longo do comprimento da casca cilindrica obtidas conforme a equacéao (3.13).

Na juncéo entre a casca e placa as tensdes circunferenciais atuando na
casca consistem da combinagdo da tensdo de membrana e flexdo conforme
representada na equagéo (3.73).

Pode-se observar novamente que préximo a extremidade a tenséo
circunferencial possui comportamento dominado pelos esforcos de flexdo, que

decaem rapidamente a medida que se afasta da extremidade casca & placa. Para
regides suficientemente afastadas da extremidade (x/h>>2.5,/Rt.) [10], verifica-se

a solucao para vasos de paredes finas submetidos a pressao interna somente. O

erro maximo entre o modelo analitico e elementos finitos foi de 4.5%.
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Figura 33: Tens0es circunferenciais ao longo da casca cilindrica (R/tc>10) - superficie média

A Figura 34a apresenta o comportamento das tensdes equivalentes de von

Mises na junta onde se pode verificar que as tensdes de alta ordem se distribuem

uniformemente ao redor da regido de concentracdo de tensdes ocasionada pela

descontinuidade entre a casca e a placa do modelo proposto. A secado 6 descreve

0 comportamento das tensfes nesta regido do modelo onde a solucdo analitica

proposta apresenta limitacoes. Afastado da junta, verifica-se a solu¢do para as

tensdes de membrana em paredes finas submetidas a pressao interna somente

(Figura 34b).

a)

B: Paredes Finas [Casca + Placa)
Equivalent Stress - &ll Bodies

Type: Equivalent (von-hises) Stress
Unit: Pa

Tirme: 1

0227 1mn

2.3378e8 Max L

2,0808:8 X
1,8237¢8
1,5666e8
1,3095¢8
1,0524¢8
7,953%7

b)

B: Paredes Finas [Casca + Placa)

Marmal Stress - Tensdo fuial () - All Bodies 2
Type: Mormal Stressy Auxis)

Unit: Pa

Global Coordinate Systern

Time: 1

2FN02M 7T 0959 ID

B P>

1,2938e 7 Max
1,2033e7

1,2920e7

1,2924e7

1,201%e7

1,2014e7

1,297e7

1,2905e7 v
1,207 +

Figura 34: a) Distribuicdo das tensdes equivalentes de von Mises; b) Distribuicdo das tensbes axiais afastado da

extremidade (Ansys® V18.1).
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A Figura 35 apresenta o comportamento das tensfes axiais atuando na
junta onde se pode verificar que as tensdes de alta ordem se concentram na placa

conforme a equacdao (3.79).

B: Paredes Finas [Casca + Placa)
Maorrmal Stress - Tens8o Axial ()
Tywpet Morrmal Stress (3 fuis)
Unit: Pa

Global Coordinate System
Tire: 1

181872017 120

2,3459e8 Max
1,9035:8
146178
1,01958
5,774e7
1,3527e7
-3.0

Figura 35: Distribuicdo das tens@es axiais na junta casca e placa de paredes finas (Ansys® V18.1).

A Figura 36 apresenta o comportamento das tensdes circunferenciais
obtidas conforme a equacéo (3.37) atuando na placa. Observa-se, neste caso,
gue atensdao de flexao circunferencial devido a presséo interna no centro da placa
possui comportamento compressivo, enquanto que na extremidade possuem
comportamento trativo. O erro maximo obtido entre o modelo de elementos finitos
e o analitico foi de 4.7%.

A presenca de tensdes elevadas na extremidade da placa € devido a
regido de concentracdo de tensdes oriundas da descontinuidade do modelo de
placa e casca proposto. A sec¢do 6 descreve as limitacdes do modelo analitico
proposto.

As tensdes circunferenciais combinadas na juncdo atuando na placa sao
compostas pelas parcelas da tensdo de cisalhamento e da tensdo de flexdo

circunferencial devido a pressao interna.
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Figura 36: Tensdes circunferenciais desenvolvidas no plano superior da placa

5.2

Modelo Proposto para o caso Placas Moderadamente Es

Cascas de Paredes Finas

pessas e

O modelo axissimétrico proposto para andlise do caso cascas de paredes finas

e placas moderadamente espessas segue representado na Figura 37, com o

sistema de coordenadas globais.

Cr
|l

Yd

IE Pressure: 2.5MPa

>

w2,

Figura 37: Modelo Axissimétrico — Placa Moderadamente Espessa (R/tp<5) x Casca paredes finas

(R/tc>10)
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A Tabela 1 apresenta as dimensdes do modelo estudado com n=1 para a

casca e n=2 para a placa. As condicfes de contorno estabelecidas para este caso

estdo apresentadas na secéo 3.2.2.

5.21

Andlise de Convergéncia da Malha para o modelo de ¢
paredes finas e placa moderadamente espessa

asca de

O estudo de convergéncia segue representado na Tabela 6. As figuras 38

e 39 apresentam os deslocamentos obtidos associados a cada malha tanto para

a casca quanto para a placa.

Estudo de Convergéncia para o modelo de Paredes Finas

CASCA (x/h=0.5) PLACA (r=0) Parametros
T
*Ug - ***Diferenca vlmak)” ***Diferenca Modelo
: o Deslocamento . # .
Deslocamento " % representativo da
] : transversal ; Elementos
Radial {mm) ((u, méx])) ({u; max)) Malha
(mm)
2x4a
0,033667 0,000 -2,65E-01 0 30
Elementos
4x 8
0,033665 -0,006 -2,73E-01 0,02950339 180
Elementos
. 2x16
0,033664 0,009 -2, 74E-01 3,283538478 360 I__
Elementos

*Valores Obtidos a partir da superficie média da casca e da placa
** \alores obtidos na superficie superior da placa submetida a presséo interna

***Valores normalizados para a malha de 90 Elementos

Tabela 6: Andlise de Convergéncia — Modelo Paredes Moderadamente Espessas (Placa)
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Grafico de Convergéncia da Malha
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Deslocamento Radial maximo ur (max) -

0,0336635
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#Numero de Elementos

Figura 38: Convergéncia para o deslocamento radial maximo da casca (x/h=0.5).

Grafico de Convergéncia da Malha
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0,0336645
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0,0336635 - - -
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Deslocamento Transversal maximo ut (max)
- Placa (

#Numero de Elementos

Figura 39: Convergéncia para o deslocamento transversal maximo da placa (r=0).

Observa-se que a malha com 90 elementos é suficiente para representar
0 comportamento para o modelo proposto, dado que a sua variacao percentual
em relacdo as malhas com 180 e 360 elementos sdo muito préximas. Desta forma,
os resultados apresentados nesta se¢do foram obtidos utilizando a malha com 90
elementos. O grafico de convergéncia apresentado acima apresenta apenas 3

pontos em funcéo da limitac&do de graus de liberdade para a licengca do ANSYS.
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5.2.2
Resultados obtidos para casca de paredes finas e pl  aca
moderadamente espessa

A Figura 40 apresenta o deslocamento radial da casca cilindrica obtido a
partir da superficie média conforme a equacdo (3.63). Observa-se que o
comportamento entre a resposta obtida pelo método dos elementos finitos
utilizando o elemento plano de 8 nos (PLANE183) e o modelo analitico

convergem, apresentando erro maximo de 6.3%.
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Figura 40: Deflexdo da casca cilindrica (R/tc>10) — Resultados obtidos a partir da superficie média

Novamente a presenca do efeito de borda domina o comportamento inicial
da deflexao radial da casca cilindrica de paredes finas. Verifica-se também que o
deslocamento radial maximo nesta regido € inferior ao deslocamento obtido para
0 modelo de paredes finas. Isto ocorre em funcdo dos valores inferiores obtidos
para os esforcos internos M, e Q,através do sistema de compatibilidade
apresentado no Anexo (1). No entanto, para regides afastadas da extremidade,
verifica-se os deslocamentos radiais obtidos para o caso de paredes finas.

O comportamento da deflexdo transversal da placa moderadamente
espessa € apresentado na Figura 41 e foi obtido conforme a equacgéo (3.102)
através do plano médio para a condigdo de apoio simplesmente apoiada e a

presenca da parcela de cisalhamento transversal. A diferenca na resposta entre o
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modelo analitico e a resposta por elementos finitos foi da ordem de 7%
aproximadamente, quando considerada a malha com 4 elementos na espessura

da placa e 3.5% para uma malha com 16 elementos na espessura.

E 5
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Figura 41: Deflexao transversal maxima da placa moderadamente espessa (R/tp<5) - plano
médio.

A Figura 42 apresenta o comportamento das tensdes circunferenciais ao
longo do comprimento da casca cilindrica obtidas conforme a equacéo (3.13). O

erro maximo obtido entre os modelos foi de 5.5%.
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Figura 42: Tensdes circunferénciais ao longo da casca cilindrica (R/tc>10) - superficie média
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A Figura 43a apresenta o comportamento das tensfes equivalentes de von
Mises atuando na junta onde pode-se verificar que as tensdes de alta ordem se
concentram na casca cilindrica de paredes finas. Isto ocorre em funcédo da
combinacdo das tensdes nesta regido, conforme apresentado na equacéo (3.73).
Novamente, obtém-se em regides afastadas da junta a solucédo para as tensées

radiais de paredes finas na casca cilindrica.

a) C: Paredes ME - [ Casca PF + Placa ME]
Mormal Stress - Tensdo Axial () - All bodies 2
Type: Mormal Stressiy Seis)

C: Paredes ME - [ Casca PF + Placa ME]

Equivalent Stress - &ll Bodies Unit: Pa

Type: Equivalent (von-Mises) Stress Global Coordinate Systern
Unit: Pa Tirne: 1

Tirme: 1 271072017 10:08

A2 1522

8.5868e 7 Max 1,2923e7 Max

7 67a6eT 1,2022e7
6,7624e7 — 1.292e7 m
535037 — 1,2019e7
493817 1,2017e7
402597 1,2016e7
31137 L 1,2014e7

1,2913e7 i

1,2011e7

1,291e7 Min L

X

|
Figura 43: a) Distribuicéo das tensdes equivalentes de von Mises b) Distribui¢do das tensdes axiais
afastado da extremidade (Ansys® V18.1).

A Figura 44 apresenta o comportamento das tensfes axiais atuando na
junta onde pode-se verificar que as tensdes de alta ordem se concentram na casca
cilindrica de paredes finas. Isto ocorre em funcdo da combinacdo das tensdes

nesta regido, conforme apresentado na equagéo (3.73).

C: Paredes ME - [ Casca PF + Placa ME]
Mormal Stress

Type: Marmal Stress( Axis)

Unit: Pa

Global Coordinate System

Time: 1

191052017 132

5. 7602e7 Max
4,7807e7
3,8192e7

Figura 44: Distribuicdo das tensfes de axiais na junta casca de paredes finas e placa
moderadamente espessa (Ansys® V18.1).
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A distribuicdo da tenséo circunferencial na placa moderadamente espessa
foi obtida conforme equacdo (3.13) considerando as tensdes desenvolvidas na
superficie superior em contato direto com a pressao interna aplicada ao modelo.
A Figura 45 apresenta o comportamento das tensdes circunferenciais na placa.

Observa-se novamente que a tensdo de flexdo circunferencial devido a
pressdo interna no centro da placa atribui 0 comportamento compressivo
enquanto que na extremidade o comportamento é trativo. A se¢éo 6 descreve as
limitacdes do modelo analitico proposto.

A presenca de tensdes elevadas na extremidade da placa é devido a
regido de concentracdo de tensdes oriundas da descontinuidade do modelo de
placa e casca proposto. O erro maximo obtido entre o modelo de elementos finitos

e o analitico foi de 2.7%.

o

£ o .
& x:0.2753| |

3 : 1
g 1} Y: 18.08 _
5 i

s Py
S of P
e *
@ "

= o

= 10

= f

=

2 v

L 20 ﬁ;ﬁ%

[72]

s "

Q

o 301 mﬁﬁﬁﬁ

2 ﬁiﬁﬁ

[ =

8 it

£ 40y

5 X:0 ﬁﬁyﬁﬁ _

@ Y: 47 .39 ﬁﬁﬁﬁﬁ — B — Modelo Analitico

& mpwamatll — % — EF PLANE183

2 50 : : : : ' |
2 oXx0 pos 01 0.15 02 0.25 03

Y:-48 .66 r

Figura 45: Tens®es circunferenciais desenvolvidas na superficie superior da placa
moderadamente espessa (R/tp<5)

5.3
Modelo Proposto para o caso Casca Moderadamente Esp  essa e Placa
de Paredes Finas

O modelo axissimétrico proposto para analise do caso casca de paredes
moderadamente espessas e placa de paredes finas segue representado na Figura
46.
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Figura 46: Modelo Axissimétrico — Placa de paredes finas e casca moderadamente espessas.

A Tabela 1 apresenta as dimensfes do modelo estudado para n=2 (casca)

e n=1 (placa).

53.1
Andlise de Convergéncia da Malha para o modelo de ¢ asca de parede
moderadamente espessa e placa de paredes finas

O estudo de convergéncia da malha segue representado na Tabela 7. As
figuras 47 e 48 apresentam os deslocamentos obtidos associados a cada malha

tanto para a casca quanto para a placa.
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Estudo de Convergéncia para o modelo casca ME e placa PF

91

CASCA (%/h=0.5) PLACA (r=0)
U s - #**Diferenca Ut ma - ***Diferenca )
Deslocamento % ({u, max)) Deslocamento | 4, i 552)) #Elementos| Modelo representative da Malha
Radial (mm) transversal (mm)
0,015013 0,000 -0,6864 0 90 2x4
0,015014 0,007 -0,68889 0,36145103 180 4x 8
0,015015 0,013 -0,69047 0,58945356 360 2x16

*\alores Obtidos a partir da superficie média da casca e da placa

** \alores obtidos na superficie superior da placa submetida a pressdo interna

*** \alores normalizados para a malha de 90 Elementos

Tabela 7: Andlise de Convergéncia — Modelo Paredes Moderadamente Espessas (Placa)

Deslocamento Radial maximo ur (max)
- Casca Cilindrica (mm)

Grafico de Convergéncia da Malha

0,0150155

0,015015

0,0150145

0,015014

0,0150135

0,015013

0,0150125

50

#Nuamero de Elementos

100

150

200

250 300 350 400

Figura 47: Convergéncia para o deslocamento radial maximo da casca (x/h=0.5).
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Grafico de Convergéncia da Malha

-0,686
-0,6865 0 50 4(l)0
-0,687
-0,6875
-0,688
€ -0,6885
-0,689
-0,6895
-0,69
-0,6905
-0,691

#Numero de Elementos

Deslocamento Transversal maximo ut (max)
- Placa (m

Figura 48: Convergéncia para o deslocamento transversal maximo da placa (r=0).

Observa-se, que a malha com 90 elementos é suficiente para representar
0 comportamento para o modelo proposto, dado que a sua variacao percentual
em relacdo as malhas com 180 e 360 elementos sdo muito préximas. Desta forma,

os resultados apresentados foram obtidos utilizando a malha com 90 elementos.

5.3.2
Resultados Obtidos para Casca de Paredes Moderadame  nte Espessas
e Placa de Paredes Finas

A Figura 49 apresenta o0 deslocamento radial da casca cilindrica
moderadamente espessa obtido a partir da superficie média. A posicdo x/h=0
indica o local da juncdo do modelo de casca moderadamente espessa e da placa
de paredes finas.

Neste caso, 0 modelo analitico utilizado para verificacdo do deslocamento
radial da casca cilindrica foi o deslocamento radial obtido através da equacéo
(3.130) para vasos de paredes espessas. Vale lembrar que o deslocamento radial

representado foi obtido através da superficie média (raio médio) da casca
cilindrica e afastado dos efeitos de fronteira (x’h>>2.5,/Rt.). O equilibrio radial

para obtencdo dos esforgos internos autoequilibrantes M, e Q, encontra-se no

Anexo |.
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Desta forma, a resposta obtida pelo método dos elementos finitos
utilizando o elemento plano de 8 nds (PLANE183) e o modelo analitico proposto

apresenta erro maximo de 4.2% (x/h=0.3438).
X:0.3438 .
%1073 Y: 0.01555 L
16 Y:0.01503

X:03
Y:0.01491

g
B
T

-
M3
T

s
(==

[ X0
Y: 0.007909
Bl

s

i _'l

Deflexdo radial da casca cilindrica{mm)

§
20y
% — — — Modelo Analitico
of X: 0.05208 — % — EF PLANE183
Y:-0.001757 — & — EF SOLID187
- ¥ : . . . . . . .
0 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05
*h

Figura 49: Deslocamento radial da casca cilindrica moderadamente espessa (R/tc<5) - superficie
média.

O comportamento da deflex@o transversal da placa de paredes finas é
apresentado na Figura 50 e foi comparado através das solucdes analiticas para o
caso de placas simplesmente apoiadas (3.71) e com suas extremidades
engastadas (3.72) submetidas a carregamento uniformemente distribuido.

Pode-se observar que a deflexdo transversal da placa no modelo de
cascas de paredes moderadamente espessas apresenta melhores resultados
para a condicdo de extremidades engastadas, apresentando erro maximo de 2%
(x/h=0) em relacéo a resposta obtida por elementos finitos. Isto ocorre em funcdo
da pequena influéncia da componente de deslocamento radial na casca cilindrica,
aproximando o comportamento do modelo ao caso de extremidades engastadas.

A diferenga na resposta entre 0 modelo analitico com extremidades
simplesmente apoiadas e a resposta por elementos finitos foi da ordem de 8.4%

(x/h=0) aproximadamente.
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et

X: 0.2746
& Y: -0.01375

— & — Modelo Analitico - Simple Support
— & — Modela Analitico - Campled Edge
— ¥ — EF PLANE183

% 0 05 01 0.15 02 0.25 03
Y: 0.7916 */h

Figura 50: Deflexdo transversal maxima da placa de paredes finas (R/tp=10) — superficie média.

A Figura 51 apresenta o comportamento das tensdes circunferenciais ao
longo do comprimento da casca cilindrica. Neste caso, 0 modelo analitico utilizado
para comparar com a resposta por elementos finitos foi a solucéo para as tensées
circunferenciais para o caso de cilindros de paredes espessas submetidos a
pressdo interna somente dada pela equacdo (3.128). Novamente, esta
comparacdo é valida somente em regifes suficientemente afastadas da juncéo
entre casca e placa.

O erro maximo obtido para as tens@es circunferenciais entre a resposta

por elementos finitos e 0 modelo de paredes espessas foi de 3.2% (x/h=0.33).
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Figura 51: Tens®es circunferenciais ao longo da casca cilindrica moderadamente espessa —
superficie média

A Figura 52a apresenta o comportamento das tensdes equivalentes de Von
Mises atuando na junta onde pode-se verificar que as tensdes de alta ordem se
concentram na placa de paredes finas. Isto ocorre em fungédo da combinacéo das
tensdes nesta regido conforme apresentado na equacao (3.79). A Figura 52b
apresenta a localizacdo onde as tensdes de von Mises foram linearizadas com
objetivo de verificar a contribuicdo de cada componente de tensdo separadamente

conforme apresenta a Figura 53.

a) b)

F: Paredes ME [ Casca ME + Placa PF]
Equivalent Stress - All Bodies
Type: Equivalent {van-Mises) Stress

F: Paredes ME [ Casca ME + Placa PF)
Linearized Equivalent Stress
Type: Linearized Equivalent Stress

Unit: Pa Unit: Pa
Tirme: 1 A Global Coordinate Systern
0211207 11:M Time: 1
® 0211201711225 y
1,5121e8 Max % 1.1931e8 Max
1,3435¢8 1,0609e8 ®
1,1785e8 9,6683e7 X

1,0022e8 8,5671e7
8 A5G T 7445067 (1 = e m—
y £,3248e7
5203627
4,0824¢7
2.9613¢7
1,8401e7 Min

Figura 52: a) Tens@es equivalentes de von Mises b) Lineariza¢éo das tens@es de von Mises (Ansys® V18.1).
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Linearizagdo das tensdes equivalentes de von Mises

2,50E+08

2,00E+08 \

1,50E+08 \

1,00E+08 \\
5,00E+07 ==

0,00E+00 ’ ’ 5 - i
0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06

Tensdes (Pa)

Espessura (m)

Total

Membrana Flexdo Membrana+Flexao Peak

Figura 53: Linearizag&o das tensfes na casca moderadamente espessa

A linearizacdo e classificagdo das tensdes apresentadas na Figura 53
foram obtidas através da analise linear elastica [15] e tém como finalidade verificar
a contribuicdo de cada parcela de tenséo para posteriormente avaliar a condi¢cao
estrutural do vaso de pressdo. Portanto, na jungdo entre casco e tampo (x=0),
mostrado na figura, verifica-se a presenca das componentes de tensdo de
membrana primaria local e da tensdo secundaria de flexdo provocadas pela
presséo interna aplicada ao modelo estudado.

A tensdo de membrana primaria localizada é a tensdo equivalente
linearizada através da espessura de parede da casca cilindrica moderadamente
espessa. J4 a tensdo secundaria de flexdo séo tensdes autoequilibradas, ou seja,
necessarias para satisfazer a continuidade da estrutura. Ela ocorre em estruturas
com descontinuidades acentuadas. Ja as tensdes de Pico (Peak) séo tensbes que
ndo causam qualquer deformacéo apreciavel e sdo apenas uma possivel fonte de
ruptura por fadiga ou fratura fragil.

A Figura 54 apresenta o comportamento das tensdes longitudinais atuando
em regibes afastadas da junta, onde verifica-se a solu¢cdo para as tensdes
longitudinais apresentadas na equacao (3.129) para cilindros fechados de paredes

espessas submetidos a pressao interna (erro maximo 5% - x/h=0.5).
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F: Paredes ME [ Casca ME + Placa PF)

Marrnal Stress - Tensdo fxial () - Afastado da Extremidade
Type: Mormal Stress (v Awis)

nit: Pa

Global Coordinate Systern

Time: 1

251072017 1335

5,7888eb Max

5,746

5,6032e6

5,6453e6

5,5975e6 D D
5,5497e6

5,501%6

545426

5,4062e6

5,3584e6 Min

Figura 54: Distribuicdo das tensdes longitudinais afastado da extremidade

A Figura 55 apresenta o comportamento das tensdes axiais atuando na
junta onde pode-se verificar que as tensoes de alta ordem se concentram na placa
de paredes finas. Isto ocorre em funcdo da combinacéo das tensdes nesta regido
conforme apresentado na equagao (3.79).

F: Paredes ME [ Casca ME + Placa PF)
Mormal Stress - Tensdo fxial All Bodies {4
Type: Mormal Stres sy fuxis)

Unit: Pa

Global Coordinate Systern

Time: 1

2370428 11:23

1,435%9e8 Max
1,2424e8
1,048%8
8554527
6610627

Figura 55: Distribuicdo das tensdes de axiais na junta casca moderadamente espessa (R/tc<5) e
placa de paredes finas (R/tp>10) (Ansys® V18.1).

A distribuicdo da tenséo circunferencial na placa de paredes finas foi obtida
conforme equacéo (3.37) considerando as tensdes desenvolvidas na superficie
superior em contato direto com a presséao interna aplicada ao modelo. A Figura 56
apresenta o comportamento das tensdes circunferenciais na placa.

Observa-se novamente que a tensdo de flexdo circunferencial devido a
pressdo interna no centro da placa atribui 0 comportamento compressivo
enguanto que na extremidade o comportamento é trativo. A secdo 6 descreve as
limitagcBes do modelo analitico proposto.

A presenca de tensdes elevadas na extremidade da placa é devido a

regido de concentracdo de tensdes oriundas da descontinuidade do modelo de
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placa e casca proposto. O erro maximo obtido entre o0 modelo de elementos finitos

e o analitico foi de 2.8%.

100

L]
*#

;|| X:0.2517
o % |Y:70.63

| o
LE

-100 1

— B — Modelo Analitico
— ¥ — EF PLANE183

Tensoes Circunferenciais desenvolvidas na placa circular (MFa)

J.05 01 0.15 02 0.25 03
Figura 56: Tensdes circunferenciais desenvolvidas na superficie superior da placa

As tensdes circunferenciais, radiais e longitudinais desenvolvidas ao
longo da espessura da casca cilindrica serdo apresentadas e discutidas na

secao 5.3.3 para 0 caso casca e placa moderadamente espessas.

5.3.3
Modelo Proposto para o caso Casca e Placa Moderadam  ente Espessas

O modelo axissimétrico proposto para analise do caso casca e placa
moderadamente espessas segue representado na Figura 57 com o sistema de

coordenadas globais.
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IE Pressure: 2.5MPa

Yd

‘ >| — X ——
w2,

Figura 57: Modelo Axissimétrico — Placa & Casca Moderadamente Espessas

A Tabela 1 apresenta as dimensdes do modelo estudado para n=2 (casca

& placa).

5.34
Andlise de Convergéncia da Malha para o modelo de ¢  asca e placa
moderadamente espessas

Para verificar o comportamento da malha utilizada na analise do modelo
proposto, foi realizado um estudo de convergéncia que segue representado na
Tabela 8. As figuras 58 e 59 apresentam os deslocamentos obtidos associados a

cada malha.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1612787/CA


PUC-Rio- CertificacaoDigital N° 1612787/CA

100

Estudo de Co géncia para o modelo de pared
CASCA PLACA
U i) .
s} 3 Uy iz Desl t - Modelo representativo da
Deslocamento Radial| ***Diferenca % ({u, max)) i A =**Diferenca % ({u, Max)) #Elementos P
transversal (mm) Malha
(mm)
2x2 Elementos na
0,015045 0,000 -0,13561 0 a8
espessura
0,015046 0,007 -0,13565 0,029487652 95 4 x4
0,015047 0,013 -0,13666 0,768330162 150 B8x8
0,015047 0,013 -0,13712 1,101225204 380 I L 16 x 16

*Valores Obtidos a partir da superficie média da casca e da placa

**\/alores obtidos na superficie superior da placa submetida a presséo interna

***alores normalizados para a malha de 43 Elementos

Tabela 8: Analise de Convergéncia — Modelo Placa e Casca Moderadamente Espessas

Deslocamento Radial maximo ur (max)
- Casca Cilindrica (mm)

0,0150475

0,015047

0,0150465

0,015046

0,0150455

0,015045

0,0150445

Grafico de Convergéncia da Malha

50 100 150 200 250

#Numero de Elementos

300 350 400

Figura 58: Convergéncia para o deslocamento radial maximo da casca (x/h=0.5).
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Grafico de Convergéncia da Malha

-0,1352
-0,1354 0
-0,1356
-0,1358

-0,136
-0,1362
-0,1364
-0,1366
-0,1368

-0,137
-0,1372
-0,1374

- Placa (mm)

(max)

#NuUmero de Elementos

Deslocamento Transversal maximo ut

Figura 59: Convergéncia para o deslocamento transversal maximo da placa (r=0).

Observa-se que a malha com 95 elementos representa melhor o modelo
proposto, porque a variagdo percentual em relagcdo a malha com 190 e 380
elementos estdo muito proximas. Desta forma, os resultados apresentados foram

obtidos utilizando a malha com 95 elementos.

5.35
Resultados Obtidos para o caso Casca e Placa Modera damente
Espessa

A Figura 60 apresenta o deslocamento radial da casca cilindrica
moderadamente espessa obtido a partir da linha média.

O modelo analitico utilizado para verificagdo do deslocamento radial da
casca cilindrica foi 0 deslocamento radial obtido através da equacéo (3.127) para
vasos de paredes espessas.

A resposta foi obtida pelo método dos elementos finitos utilizando o
elemento plano de 8 nés (PLANE183) e o0 modelo analitico proposto apresenta

erro maximo de 3.9%.
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Figura 60 : Deflexdo da casca cilindrica moderadamente espessa (R/tc=5) - superficie média

Verifica-se na jungéo (x/h=0) que o deslocamento radial é pequeno quando
comparado com o deslocamento radial obtido na Figura 49 para o modelo casca
cilindrica de paredes espessas e placa de paredes finas. Isto ocorre em funcéo da
compatibilidade dos deslocamentos radiais imposta em cada modelo.

O comportamento da deflexdo transversal da placa moderadamente
espessa € apresentado na Figura 61 e foi obtido conforme a equacgéo (3.102)
através do plano médio considerando a condicao de extremidades engastadas. A
diferenca na resposta entre 0 modelo analitico e a resposta por elementos finitos

foi da ordem de 6.7% aproximadamente.
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Figura 61 : Deflexdo transversal maxima da placa moderadamente espessa (R/tp=5) — plano
médio.

A Figura 62 apresenta o comportamento das tensdes circunferenciais ao
longo do comprimento da casca cilindrica. Neste caso, 0 modelo analitico utilizado
para comparar com a resposta por elementos finitos foi a solucéo para as tensées
circunferenciais para o caso de cilindros de paredes espessas submetidos a
presséao interna somente dada pela equacéo (3.128). Verifica-se também que, em
funcéo da condigdo de equilibrio radial imposta entre placa e casca, os valores
dos esforcos internos M, e Q, sao menores e, portanto, as tensfes de flexdo
resultantes na junta séo inferiores.

O erro maximo obtido para as tensdes circunferenciais entre a resposta por

elementos finitos e 0 modelo de paredes espessas foi de 3.17%.
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Figura 62: Tensdes circunferenciais ao longo da casca cilindrica moderadamente espessa —

superficie média.

A Figura 63a apresenta o comportamento das tensfes equivalentes de von

Mises atuando na junta onde pode-se verificar que as tensdes de alta ordem se

distribuem de forma uniforme tanto na casca quanto na placa moderadamente

espessa em funcdo da geometria do modelo. A concentracdo de tensfes fica

evidente na descontinuidade entre casca e placa.

A Figura 63b apresenta a localizacdo onde as tensfes de von Mises foram

linearizadas com objetivo de verificar a contribuicAo de cada componente de

tensdo separadamente conforme apresenta a Figura 64.

a)

E: Paredes ME [ Casca + Placal
Equivalent Stress - Vo Mises - All Bodies
Type: Equivalent (von-Mises) Stress

Unit: Pa

Time:1

02112017 1440

5,3541e7 Max
4,7600:7
418387
3,6017e7
3,01757
24334

..

b)

E: Paredes ME [ Casca + Placa)
Linearized Equivalent Stress
Type: Linearized Equivalent Stress
Unit: Pa

Global Coordinate System
Tirne: 1

02/11/207 1446

5,3541e7 Max
482487
4205567
376627
32377
270777
2178eT
1,6491e7
1,11997

D.-—-AE

Figura 63: a) Tens@es equivalentes de von Mises b) Localiza¢éo da linearizagéo das tensdes de von Mises

(Ansys® V18.1).
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Linearizacdo das tensdes de von Mises

1,20E+08
1,00E+08 ‘\
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e
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! e e !
0,00E+00 ’ ; d : i
0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06
Espessura
Membrana Flexdo Membrana+Flexdo Peak Total
Figura 64: Linearizacé@o das tensdes de von Mises —  Casca e Placa Moderadamente
Espessas

Em regibes afastadas da junta verificam-se as tensdes longitudinais

by

atuando no cilindro de paredes espessas submetido a presséo interna (erro

maximo 5.5%) representadas na Figura 65.

E: Paredes ME [ Casca + Placa)

Marrmal Stress - tensdo axial Casca (afastada extrem)
Type: Mormal Stress (v Dxis)

Unit: Pa

Global Coordinate Systern

Tirme: 1

271072017 10:29

5% 7701e6 Max
5,7332eb

5,6874:6 D - @
5,6415e6
5,5956:6
5,5498: 6
5,509%6
545886
54122e6

5,3663e6 Min A

Figura 65 : Distribuicdo das tensdes longitudinais numa regido afastada da extremidade (Ansys®

v18.1)

A Figura 66 apresenta o comportamento das tensfes axiais atuando na

junta onde pode-se verificar que as tensdes de alta ordem se concentram na casca

cilindrica de paredes moderadamente espessas.
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E: Paredes ME [ Casca + Placa)

Morrmal Stress - tensdo axial - All Bodies ()
Type: Mormal Stress(y Auxis)

Unit: Pa

Global Coordinate Systern

Tirme: 1

2370420181206

5.0854e7 Max
4.2821e7
347887
2,67

106

Figura 66: Distribuicdo das tensdes axiais na junta da casca e placa moderadamente espessas

(Ansys® V18.1).

As tensdes radiais, circunferenciais e longitudinais desenvolvidas ao longo

da espessura da casca cilindrica foram obtidas conforme as equacdes (3.127),

(3.128) e (3.129) e comparadas com a reposta obtida pelo método dos elementos

finitos através do elemento plano de 8 nos (PLANE183). As figuras 67, 68 e 69

apresentam os resultados obtidos para as tensfes radiais, circunferenciais e

cisalhantes respectivamente desenvolvidas longe da extremidade casca x placa

(x/h=0.5m).
(]
2 a5
= — & — Modelo Analitico P
= — & — EF PLANE183 B
= Y:0.005212
@ Oor |
]
Q
o
@ o
S5 05T GPEP
o o
=1 X: 0.2746
o Y:-1.067
g Rk .“'
o o
) &
S GQGD
25 o
o of
= f
= |
a 2
m
= X: 0.2492
0 Y. 249
£ 5 mt . . . :
E ooz 0.25 0.26 0.27 0.28 0.29

r

Figura 67: Variacé@o das tens@es radiais na casca cilindrica de paredes moderadamente espessas

(x/h=0.5)
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Figura 68: Variacdo das tens@es circunferenciais na casca cilindrica de paredes moderadamente
espessas (x/h=0.5)
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Figura 69: Variacdo das Tensdes de Cisalhamento maxima na casca cilindrica de paredes
moderadamente espessas (x/h=0.5).

O deslocamento radial apresentado na Figura 70 foi obtido através da
equacgdo (3.130) para o caso de cilindros de paredes espessas submetidos a

pressao interna somente. O erro maximo foi de 0.4%.
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Figura 70: Variacdo do deslocamento radial na casca cilindrica de paredes moderadamente
espessas (x/h=0.5).

A distribuicdo da tenséo circunferencial na placa moderadamente espessa
foi obtida conforme equacéo (3.128) considerando as tensdes desenvolvidas no
plano superior em contato direto com a pressao interna aplicada ao modelo. A
Figura 71 apresenta o comportamento das tensdes circunferenciais na placa.

Observa-se novamente que a tensdo de flexado circunferencial devido a
pressao interna no centro da placa atribui 0 comportamento compressivo
enguanto que na extremidade o comportamento é trativo. A secdo 6 descreve as
limitacbes do modelo analitico proposto.

A presenca de tensdes elevadas na extremidade da placa é devido a
regido de concentracdo de tensbes oriundas da descontinuidade do modelo de
placa e casca proposto. O erro maximo obtido entre 0 modelo de elementos finitos

e o analitico foi de 1.49%.
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Figura 71: Tensdes circunferenciais desenvolvidas no plano superior da placa
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6.
Concentracao de tensfes na regiao de descontinuidad e
geomeétrica do modelo

A solucdo analitica apresenta limitagcbes evidentes na regido da
descontinuidade em funcdo da concentracdo de tensdes oriundas da geometria
adotada. Esta secdo verifica o comportamento das tensdes nesta regido
considerando as diferentes geometrias propostas.

Por motivos de comparagcdo, a concentracdo de tensdes na juncéo é
normalmente expressa como funcdo de uma tensdo maxima que ocorre nesta

regiao pela tensdo de membrana (oy,,p,) Na casca cilindrica [4].

SCF = O-max/o_hoop (6.1)

onde op,0p = PR/2ts.

Para obter a tensdo maxima em cada caso estudado verificou-se a
contribuicdo das componentes de tenséo axiais, circunferenciais e radias atuando
na superficie interna da casca cilindrica e da tampa plana para cada geometria.
Em seguida, o SCF foi obtido utilizando a equagéo (6.1), considerando a tenséo
de membrana para cada caso. Desta forma, a Tabela 9 apresenta os resultados

obtidos para os fatores de concentracdo de tenséo para cada geometria estudada.

Casca (rc/tc = 5) Casca (rc/tc = 10)
Placa (rp/tp = 5) 7,76 6,65 SCE
Placa (rp/tp= 10) 24,04 13,63

Tabela 9: Fatores de concentragéo de tensao

A Figura 72 apresenta os resultados obtidos para varias composicdes
geométricas de placas e cascas para verificar o comportamento da concentracédo
de tensbes que fornecem a melhor combinacéo entre a razdo de espessuras da
tampa e da casca cilindrica (tp/tc). Segue um exemplo de como foram obtidos os

valores para os SCFs considerando a razdo entre espessuras tp/tc = Ya.
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SCF Espessuras Razdo tp/tc |Razdo dc/ftc RazOes roftec & rpftp Classificagdo
10,2 ts=100mm;th=25mm tp/tc=1/4 dcftc=6 refte=2,75; rpftp =11 rcfte= (ME) e rp/tp (PF)
15,2 ts=50mm;th=12,5mm tp/tc=1/4 deftc=12 refte=5,5 ; rpftp=22 rc/tc= (ME) e rpftp(PF)
18,9 ts=30mm;th=7,5mm tp/tc=1/4 deftc=20 rc/te=9,16; rp/tp= 36,67 rc/tc=(PF) e rp/tp(PF)
19,2 ts=24mm;th=6,25mm tp/tc=1/4 deftc=25 refte=11,46 ; rp/tp=44 rc/te={PF) e rp/tp(PF)
31,8 ts=12mm;th=3mm tp/tc=1/4 dcftc=50 rcfte= 22,9 ; rpftp =91 rc/te={PF) e rp/tp(PF)
71,9 ts=Gmm;th=1.5mm tp/tc=1/4 dcftc=100 refte= 45,83 ;rp/tp =183 rc/te={PF) e rp/tp(PF)
81,1 ts=3mm;th=0.75mm tp/tc=1/4 dcftc=200 rc/te= 91,66 ; rp/tp =366 rc/te={PF) e rp/tp(PF)
ME = Moderadamente Espessa
PF = Paredes Finas

Tabela 10: SCF para a razéo tp/tc = 1/4

Fatores de Concentragao de tensOes entre casca e placas

90
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--@--tp/tc=1/4 tp/tc=1/2 tp/tc=1 tp/tc=2 --@--tp/tc=4

Figura 72: Fatores de Concentracdo de tensdes

Verifica-se através da Tabela 10 e da Figura 72 que, para razdes entre
espessuras da tampa superiores ao da casca cilindrica (tp/tc), obtém-se SCFs
menores enquanto que para razdes onde a espessura da casca cilindrica é
superior a da tampa tem-se fatores de concentracdo muito elevados para
diferentes razfes (dc/tc). Isto ocorre em fungéo das tensdes de flexao localizadas
na casca cilindrica, que sdo muito maiores do que a tensdo de membrana, mesmo
utilizando tampos com espessuras superiores [4]. Felizmente, na condicdo de
comportamento estético da estrutura, este efeito muito localizado tende a ser
“dissipado” rapidamente, evitando o comprometimento da estrutura.

Os resultados da Figura 72 foram obtidos através de uma malha padréo

(4x8), sendo assim, ap6s sucessivos refinamentos da malha, a tenséo na jungéo
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tende a infinito. Complementarmente, um estudo para a razao tp/tc=1,
considerando o efeito do refinamento de malha nos valores dos SCFs, é
apresentado no Apéndice |I. Considerando-se os resultados apresentados na
Figura 73, verifica-se que os valores para SCFs tendem a valores sempre
crescentes.

Com relacdo aos aspectos de projeto, a geometria proposta ndo € usual
em funcdo da descontinuidade geométrica. Desta forma, razdes do tipo tp/tc=4

podem ndo atender as condi¢des de integridade do projeto em termos de tensdes.
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7.
Conclusao

Neste trabalho verificou-se através do método dos elementos finitos o
comportamento das tensGes e deslocamentos na jungcdo entre os modelos de
placas e cascas circulares com espessuras variaveis (5 < R/t < 10).

Desenvolveu-se uma solucao analitica comparativa para 0 comportamento
de placas e cascas submetidas a carregamentos axissimétricos. O modelo
axissimétrico representativo da estrutura foi desenvolvido para contemplar as
diferentes composicfes entre placas e cascas avaliadas. O modelo numérico
utilizou o elemento plano de 8 nés com 2 graus de liberdades associados através
do software comercial ANSYS®. O elemento SHELL182, também disponivel na
biblioteca do Ansys®, poderia ser aplicado ao modelo em estudo, porém para
casos axissimétricos no Ansys® workbench este elemento ndo esta disponivel.
Por dltimo, o elemento quadratico de 4 n6s PLANE182 né&o foi utilizado em fungéo
da rigidez elevada que este elemento possui para representar os efeitos de flexao.
Neste caso, uma malha muito mais refinada seria necessaria para obter a mesma
performance do elemento PLANE183.

Verificou-se que a limitacdo do modelo analitico para discretizacdo do
comportamento das tensdes na juncdo entre os modelos de placas e cascas com
paredes finas apresenta divergéncia superior quando comparado com a resposta
obtida para o modelo de paredes moderadamente espessas. Isto ocorre em
fungéo das hipoteses simplificadoras adotadas para o caso de paredes finas, que
desprezam as distor¢des devido ao cisalhamento. Em funcéo desta diferenca
significativa para o modelo de paredes finas analisou-se 0 comportamento das
tensdes na juncdo entre a casca e a placa com espessuras variadas a fim de
avaliar a influéncia na concentracdo de tensdo na regido de descontinuidade
geomeétrica.

O comportamento das tensdes na juncdo entre a casca e a placa com
espessuras variadas foi analisado para verificar os efeitos da concentracao de
tensdes localizadas. Observa-se que, quanto maior a espessura da placa em
relacdo a casca cilindrica, menores séo os valores para SCF.

Considerando-se os resultados obtidos para o modelo axissimétrico,
propde-se para futuros trabalhos a aplicacéo de elementos sélidos (SOLID187) e

0 elemento de casca (SHELL182) através do ambiente Ansys® APDL como


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1612787/CA


PUC-Rio- CertificacaoDigital N° 1612787/CA

114

alternativa para levantamento do comportamento na regido da juncdo entre os
modelos de casca e placa, assim como a utilizagdo de um modelo elastoplastico

do comportamento da estrutura.
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Anexo | — Esforcos internos MO e QO

Avaliacdo dos esforgos internos MO e QO através da condigdo de
compatibilidade dos deslocamentos radiais da casca cilindrica e da tampa plana

na regiao da jun¢do do modelo proposto.

1) Casca e placa de paredes finas

Parametros:
> restart :
> Digits == 4
>
Pint = 2.5-10%: ## pressdo interna (Pa) -
t, =254 1073 ## altura do cilindro (m)
— -3,
t,7=254-10 ~: ## altura da tampa plana (m)
IC
r=03— > : ## raio medio do cilindro (m)
v:=03: ## Poisson
E == 200-10° : ## modulo de Elasticidade (Pa)
Sy =470 ## Limite de escoamento (MPa)
Sp =745 ## Limite de ruptura (MPa)
Constantes:

1
2 4
> B= [%] # (1/m)

¥t
c
B:=15.04
ET
> Dc = v ## pardmetro da tampa casa cilindrica (N.m)
12-(1 = V%)
De :=3.00210°
E-r
> Dt = — v ## pardmetro da tampa plana (N.m)
12-(1—=v)
Dt :=3.00210°

Célculo do momento e cortante na junta casca cilindrica e placa de paredes

finas:
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>

3
eql ==~ MO + QO _ MO'r _ Pins'" .
pep  2:De-p* Dr(1+v) 8De(1+v)
2
M 9 Pips " v)_97" .
eq2 = > 3+E =57z (1—=v):
2-Dc-f”  2-De-B L 4

> sol := solve( {eql, eq2}, {MO, QO})
sol = {M,=22770., 0, =3.82110°}

2) Casca cilindrica de paredes finas e placa moderadamente espessa

> restart :
> Digits '= 4
> nei=2:
> nt=1:
>
Dipt = 2.5-10°: ## pressdo interna (Pa)

1, = nc-254-107%: ## espessura do cilindro (m)

— -3
1= nt:254-10 °: ## espessura da tampa plana (m)
tC

r=03— > : ## raio medio do cilindro (m)
v:=103: ## Poisson

E == 200-10° : ## modulo de Elasticidade (Pa)
Sy =470 ## Limite de escoamento (MPa)
Sy =745 ## Limite de ruptura (MPa)

Constantes:

1
4
> B:= [MJ ## (1/m)

r2~t§
B:=10.88
E-f
> Dc = — v ## pardmetro da tampa casa cilindrica (N.m)
12-(1—v)
De :=2.40110°
Ef
> Dt = — v ## parametro da tampa plana (N.m)
12-(1 = V%)
Dt :=3.00210°
> k= 3 [Llzv ## shear correction factor
2 (1+v
k =0.8078
S
S E : .
Gi=—"+— ## modulo de cisalhamento

2:(14v)
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G:=7.69210'°

Calculo do momento e cortante na junta casca cilindrica moderadamente

espessa e placa de paredes finas:

>

M. M 3
9 r p.. T
g5 = - 0 0 0 int

Dep  20ep  De(1+v) 8De(1+v)
M, Q% |, Pw” 0y
eq6 = 02— 03+ ol -(1—%J= s (1—=v):
2-Dc-B~  2-Dc-p Et, E-y
> sol := solve({eq5, eq6}, {MO, QO})
sol = {M,=23030., 0, =2.82110°}

3) Casca cilindrica de paredes finas e placa moderadamente espessa

> restart :

> Digits == 4

> ne=1:

> nt=2:

>

Pipt = 2.5-10%: ## pressdo interna (Pa)

1, = nc:254- 1073 ## espessura do cilindro (m)
t,7= nt-25.4: 1073 ## espessura da tampa plana (m)

tC
r==03— > : ## raio medio do cilindro (m)
v:=03: ## Poisson
E == 200-10": ## modulo de Elasticidade (Pa)
Sp =470 ## Limite de escoamento (MPa)
Sp=T45: ## Limite de ruptura (MPa)
Constantes:

1
4
> B = [MJ ## (1/m)

PP
c
B:=15.04
E-f
> Dc = — v ## pardmetro da tampa casa cilindrica (N.m)
12-(1 =)
Dc :=3.00210°
Ef
> Dt = — v ## parametro da tampa plana (N.m)
12-(1=v%)

Dt :=2.40110°
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> k= 3 [z ## shear correction factor
2 (1+v
k,:=0.8078
> o E . .
G=——— ## modulo de cisalhamento
2:(1+v)
G:=7.69210"

Céalculo do momento e cortante na junta casca cilindrica de paredes

espessas e placa de paredes finas:

>

3
eq5 =~ M, n Q _ Myr  pyT .
pep 2:De-pt Dr(1+v) 8De(1+v)

2

M 0, D, ¥ Oy

eq6b = 0 - 0 T+ m -(1—%J= . (1=v):
2-Dc-B~  2-Dc-p Et, E-y

> sol := solve( {eq5, eq6}, {MO, Qo})

sol = {M,=13870., 0, =2.68410°}

4) Casca e placa moderadamente espessas

> restart :
> Digits == 4
> ne=2:
> nti=2:
>
Pipt = 2.5-10%: ## pressdo interna (Pa)
1, = nc:254- 1073 ## espessura do cilindro (m)
t,7= nt-25.4: 1073 ## espessura da tampa plana (m)
tC
r==03— > : ## raio medio do cilindro (m)
v:=03: ## Poisson
E == 200-10": ## modulo de Elasticidade (Pa)
Sp =470 ## Limite de escoamento (MPa)
Sp=T45: ## Limite de ruptura (MPa)
Constantes:

1
4
> B = [MJ ## (1/m)

B :=10.88
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3
E-t
> Dc = —c2 ## pardmetro da tampa casa cilindrica (N.m)
12-(1 —v%)
De =2.40110°
E-f
> Dt = — v ## pardmetro da tampa plana (N.m)
12-(1=v%)
Dt :=2.40110°
1 —
> k= %[ | +z ] ## shear correction factor
k,:=0.8078
Z Gi= — £ ## modulo de cisalhamento
2-(1+v)
G:=17.69210"

Célculo do momento e cortante na junta casca cilindrica e placa

moderadamente espessas:

>
3
eq5 = - My n Q _ Myr pyT .
Dec-B 2-Dc-B2 Dt-(l +V) 8‘Dt-(1 +V)
eq6 == Mo & P '(1 — l] _ % (1—v)
2:0cp> 2.pep El 2) Eq

> sol = solve( {eq5, eq6}, {MO, QO})
sol = {M,=20410., 0, =2.86110°}
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Apéndice | — Refinamento da malha (tp/tc=1) x SCFs
(Ansys® V18.1)

Verificagdo do SCF em funcéo do refinamento da Malha para geometria

Placa x Casca (tp/tc=1) Modelo Axissimétrico.

Dados Entrada:

Parametro (unidade) Simbolo Valor
Pressdo interna (MPa) Dint 2.5
Raio interno (m) ri 0.275
Raio médio (m) T 0.287
Raio externo (m) R 0.3
Espessura da casca cilindrica (mm) t. 25,4
Altura da casa cilindrica (m) h 1
Espessura da tampa plana (mm) t; 25,4
Diametro externo da tampa plana L 0.6
(m)
Coeficiente de Poisson v 0,3
Médulo de Elasticidade (GPa) E 200
Modulo de Cisalhamento (GPa) G 76,92
Fator de correcdo ao cisalhamento Ks 0.83
Limite de Escoamento (MPa) Sk 470
Tensdo de Ruptura (MPa) Sk 745

Analise Linear Elastica.
Elemento Plano 8 nos — 2 graus de translacao por né — 2 x 2 Pontos Gauss.
Modelo Axissimétrico.

Resultados:
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B: Paredes Finas (Casca + Placal

Mormal Stress - Tensdo Axial {) - Al Bodies
Type: Maormal Stress(y Buis)

Unit: Pa

Global Coordinate Systemn

Tirne: 1

30/08/201811:02

1,1966e8 Max
016607
6,3676e7
2,5683¢7
76801¢6
-2,0304e7
-4,8208e7
-76291e7

B: Paredes Finas [Casca + Placa)

Marmal Stress - Tens@o &xdal {¥) - &l Bodies
Type: Morrmal Stress(¥ Auds)

Unit: Pa

Global Coordinate System

Tirne: 1

3070872018116

1,6399e8 Max
1,3178:8
00577
6,736e7
3,515e7
2,0402e8
-2,927e7
-6,148:7

B: Paredes Finas (Casca + Placa)

Mormal Stress - Tens3o Axial (1) - All Bodies
Type: Marral Stress(Y Auis)

Unit: Pa

Global Coordinate Systern

Tirne: 1

3040872018 11:22

1,9666e8 Max
1,5045e8
1,2224e8
8,502de7
478137
1,0601e7
-2,661e7
-6,3821e7

B: Paredes Finas [Casca + Placa)

Marrmal Stress - Tensdo Auxial (Y) - All Bodies
Type: Mormal Stress (¥ Sxis)

Unit: Pa

Global Coordinate System

Tirne: 1

0/08/2MB 127

2,2955e8 Max
1,88%:8
1,4925e8
1,076e8
6,698 7
262077
-1,4354e7
-5,5004:7

123

Tensdo Maxima = 119 MPa
Tensdo de Membrana = 12.89 MPa
SCF = 6_max/c_hoop =9.2

Razao de Aspecto =1.11

Tensdo Maxima = 164 MPa
Tensdo de Membrana = 12.91 MPa
SCF = 6_max/o_hoop =12.70

Razao de Aspecto = 1.00

Tensdo Maxima = 196 MPa
Tensdo de Membrana = 12.93 MPa
SCF = 6_max/c_hoop =15.16

Razao de Aspecto = 1.00

Tensdo Maxima = 229 MPa
Tensdo de Membrana =12.93 MPa
SCF =0_max/oc_hoop =17.71

Razdo de Aspecto = 1.00



DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1612787/CA


PUC-Rio- CertificacaoDigital N° 1612787/CA

124

B: Paredes Finas (Casca + Placa)

MNarmal Stress - Tenso fxial () - All Bodies
Type: Mormal Stress(y fuxis)

Unit: Pa

Global Coordinate System

Tirne: 1

30/08/2018 11236

Tensdo Maxima = 279 MPa

Tensdo de Membrana = 12.94 MPa

2,7948e8 Max
2,3303e8
1,8658e8
140138
936847
4,7235e7
7.8835e5
-4,5662e7

SCF = 0_max/c_hoop = 21.56

Razdo de Aspecto = 1.00

B: Paredes Finas [Casca + Placa)

Mormal Stress - Tensdo fxial () - Al Bodies
Type: Mormal Stress{Y Awis)

Unit: Pa

Global Coordinate Systern

Tirne: 1

3070872018 11:44

Tensdo Maxima = 315 MPa
Tensdo de Membrana = 12.94 MPa

SCF = 0_max/c_hoop = 24.34
3,1512e8f Max
2,6464e8
2,1416e8
1,6368:8
1,132e8

Razdo de Aspecto = 1.00

Obs: Limite Maximo da Licenga ANSYS

6,2716e7
1,2235¢7 student
-3,5247e7
SCF
10
9 24.34
8
7
» e {{Elementos
2 6
L
c
& 5
uij 4 i e Exponencial
I+ 3 (#Elementos)
2
1
0
9.2 12.7 15.16 17.71 21.56 24.34
e {{E|lementos 1 2 3 4 6 8
SCF

Figura 73: Refinamento da malha para valores crescentes de SCF

Conclui-se que o sucessivo refinamento da malha considerando a

geometria proposta apresentara SCFs crescentes.
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