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Resumo

Raimundo, Juliana de Matos Ponte; Goncalves, Paulo Batista; Orlando,
Diego. Influéncia da interacdo n&o-linear entre flexdo e deslocamento
lateral na instabilidade estatica e dindmica de um modelo conceitual de
coluna. Rio de Janeiro, 2018. 143p. Dissertacdo de Mestrado -
Departamento de Engenharia Civil e Ambiental, Pontificia Universidade
Catolica do Rio de Janeiro.

A estabilidade das colunas de um pértico plano depende da importancia
relativa da rigidez a flexdo e rigidez lateral de cada coluna e elementos adjacentes.
Um exemplo tipico é a maior capacidade de carga de pdrticos planos com
restricdo lateral em comparacdo com porticos semelhantes, sem restricdo lateral.
Também esta restricdo tem uma influéncia importante na resposta pds-critica e na
sensibilidade a imperfeicdo da estrutura. A carga de flambagem pode ser
dominada pela rigidez a flexdo da coluna ou pela rigidez das restri¢bes laterais.
Dependendo dos valores relativos desses pardmetros, pode ocorrer interacdo
modal. Nesse caso, podem surgir varios caminhos pos-criticos, acoplados e
desacoplados, levando a uma topologia complexa da energia potencial total com
Varios pontos criticos (mé&ximos, minimos e selas). Os caminhos pos-criticos
instaveis influenciam na sua capacidade de carga e na sensibilidade da estrutura a
imperfeicBes. Isso leva a um complexo comportamento dindmico ndo linear da
estrutura carregada axialmente. No presente trabalho, um modelo conceitual de
dois graus de liberdade de um elemento de pértico plano sob compressdo é
estudado. Uma andlise detalhada é realizada a fim de estudar como a rigidez
lateral influencia: os comportamentos pré- e poés-critico, a instabilidade
paramétrica do modelo sob uma excitacdo harmonica axial e 0 comportamento
ressonante do sistema estrutural carregado axialmente sob uma excitacdo de base;
contribuindo para uma melhor compreensao da resposta ndo linear desta classe de
estruturas. A andlise das bifurcacbes mostra que a estrutura pode exibir varias
solucBes estaveis e instaveis coexistentes, levando a bacias de atracdo
entrelacadas, cuja topologia controla a integridade dindmica da estrutura em um
ambiente dindmico. Para estudar o comportamento ndo linear do modelo, foram
utilizadas vérias estratégias numéricas para obter os caminhos de equilibrio nao
lineares, pontos fixos estaveis e instaveis, diagramas de bifurcacdo e bacias de

atracao.
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Abstract

Raimundo, Juliana de Matos Ponte; Gongalves, Paulo Batista (Advisor);
Orlando, Diego (Co-advisor). Influence of the nonlinear flexural and
sway interaction on the static and dynamic instability of a conceptual
model of column. Rio de Janeiro, 2018. 143p. Dissertacdo de Mestrado -
Departamento de Engenharia Civil e Ambiental, Pontificia Universidade
Catolica do Rio de Janeiro.

The stability of columns in a portal frame depends on the relative
importance of the flexural and lateral stiffness of the column and connected
elements. A typical example is the higher load capacity of non-sway frames as
compared with that of similar frames with no lateral restrain. Also this restrain has
an important influence on the post-critical response and imperfection sensitivity of
the structure. The buckling load may be either dominated by the flexural stiffness
of the columns or by the stiffness of the lateral restrains. Depending on the
relative values of these parameters, interactive buckling may occur. In such case,
several coupled and uncoupled post-buckling paths may arise, leading to a
complex topology of the energy landscape with several critical points (maxima,
minima and saddles). The resulting unstable post-buckling paths influence the
structure’s imperfection sensitivity and load carrying capacity of the structure.
This leads to an involved nonlinear dynamic behaviour of the axially loaded
structure. In the present work, a conceptual two-degree-of-freedom model of a
plane-frame column is studied. A detailed analysis is conducted to study how the
lateral stiffness influences the static buckling and post-buckling behavior, the
parametric instability of the model under under axial harmonic excitation and the
resonant behavior of the axially loaded structural system under base excitation,
contributing to a better understanding of the nonlinear response of this class of
structures. The bifurcation analysis shows that the structure may display several
coexisting stable and unstable solutions, leading to intertwining basins of
attraction, whose topology controls the dynamic integrity of the structure in a
dynamic environment. To study the non-linear behavior of the model, several
numerical strategies were used to obtain the nonlinear equilibrium paths, stable
and unstable fixed points, bifurcation diagrams and basins of attraction.
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para a= 0,20, 1=0,00 e &= £,=0,01. @;=1,582 e w>=5,128.

Figura 6.10: Diagramas de bifurcacao (curvas de ressonancia),
para a=0,20, 1=0,40 e &= &=0,01. ;= 1,203 € w,=3,693.
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amortecimento §&;;
parcela de amortecimento;
amplitude da excitagdo harmonica axial;
f =Fk,l
amplitude critica, carga de escape;
cargas criticas dos modelos;
Aceleracdo da gravidade;
Hamiltoniano do modelo;
constante de rigidez da mola translacional;
constante de rigidez da mola rotacional;
comprimento da coluna;
funcdo de Lagrange;
Carga estatica aplicada na extremidade livre da coluna;
Carga aplicada na extremidade livre da coluna;
ponto de maximo;
ponto de minimo;
ponto de sela;

tempo;


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1613059/CA


PUC-Rio- CertificacaoDigital N° 1613059/CA

8I’1

o,

parcela de energia cinética;

coordenada auxiliar, para desacoplar os modelos;
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Introducéo

A crescente demanda por grandes espacos utilizaveis nos centros comerciais
tem impulsionado a verticalizagdo das edificacGes. Para viabilizar a construcgéo de
edificios de multiplos andares econémicos buscam-se sistemas estruturais mais
leves e, consequentemente, a elementos estruturais mais esbeltos. No entanto, o
aumento da esbeltez desses elementos estruturais pode ocasionar a perda de
estabilidade antes de se atingir a capacidade de carga da secdo. Além disso,
sistemas estruturais esbeltos sdo mais suscetiveis a problemas de vibracdo e
sofrem uma maior influéncia da ndo linearidade geométrica no seu
comportamento estatico e dinamico. Assim, para um projeto seguro de uma
estrutura esbelta, faz-se necesséria a utilizacdo do critério de estabilidade
combinado a uma analise ndo linear precisa do seu comportamento pds-critico.

Para isto, € necessario um profundo conhecimento do comportamento
estrutural. Por exemplo, em estruturas reticuladas com elementos estruturais
esbeltos sujeitos a compressao, tem-se que o comportamento destes elementos nao
depende somente de suas proprias caracteristicas como comprimento e rigidez,
mas também da interacdo com o resto da estrutura, ou seja, de suas condicdes de
contorno. Assim o fato das conexdes serem rigidas, semirrigidas ou flexiveis e se
0 movimento lateral relativo das extremidades da coluna esta ou ndo impedido,
tem importancia fundamental na carga critica e no comportamento pds-critico da
estrutura, quando os efeitos de segunda ordem tornam-se importantes.

O estudo da estabilidade e das vibracGes de estruturas na pré e pds-
flambagem é um topico importante na analise e no dimensionamento de colunas e
porticos esbeltos, e vem sendo tema de pesquisas, entre as quais podem ser citadas
aquelas realizadas por Trahair (1993); King (1995); Sophianopoulos (2003);
Machado e Cortinez (2007); Au e Yan (2008) e Xu e Wu (2008), Galvao (2004) e
Galvéo et al. (2005, 2010, 2013) dentre outros.

Existem diversas maneiras de considerar a rigidez dos membros conectados

as extremidades de uma coluna. O método mais utilizado em normas de projeto de
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coluna de aco ainda é o conceito de comprimento efetivo. Este conceito foi
introduzido no AISC — American Institute of Steel Construction - em 1963
(ASCE, 1997), para verificagdo da estabilidade de uma barra com restricOes
elasticas a rotacdo nas suas extremidades. Este método utiliza a mesma equagéo
de equilibrio critico que a coluna ideal de Euler (apud Gautschi, 2008), com as
condic¢des de contorno especificas aplicadas, levando a seguinte expressdo para a

carga critica:
2
3 =(7:<—LE)I2 (1.1)
onde EI é a rigidez a flexdo, L € o comprimento da coluna e K é o fator de
comprimento de flambagem efetivo, dependente das condi¢es de contorno da
coluna.

No método do comprimento efetivo de coluna néo se considera os efeitos de
segunda ordem e o fator de comprimento de flambagem efetivo € baseado na
rigidez dos membros adjacentes. Dependendo desta rigidez a estrutura pode ser
classificada como: indeslocavel (Figura 1.1(a)) ou deslocavel (Figura 1.1(b)).
Varios estudos recentes abordam a consideracdo da rigidez dos membros
adjacentes na estabilidade da coluna, dentre eles Hellesland (1998), Mageirou e
Gantes (2006), Iwicki (2010), Hellesland (2012), Webber et al. (2015), Zhuang

(2013) e Kala (2012).

1h6s
Op_zt J O o
=0 /7 6y

164

o/

v
(a) Estrutura indeslocavel (b) Estrutura deslocavel

Figura 1.1: Método do comprimento efetivo de coluna (Canadian Institute of Steel
Construction, acesso em 22 dez. 2017).
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As estruturas deslocaveis sdo, em geral, ndo contraventadas, enquanto as
estruturas indeslocaveis, em que o deslocamento lateral é efetivamente impedido,
sdo, usualmente, contraventadas. A partir de alguns exemplos simples, pode-se
avaliar a influéncia das restri¢cbes ao deslocamento lateral na carga critica de uma
coluna. Como referéncia é utilizada a expressao da carga critica de Euler, em que
considera-se a carga critica de flambagem de uma coluna bi-apoiada de
comprimento L, submetida a uma carga axial P, como obtida por Leonhard Euler

(1707-1783) através da seguinte expresséo:

P, = (1.2)

Entdo, para o caso de uma coluna simplesmente apoiada na base com
diferentes condi¢des de contorno na extremidade superior (Figura 1.2), verifica-se
que se a extremidade superior € livre (Figura 1.2(a)), a carga critica é igual a zero
(estrutura hipostatica); se a extremidade superior tem o deslocamento lateral
impedido (Figura 1.2(b)), a carga critica correspondente a carga critica de Euler
Pe; e para o caso de uma estrutura com uma mola linear de rigidez K; (Figura
1.2(c)) a carga critica tem um valor intermediario entre os dois valores
anteriormente relatados. Seguindo esta mesma linha de raciocinio, apresenta-se na
Figura 1.3 o exemplo de uma coluna engastada na base e com diferentes
condigdes de contorno na extremidade superior. Neste caso, a restricdo ao
deslocamento lateral eleva em mais de oito vezes o valor da carga critica (vide
Figuras 1.3(a) e 1.3(b)). Observa-se assim, que, para estruturas com deslocamento
lateral permitido, a carga critica € bem inferior a carga critica da estrutura com

deslocamento lateral impedido.
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El | L El'|L El | L

\,
Ay /
oy

(@) R =0 (b) P, =7°El /12 =P, (c) 0<P, <P.

Figura 1.2: Cargas criticas para colunas rotuladas na base.

= P P
0 Kt L
v \ > v f
O <
El |L El | L El |L
(@ P, =P./4 (b) P, =2.05P. (c) P /4<P, <2.05P;

Figura 1.3: Cargas criticas para colunas engastadas na base.

A influéncia do contraventamento lateral na capacidade de carga de um
portico simétrico (Figura 1.4) foi estudada em detalhes por Kala (2012). Neste
trabalho considera-se a esbeltez ndo dimensional constante e determina-se todos
0s pares possiveis de comprimento da coluna, h, e rigidez da mola linear
correspondente, K:. Para cada par K: e h determina-se 0 modo de flambagem da
coluna e a carga critica correspondente. Entdo, pode-se determinar uma altura

critica da coluna, L, (correspondente ao valor fixado de esbeltez da coluna) de

forma que se h<L,, a carga critica, F,, € controlada pela rigidez lateral e se

crl?
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h > L, a carga critica, F,

cr2?

é controlada pela rigidez a flexdo. Em ambos 0s casos

a carga de bifurcacdo F_, diminui com o aumento do comprimento das colunas

cr2

do sistema, sendo F

Cl

., = F,. Para certos valores de K e h, as duas cargas criticas

coincidem e pode ocorrer interacdo modal.

h

B

NNy 000

Figura 1.4: Influéncia do contraventamento lateral na capacidade de carga de um pértico
simétrico (adaptado de Kala, 2012).

Para estruturas de multiplos pavimentos, a interagcdo entre uma coluna e o
restante da estrutura, pode ser representada por molas, como ilustrado para a
coluna AB na Figura 1.5. A rigidez da mola lateral K: depende do pavimento no

qual a coluna esta situada. Se K, =c, 0 membro é totalmente indeslocavel. Se
K,=0, o membro € deslocavel. Para um valor intermediario de K ele é
parcialmente deslocavel. Observando a Figura 1.5(b), a rigidez rotacional k, é

igual & soma das rigidezes rotacionais de todos os membros presentes na ligacéo,
exceto a da propria coluna.
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l koa= (K + Ky )y
'

-
| P R i

i ba

b1

l 'l Il— Kog= (K. * kg

(a) Poértico plano

(b) Membro isolado

Figura 1.5: Condic¢des de contorno para elementos inseridos em um pértico plano.
(adaptado de Hellesland, 2012).

Também a restricdo ao deslocamento lateral € importante quando se
consideram efeitos de segunda ordem. A sensibilidade de uma estrutura a efeitos
de segunda ordem é ilustrada na Figura 1.6, onde se apresenta um portico, com
conexdes rotuladas entre vigas e colunas, restringido lateralmente por uma mola
de rigidez Ky, que representa o sistema de contraventamento, e submetido a uma
carga lateral Hi. Os deslocamentos de primeira e segunda ordem sdo denominados
respectivamente &, e J,. Se K: é pequeno, os efeitos de segunda ordem sdo
importantes e, se K: é grande, ha muito pouca amplificacdo devido a forca

horizontal aplicada.

H,

'\a\z'.v oo “\‘5.;\
Oy 0o
|-+

)< -

Kt51=Hl Kt52 =H, +V(é‘z/h)sz

(a) Efeitos de primeira ordem (b) Efeitos de segunda ordem

Figura 1.6: Consideracéao de efeitos de segunda ordem (adaptado de Steel Construction,
acesso em 22 nov. 2017).
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As normas de projeto fornecem, usualmente, férmulas e diagramas
simplificados para determinacdo dos comprimentos de flambagem de colunas
contraventadas. Em outros casos, 0 método do comprimento efetivo de coluna
adota algumas simplificacGes, que podem resultar em imprecisées na estimativa
da capacidade de carga de uma coluna, em particular nos casos onde ndo ha
contraventamento lateral ou este é insuficiente (lwicki, 2010). Existem outros
métodos simplificados como alternativa, como o the storey-based buckling
method, que pode produzir resultados mais precisos (Yura, 1971; LeMessurier,
1977; Xu e Liu, 2002). Nesta linha de raciocinio, estdo incluidos os métodos que
empregam forcas horizontais ficticias para contabilizar os efeitos
desestabilizantes, tais como imperfeicdes geométricas iniciais e tensdes residuais.
Este método é utilizado nas normas australiana (AS4100, 1990) e canadense
(CSA-A16.1, 1994), além do codigo europeu prEN 1993-3 (2003). A atual norma
brasileira de estruturas de aco NBR 8800:2008, a norma americana de perfis
pesados (AISC, 2005a) e a norma americana de perfis formados a frio (AISI,
2006), utilizam uma versdo modificada do método das forgas horizontais ficticias,
proposta por Hajjar e White (2000), para avaliar a instabilidade de porticos
planos.

Nas estruturas reais, entretanto, investigacGes experimentais tém
demonstrado que a maioria das conexdes entre os elementos estruturais metalicos
devem ser tratadas como ligagdes semi-rigidas, usando curvas momento-rotacao
para descrever o seu comportamento. Torna-se necessario, portanto, incorporar o
efeito da resisténcia e da flexibilidade (ou rigidez) da ligacdo na analise do
sistema estrutural e dessa forma representar o comportamento verdadeiro do
portico. Entre os trabalhos surgidos nos Gltimos anos que tratam da analise nao
linear estatica de pdrticos com conexdes semi-rigidas pode-se citar Sekulovic et
al. (2002), King (1995), Chen e Kishi (1989); Abdalla e Chen (1995), Galvao
(2004) e Galvéo et al. (2005 e 2010).

De maneira geral, para estruturas aporticadas esbeltas, sujeitas a nao
linearidade, o comportamento pos-critico é afetado pelos membros adjacentes e
pode incluir a existéncia de multiplas configuragdes de equilibrio (estaveis e
instaveis) e de pontos de maximo e minimo ao longo do caminho ndo linear de
equilibrio (pontos limite) onde a estrutura pode apresentar saltos dindmicos. Esse

€ 0 caso dos porticos em L e dos porticos que formam a estrutura de telhados.
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Os porticos em L sdo conhecidos na literatura como porticos de Roorda, que
analisou experimentalmente o comportamento pds-critico desta estrutura (Roorda,
1965). Koiter (1967), Roorda e Chilver (1970), Rizzi et al. (1980) e Bazant e
Cedolin (1991) determinaram a inclinacdo e a curvatura inicial da resposta pos-
critica do portico de Roorda. Esses dois parametros sdo suficientes para
caracterizar o tipo de bifurcacdo, podendo ainda ser usados para estimar a
sensibilidade da estrutura a imperfeicdes. Essas solucGes aproximadas podem,
entretanto, descrever somente a regido inicial do comportamento pds-critico do
portico e sdo incapazes de descrever o comportamento do pértico sob grandes
deslocamentos ou com grandes imperfeic@es iniciais (Galvao, 2004).

Galvdo et al. (2005) conduziram uma analise paramétrica detalhada da
influéncia do contraventamento lateral no pértico de Roorda, usando uma
formulagdo n&o linear de elementos finitos, considerando quatro diferentes
condicdes de apoio na extremidade da viga (Figura 1.7(a)). Na Figura 1.7(b) estao
representados os caminhos pdés-criticos para 0s quatro casos considerados e na
Figura 1.7(c) sdo ilustradas configurages deformadas dos porticos considerando
rotacOes positivas e negativas da extremidade superior da coluna. Como se pode
observar, as restricdes laterais tém grande influéncia ndo s6 na carga critica, mas
também no caminho pos-critico do portico. Os resultados evidenciam mais uma
vez a importancia das restricdes ao deslocamento lateral no comportamento da
estrutura, levando o apoio C a menor carga critica e a uma acentuada declividade
inicial do caminho pos-critico.

A influéncia da excentricidade da carga P (aplicada a esquerda ou a direita
do eixo da coluna, Figura 1.7(a)), para as diferentes condi¢bes de contorno, é
mostrada na Figura 1.8. Analisando essas figuras pode-se constatar que, de um
modo geral, o portico exibe uma capacidade de carga Piim inferior a Per; €, quanto
maior a imperfei¢do, ou inclinacdo inicial do caminho pds-critico, menor € Piim,

indicando que o sistema estrutural é sensivel a imperfeicdes.
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Figura 1.7: Influéncia das condi¢des de contorno da viga na carga critica e no
comportamento pos-critico da estrutura (adaptado de Galvéo et al., 2005).
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Figura 1.8: Influéncia da posi¢éo de carregamento na resposta nao linear da estrutura
para quatro condi¢cdes de contorno da viga. (adaptado de Galvéo et al., 2005).
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Silvestre e Camotim (2000) conduziram um estudo em pérticos que formam
a estrutura de telhados (pitched roofs). Inicialmente um modelo conceitual com
dois graus de liberdade é analisado e posteriormente sdo obtidos os resultados
analiticos e numéricos (método dos elementos finitos) para estruturas reais. Este
tipo de estrutura apresenta dois modos de flambagem: um simétrico e um
antissimétrico (Figura 1.9), ambos apresentam deslocamento lateral, e pode
ocorrer interacdo modal entre estes. Verifica-se que o sistema estrutural é sensivel

a imperfeicdes que podem ocasionar o efeito snap-through.

(a) simétrico (b) antissimétrico

Figura 1.9: Modos de flambagem tipicos em pérticos de telhados. (adaptado de Silvestre
e Camotim, 2000).

Portanto, é necessario desenvolver uma abordagem eficaz para determinar a
estabilidade destas estruturas sujeitas a ndo linearidade geométrica e imperfeicdes,
a fim de assegurar sua seguranca durante toda sua vida operacional, com intuito
de evitar consequéncias catastroficas.

Assim, a compreenséo do fendmeno de perda de estabilidade em sistemas
estruturais passa pela determinacdo da carga critica e do modo critico, da solucéo
pré-critica (solucdo fundamental) e das solugbes pos-criticas e solucdes
secundarias, além do estudo da sensibilidade a imperfeicGes. A andlise pos-
flambagem, baseada no trabalho de Koiter (1967) e amplamente estabelecida
pelos trabalhos de Croll e Walker (1972); Thompson e Hunt (1973); Hutchinson
(1974) e Bazant e Cedolin (1991), mostra como esta analise pode auxiliar na
compreensdo do comportamento ndo linear de estruturas suscetiveis a flambagem.
Isto é de fundamental interesse em estruturas sensiveis & imperfeicdo como
aquelas que apresentam bifurcacdo simétrica instavel e bifurcagdo assimétrica,
pois estas podem sofrer flambagem para valores inferiores a carga critica tedrica
devido ao efeito de imperfei¢cbes iniciais, excentricidades de carregamento e/ou

perturbagdes dinamicas.
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Para niveis de carregamento inferiores a carga critica, tais sistemas exibem
mais de um ponto de equilibrio, sendo a posicdo de equilibrio estavel pré-
flambagem rodeada por pontos de sela, pontos de equilibrio instavel, que definem
a fronteira do vale potencial pré-flambagem. Assim, se as perturbac6es
ultrapassarem a fronteira do vale pré-flambagem, a resposta pode divergir para
uma nova posicdo de equilibrio ou para infinito. Esta regido segura decresce com
0 aumento da carga estatica e se torna nula no ponto critico. Portanto, a carga
critica € apenas um limite superior da capacidade de carga da estrutura. As
imperfeicbes diminuem a carga de flambagem e ao mesmo tempo mudam a
topologia da energia potencial do sistema, diminuindo a regido segura, mudando
consequentemente seu comportamento dindmico ndo linear e sua estabilidade
global (Goncalves et al., 2007). O comportamento deste tipo de estrutura pode
tornar-se ainda mais complexo se houver frequéncias naturais coincidentes ou
quase coincidentes, levando o sistema a uma possivel ressonancia interna (Del
Prado, 1999 e Gongalves e Del Prado, 2005).

Outra motivacdo para o0 estudo da estabilidade estatica e dindmica de
estruturas aporticadas é a influéncia do acoplamento modal em sistemas
estruturais com varios graus de liberdade, que podem influenciar de forma
significativa o comportamento e a capacidade de carga da estrutura. O
acoplamento modal ou interacdo modal acontece quando a diferenga entre as
cargas criticas associadas a diferentes modos de flambagem é muito pequena ou
nula, dando origem, através da ndo linearidade, a solugdes pos-criticas acopladas,
usualmente instaveis e com comportamento muitas vezes distinto do
comportamento associado as solugdes desacopladas.

Hoje é bem conhecido que dois modos de bifurcacdo estaveis podem gerar,
por interacdo, um comportamento pds-critico completamente instavel com grande
sensibilidade as imperfeicdes geométricas. Neste campo destacam-se as pesquisas
de Koiter (1967); Chilver (1967); Thompson e Hunt (1973); Johns (1974), Cowell
e Hunt (1985), Hunt et al. (1986), Gioncu (1994a, 1994b), Gioncu et al. (1992);
Dubina e Ungureanu (2014) e Hancock (2017), dentre outros.

Outra caracteristica usual de estruturas com acoplamento modal é a
existéncia de diversas simetrias (Hunt et al., 1986). Sistemas estruturais perfeitos
apresentam certas caracteristicas de simetria, havendo uma tendéncia para que

esta simetria seja mantida ao longo do caminho fundamental de equilibrio. A
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simetria do sistema fisico leva a uma simetria dos modos cléssicos de bifurcagéo,
ja que amplitudes iguais e opostas geram uma mesma configuracdo deformada,
exibindo o mesmo valor de energia potencial total (Del Prado, 2001).

Uma das exigéncias no estudo do acoplamento modal € que o modelo
utilizado possua um nimero de graus de liberdade que sejam capazes de descrever
qualitativa e quantitativamente o comportamento nao linear do sistema estrutural.
Este fendmeno foi investigado por varios autores que seguiram duas linhas de
pesquisa principais: a primeira baseada no “fenomeno de localizagdo”, em que 0s
trabalhos de pesquisa de Hunt (1989) e Luongo (1991) sdo exemplos deste tipo; a
segunda refere-se a quebra de simetria no caso de instabilidade acoplada, estudada
por Hunt (1982 e 1986), Hunt e Burgan (1985) e por Luongo e Pignataro (1992).
A interacdo de dois modos apresentando bifurcacdo simétrica estavel produz uma
bifurcacdo assimétrica ou simétrica instdvel como resultado desta quebra de
simetria e um aumento na sensibilidade a imperfeicdes.

Gioncu (1994) apresenta diversos modelos conceituais para explicar 0s
diferentes tipos de acoplamento modal. Usando estes modelos, os fendmenos de
instabilidade podem ser descritos com apenas alguns pardmetros e poucos graus
de liberdade, mantendo, entretanto, suas caracteristicas fundamentais. Assim, o
comportamento de uma estrutura complexa € equivalente, em esséncia, ao
comportamento de um modelo mais simples. Existem dois tipos de modelos: os
modelos fenomenoldgicos, que ndo apresentam semelhanca fisica com a estrutura
(Tabela 1.1) e os modelos estruturais, que simulam o comportamento das

estruturas nos aspectos mais importantes (Tabela 1.2).
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Tabela 1.1: Modelos Fenomenoldgicos (adaptado de Gioncu, 1994a).

Autor Ano Modelo Tipo de Instabilidade
Koiter 1962 W{O Semi-simétrica
'
Augusti 1964 tk Dupla-simetria
) § § Semi-simétrica
Chilver 1966 ) )
Dupla-simetria
Thompson Semi-simétrica
1977
e Gaspar
Semi-simétrica
Gaspar 1977 ) )
Dupla-simetria
Gioncu - . .
1979 % Dupla-simetria
Ivan
i
Luongo - uase-simétrica
_ : 1989 N _ )
Pignataro Assimetria oculta
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Tabela 1.2: Modelos Estruturais (adaptado de Gioncu, 1994a).

Autor Ano Modelo Tipo de Instabilidade
Croll 1975 p.e Flambagem global e
- local
Budiansky- Flambagem global e
BT 1979 1 M3
Hutchinson local
Hunt — / )
o 1984 Efeito de loop
Williams
Assimetria oculta em
Hunt - )
1985 flambagem plastica
Burgan
Menken — Flambagem local e
1989
Stallenberg lateral
Flambagem localizada
Hunt 1989 s
g 3 padrao
Raithel e Flambagem global e
1994
Clemente lateral
) Flambagem elasto-
Gioncu 1992

plastica
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Na literatura encontram-se alguns outros modelos simplificados com
interacdo modal, tais como: Thompson e Hunt (1984), EI Naschie (1990), Hansen
(1977), Hunt et al. (1979), Silvestre e Camotim (2000), Sophianopoulos (2007) e
Teng e Hong (2006).

Dentre os modelos fenomenoldgicos destaca-se 0 modelo de Augusti
(Augusti, 1964) que representa uma grande classe de problemas que apresentam
acoplamento modal, cujo estudo foi amplamente detalhado por Croll e Walker
(1972), Bazant e Cedolin (1991), Raftoyiannis e Kounadis (2000) e Orlando
(2010), dentre outros. Este modelo apresenta duas cargas criticas iguais associadas
a dois modos de flambagem distintos. Quando considerados desacoplados, esses
modos levam a um comportamento pos-critico estavel (bifurcacdo simétrica
estavel). Porém, quando se considera o acoplamento entre os dois modos, as
solucdes pds-criticas desacopladas tornam-se instaveis e surgem novas solugdes
pos-criticas instaveis que passam a definir o comportamento estatico e dinamico
da estrutura para cargas inferiores a carga critica.

Dentre os modelos estruturais destaca-se 0 modelo de Raithel e Clemente
(1994) que considera a interacéo entre a rigidez a flex&o e a rigidez lateral de um
sistema de dois graus de liberdade (vide Tabela 1.2). O modelo apresenta duas
cargas criticas que podem coincidir dependendo do parametro de rigidez relativa.
Dependendo da rigidez relativa, podem surgir diversas solugdes pds-criticas
instaveis devido ao acoplamento modal. Entretanto os autores apresentam apenas
as cargas e modos de bifurcacdo deste modelo e comentam sobre a possivel
interacdo modal.

Embora existam muitos trabalhos publicados sobre acoplamento modal, a
grande maioria das investigacdes estd limitada a analise destas estruturas sob
cargas estaticas. A analise da instabilidade dindmica, apesar de sua grande
importancia para engenharia estrutural, tem recebido pouca atencdo na literatura.

No ambito da dindmica ndo linear de sistemas com interacdo modal e
sujeitos a bifurcagdes instaveis, destaca-se o trabalho recente de Orlando (2010),
que, usando as ferramentas da dindmica nao linear, estudou a instabilidade estatica
e dindmica do modelo de Augusti (1964) e do modelo proposto por Thompson e
Gaspar (1977) para uma torre estaiada (ver Tabela 1.2). Em particular foi
estudada, com base na evolucdo de bacias de atracdo, a variacdo da regido segura

da solugdo fundamental delimitada pelas variedades instaveis dos pontos de sela
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das solucdes pos-criticas. Porém, muitas vezes, a identificacdo desta regido segura
ndo é trivial, particularmente quando se tem a presenca de imperfeicOes
geométricas e perturbacdes dindmicas (Orlando, 2010). Orlando et al. (2011,
2013a, 2013b) mostraram como o acoplamento modal pode influenciar o
comportamento destes modelos sob cargas dinamicas, a multiplicidade dos modos
ndo lineares de vibragdo, que pode ser maior que o0 numero de graus de liberdade,

e as possiveis ressonancias internas.

1.1.
Objetivo

Este trabalho se insere na linha de pesquisa de Instabilidade e Dinamica de
Estruturas do Departamento de Engenharia Civil e Ambiental da PUC-Rio.
Encontram-se na literatura poucas referéncias sobre interacdo modal de estruturas
aporticadas esbeltas. Com o objetivo de estudar a interacdo entre a flambagem por
flexdo e a flambagem lateral desta classe de estruturas, o presente trabalho analisa
de forma detalhada, usando as ferramentas da teoria da estabilidade de estruturas e
da dindmica nao linear, 0 modelo simplificado proposto por Raithel e Clemente
(1994) sob cargas estaticas e dinamicas. Pretende-se, com isto, fornecer uma
contribuicdo adicional ao entendimento da instabilidade estéatica e dinamica de
sistemas estruturais sujeitos ao fenbmeno de acoplamento modal. O
comportamento dinamico ndo linear de estruturas com interacdo modal ainda nao
estd totalmente entendido e novos fendmenos estdo ainda sendo ou por serem
descobertos. Recentemente, devido aos avangos tedricos e numéricos na area de
dindmica nao linear, tornou-se possivel estudar estes fendBmenos nao lineares com

uma maior profundidade.

1.2.
Organizacéao do Trabalho

O presente trabalho constitui-se de sete capitulos, incluindo este de
introducdo, onde sdo apresentados conceitos basicos, revisdo bibliogréafica e
objetivos da dissertacgéo.

No capitulo 2, apresenta-se a formulacdo matematica utilizada para

descrever o comportamento dinamico ndo linear do modelo de Raithel e
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Clemente. S&o apresentadas as formulagdes para a analise estatica e dinamica,
considerando a influéncia da rigidez relativa das molas e o efeito de imperfeicdes
geomeétricas.

O capitulo 3 mostra uma andlise minuciosa da estabilidade estatica do
modelo em estudo, com énfase na influéncia do acoplamento modal e das
imperfei¢cGes nos caminhos de equilibrio pré e pds-criticos, em sua estabilidade e
na topologia da superficie de energia potencial, que governa o comportamento
dindmico da estrutura.

No capitulo 4, apresenta-se o comportamento dindmico do modelo em
vibracdo livre. Inicialmente sdo determinadas as frequéncias naturais e 0os modos
lineares de vibracdo. A seguir, estuda-se, usando-se o0 principio da conservacao da
energia, a influéncia do acoplamento modal na regido segura pré-critica.
Finalmente, é identificada a relacdo frequéncia-amplitude, informacao
fundamental para a compreensao da dindmica sob vibracdo forcada.

No capitulo 5, apresenta-se 0 comportamento dindmico e instabilidade
paramétrica do modelo sob um carregamento axial harménico (vibragao forcada).
A influéncia do acoplamento modal € estudada através das fronteiras de
estabilidade, das bifurcagdes associadas a estas fronteiras e da evolugéo das bacias
de atracdo.

No capitulo 6, apresenta-se o comportamento dindmico do modelo sob
vibragdo forgada, gerada por uma excitacdo de base. Novamente a influéncia do
acoplamento modal é estudada através das fronteiras de estabilidade e das
bifurcagdes associadas a estas fronteiras.

Finalmente, no Capitulo 7, sdo apresentadas as conclusdes, bem como

algumas sugestdes para trabalhos futuros.
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Formulac&o do Problema

2.1.
Modelo de Raithel e Clemente

Neste capitulo é apresentada uma analise detalhada do modelo conceitual
apresentado por Raithel e Clemente em 1994 (Raithel e Clemente, 1994). Esse
sistema estrutural discreto é formado por duas barras rigidas de comprimento 1/2
cada, conectadas entre si por uma mola de rigidez rotacional com rigidez

constante, K_. Esta estrutura € rotulada na extremidade inferior e apoiada

re

lateralmente na extremidade superior por uma mola translacional de rigidez

constante, K,. A Figura 2.1 apresenta 0 modelo estudado e as variaveis que o

caracterizam.

P
K <
Q O
A AA e —— A
&) ‘
/2 !
QDK
/2
(W
(a) Modelo indeformado (b) Modelo deformado

Figura 2.1: Modelo de Raithel e Clemente perfeito.

Na Figura 2.1, P é a carga axial na extremidade superior do conjunto, A €é

0 deslocamento vertical do topo da estrutura, &, o deslocamento horizontal do


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1613059/CA


PUC-Rio- CertificacaoDigital N° 1613059/CA

40

topo da coluna e 6, e €, séo as rotagdes das barras, sendo estas as coordenadas

generalizadas que representam os dois graus de liberdade do sistema.

(a) Configuracéo inicial indeformada (b) Configuracéo final deformada

Figura 2.2: Modelo de Raithel e Clemente com imperfeicdo geométrica.

Considerando-se a existéncia de imperfeicGes geométricas iniciais na
formulacdo do problema, tem-se que a configuracdo inicial indeformada do

sistema passa a ser definida pelos angulos é,, e 6,,, como mostra a Figura 2.2(a).

A configuracéo final deformada € apresentada na Figura 2.2(b).

A partir das Figuras 2.1 e 2.2, pode-se escrever que:
5r = (02 _91)_(‘920 _910) (2-1)
onde o angulo &, representa a deformagéo da mola rotacional.

Observando a Figura 2.2, tem-se que a deformagdo da mola no topo da

coluna é dada por:

S, = IE[(senH1 +send,) — (send,, +senb,,)] (2.2)
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2.1.1.
Energia Cinética

A energia cinética é obtida pelo somatdrio das energias cinéticas das duas

barras rigidas. As barras ttm massa por unidade de volume p e area da secéo

transversal A.

Figura 2.3: Modelo para obteng&o da energia cinética. Modelo de Raithel e Clemente
perfeito.

Considerando em cada barra um elemento infinitesimal de comprimento ds,
como representado na Figura 2.3 e tendo como referéncia a posi¢éo inicial da

estrutura perfeita, tem-se que a energia cinética total pode ser escrita na forma:

|/z1 1/2
_ [t L2 .2
T= IZPA(Xl +Y, )ds+£

0

1 . .
EPA(Xzz + yzz)ds (2.3)
onde X, e y, sdo as componentes de velocidade referentes, respectivamente, aos

deslocamentos x; e y, de cada elemento infinitesimal de massa pAds.

Da Figura 2.3, tem-se que:
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X, = ssené, (2.4a)
X, = Iasenﬁ1 +ssend, (2.4b)
Yy, = SC0SH, (2.4c)
y, = IEcosel +SC0s6, (2.4d)

Por fim, derivando as expressoes (2.4) com relagdo ao tempo e substituindo
essas componentes de velocidade na expressdo (2.3), obtém-se a energia cinética

em termos dos graus de liberdade 6, e 6,, a saber:

T= % AI3’(36'?16'?2 cosé, cos, +36,6,send,send, + (0,)* +4(6,)%) 2.5)

2.1.2.
Energia Potencial Total

A energia potencial total é dada pela soma da parcela da energia interna de
deformacéo e o potencial gravitacional das cargas externas.

Considerando a coluna imperfeita, tem-se que a parcela da energia interna
de deformacdo, U , e a parcela do potencial gravitacional das cargas externas, V ,

sdo dados por:

1 1
u=> K,s,° +s K,5,” (2.6a)

V =PA (2.6b)

A variavel A representa o deslocamento vertical da carga na estrutura
imperfeita e pode ser calculado como a diferenca entre o deslocamento vertical,
A, , devido a imperfei¢cdo geométrica e o deslocamento vertical total medido em
relacdo a configuracdo indeformada da coluna perfeita (posicdo de referéncia),

A,,istoé, A =A,—A, . Estas parcelas sdo dadas por:


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1613059/CA


PUC-Rio- CertificacaoDigital N° 1613059/CA

43

A = IE(cosé?l +€0s6,) (2.7a)
I
A, = E(COS% +C0S0,,) (2.7b)
Utilizando as expressdes (2.6), (2.1), (2.2) e (2.7), a energia interna de

deformacédo, U, e o potencial gravitacional das cargas externas, V , sdo dados

por:

1
U= E K, [(‘92 - 91)_ (920 - 910)]2
L . (2.8a)
+5K, {E [(send, + send, )—(send,, + send,, )]}
V= PIE[(cosé'10 +C0s6,, )—(cosé, +cosé, )] (2.8b)

Assim, a energia potencial total do sistema imperfeito pode ser escrita em

termos dos graus de liberdade 6, e 6, como:

1
[I=U-V= EKr[(ez _91)_(‘920 _‘910)]2
1.l ’
+5 K, {E [(send, +send,)—(send,, + send,, )]} (2.9)
- PIE[(cosé’10 +¢0s6,, ) (cosé, +cosé, )]

Admite-se, ainda, que a rigidez da mola rotacional pode ser escrita em

funcdo da rigidez da mola translacional, de forma que:
K, =oK,I? (2.10)
onde a variavel « representa o fator de proporcionalidade entre as rigidezes. Para

simplificar a formulacdo, admite-se que a carga axial, P, é funcdo de um fator de

carga A, da forma:
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P =K, (2.11)

Desta forma, a energia potencial total do sistema imperfeito pode ser escrita

em uma forma adimensional, em funcdo dos parametros « e A, como:

[1= %0([(92 - ‘91) - (620 - 610)]2
+%{%[(sin6’l +sind,) — (send,, +senz920)]} (2.12)

- ﬂ%[(cosé?10 +C0s6,,) —(cosé, + cosb,)]

onde @ =K, /K,1* e 1=P/K,I.

2.1.3.
Amortecimento

Para a analise do sistema dindmico é necessaria a escolha de um modelo de
amortecimento com a finalidade de entender como a energia mecanica é dissipada
e sua relagdo com a velocidade e a amplitude de vibragdo. Dentre os modelos
ideais, tem-se 0 chamado amortecimento viscoso onde a forca de amortecimento é
proporcional a velocidade do sistema.

A Figura 2.4 apresenta o sistema de amortecimento utilizado, formado por
dois amortecedores discretos.

G, :
= ) 0
M= | - -
L
12 ()
05
N 12
®)iTe -
4 O
//2 ()1
12
(a) Modelo indeformado (b) Modelo deformado

Figura 2.4: Sistema de Amortecimento. Modelo de Raithel e Clemente perfeito.
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Para se considerar o amortecimento, adiciona-se ao funcional de energia a

funcdo de dissipacao de Rayleigh:
E= %cﬂiz + %025’2 (2.13)

onde ¢ e & sdo as componentes de velocidade referentes aos deslocamentos ¢ e

o dos amortecedores.

Da Figura 2.4, tem que:

$=0,-0, (2.14a)

0= lz(sené’l +send,) (2.14b)

Por fim, derivando (2.14) em relagdo ao tempo e substituindo estas
componentes de velocidades na expressao (2.13), obtém-se a funcéo de dissipacéao

de Rayleigh em termos dos graus de liberdade &, e 6,:
1., . 1.(1. | . 2
E= E01(6'2 -0))? +§C2(E 6, coso, +§¢92 cosezj (2.15)

onde C; sdo os coeficientes de amortecimento, que podem ser expressos em
termos dos fatores de amortecimento, ¢&;, e das frequéncias naturais do modelo,

o; (Chopra, 2007), de acordo com as seguintes relagdes:

C
208, = —— 2.1
C,L?

YVE

20E, (2.16h)
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2.1.4.
Funcéo de Lagrange

Com base nas expressdes da energia cinética (2.5), da energia potencial total
(2.8) e do amortecimento (2.15), tem-se que a funcdo de Lagrange do modelo

discreto, L=T + E —TIT, é dada por:

L= 4i8 Al 3(39192 cosé, cosé, +36,6,send;send, + (6,)> +4(6,)°)

1 . 1 | . | . 2

+ECI(92 -6,)* +§C2(591 cosd, +§HZ cos@zj
1

_E Kr[(ez - Hl) - (920 - 010)]2 (217)
1

2
-5 K, {IE[(senH1 +send,) —(senb,, + sené?zo)]}

+ PIE[(COSQN +C0s6,,) — (cosd, +cosb,)]

onde 6, sdo as coordenadas generalizadas, 6, as velocidades generalizadas,

dL/26 = p, as forcas generalizadas e 6L/d6, = p, as quantidades de movimento

generalizadas.
Cabe aqui lembrar que as imperfei¢cBes ndo influenciam a energia cinética
nem a funcdo de dissipacdo de Rayleigh, ja que as derivadas dos termos contendo

a imperfeicdo com relagcéo ao tempo sé&o nulas.

2.1.5.
Equagdes de Movimento

As equacdes de movimento sdo obtidas usando o principio de Hamilton. As
equacOes diferenciais de Euler-Lagrange, em termos de um conjunto de

coordenadas generalizadas q;, sdo dadas por:

d o) _am , am &) _,

dt 4, oq aq aq (2.18)
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Com base nas expressdes (2.17) e (2.18), obtém-se as seguintes equagdes de

movimento em termos das coordenadas generalizadas 6, e 6,:

1 6, + 1 d,send,send, + %ézcosﬁlcose2

oAl © 1 1
+ T (6,)%send,coso, — T (0,)%cosd,send,

2

~-C,(60,-6,)+C, IZ(Q1 cosd,” + 0, cosb, cos,) (2.19a)

2

K.l
+ ; (cos@;send, + cos;send, ) + K, (6, — 6,)

—ElsenHl =0
2

iéz + iélsenelsene2 + i910034910056?2
PAI® 24 6 16

- % (6,)%send,cosd, + % (6,)?cosb,send,)

2
+C,(0,-6,)+C, Iz(él cosd, cosb, + 6, cosb,’) (2.19b)
2

K.
+ :1 (cosf,send, + cosd,send,) + K, (6, +6,)

_P Isend, =0
2

onde se observam ndo linearidades geométricas e inerciais. Realizando uma

mudanca da variavel tempo, de forma que:

=t (2.20)

e adotando-se o parametro de frequéncia:

Apl®

@ (2.21)

pode-se, utilizando as equacdes (2.10), (2.11), (2.16), (2.20) e (2.21), obter as

equacOes de movimento adimensionais, a saber:


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1613059/CA


PUC-Rio- CertificacaoDigital N° 1613059/CA

d? d? d’
1 ‘Zl +— 1 92 send,send, +i—€zcosé7lcosé72
6 dz° 16 dr 16 dr

do, \’ do, \’
+i(ﬁj seng,coso, —%(%) cosé,send,

dr T

deé, dé,
-2 ———=|+2 —cos¢9 —cosH cosé
él( dr drj §2Kdr ’ dr

+ %(coselsenéll +cosé,send, )+ a(6, - 6,)

—l/lsenel =0

2

2 2 2
1d '922 +id 921 send;send, +iol 021 c0s6,€0s6,
24 dr 16 dr 16 dr
2 2

—i % senelcos6’2+i % cosé,send,

16\ dr 16\ dr
+2§1(d9 a6, J 252( L cosé, cosd,

dr dr

+ % (cosb,send, + cosd,send,) + a (-6, + 6,)

—E/ISené?2 =0
2

)

)

(2.22a)

(2.22b)

48
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Analise Estatica

A andlise estética, apresentada a seguir, mostra a influéncia das diferentes
variaveis que governam o comportamento do modelo, com énfase na influéncia da

rigidez relativa das molas e nos efeitos das imperfeicdes geomeétricas iniciais.

3.1.
Modelo de Raithel e Clemente Perfeito

Partindo da equagdo (2.12) e assumindo que 6,, =6,, =0,tem-se para

energia potencial total do modelo perfeito:
2
1= %a(ez ~6,)" + %B (send, + sen@z)} —~ /1[1—%0036*1 —%cos@zj (3.1)

De acordo com o Principio da Energia Potencial Estacionaria, a energia

potencial do sistema é sempre um extremo em um estado de equilibrio, ou seja:

8_H:0qi =12 (3.2)
aq;

onde IT=U +V ¢é a energia potencial total e g, =6,

Assim, derivando (3.1) em fungdo das coordenadas generalizadas 6, e 6,,

tem-se o sistema de equagdes ndo lineares de equilibrio:

—a(f,-0)+ %E (sené, + senez)} cosé, — A%sen@l =0 (3.3a)

a8, -6,)+ %B (sené, + sen@z)} cosé, — A%sen@2 =0 (3.3b)
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O sistema homogéneo (3.3) admite sempre a solugéo trivial:
6, =6, =0, paratodo A, (3.4)

que corresponde a posicgdo inicial de equilibrio cuja estabilidade se deseja analisar

(caminho fundamental de equilibrio).
A partir das equacgdes de equilibrio linearizadas (sené, =6, e cos@, =1) e

resolvendo o problema de autovalor resultante, tem-se que as duas cargas de

bifurcacdo sdo dadas por:

4 =10, P =kl (3.53)
A=4a, P,=4k /I (3.5b)

A Figura 3.1 mostra a variagdo das duas cargas em funcdo do fator de

proporcionalidade entre as rigidezes, « .

1,2 — /
1

0.8 —

< 0,6 4

Acr,
Acr,

0 \ * 1 ' |

o

Figura 3.1: Variacdo das cargas de bifurcacdo. Modelo de Raithel e Clemente perfeito.

Verifica-se que para «, =1/4 as duas cargas criticas coincidem e, portanto,

pode ocorrer interacdo modal (4, =10). Para ¢ < ¢, , A, =4, ou seja, a carga

cr

critica cresce linearmente com o até atingir o valor unitario. Para a > a,,

4y =10.
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A Figura 3.2 apresenta as formas dos modos criticos (autovetores) em
fungdo de «,. Para a<a,, obtém-se o autovetor v,=[6, -4, ou
seja, 8, =—0,. Neste caso a estrutura apresenta um modo critico tipico de flexao,
sem deslocamento no topo, onde apenas a mola rotacional sofre deformacédo. Para
a > a,, obtém-se o autovetor v, =[4, @], ou seja, €, = 6,. Neste caso a mola
rotacional ndo se deforma e a estrutura apresenta uma flambagem lateral como um
Gnico corpo rigido. Lembrando que « = Kr/KtIZ, tem-se que, para «, =1/4,
K, =K,I?/4.Quando K, ultrapassa este valor, a flambagem lateral ocorre antes

da flambagem por flexdo. Para o = &, ha uma singularidade e qualquer autovetor

é solucdo do problema de autovalor.

0.8 — 0.8 -

0.6 0.6 —
L
0.4 —

0.4 —

02 | 02— O

0 02 0.4 0.6 0.8 1
0

@ a<a, =>v,=[0, -4 b a>a, =>v,=[g, 6]

Figura 3.2: Formas dos modos criticos. Modelo de Raithel e Clemente perfeito.

Substituindo-se a forma do modo critico nas equacdes diferenciais nao
lineares de equilibrio, observa-se que as equacfes sdo desacopladas, resultando

nas seguintes equacdes nao lineares associadas as cargas criticas:

a<a,, 0,=-6, = dabd,—send, =0; A=4ab,send, (3.6a)

a>a,, 6 =60, =cosf,—1=0;, A=cosb, (3.6b)

que descrevem os caminhos pés-criticos do sistema desacoplado.
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A equacdo (3.6a) corresponde a um exemplo classico de uma bifurcacdo
simétrica estavel (Figura 3.3(a)), enquanto a equacdo (3.6b) corresponde a um
exemplo classico de uma bifurcacdo simétrica instavel (Figura 3.3(b)), como
mostram Croll e Walker (1972); Thompson e Hunt (1973) e Bazant e Cedolin
(1991).

2 2
1,5 1,5
A o1- " Ao 1-
0,5 - 0,5 -
O T | T ‘ T ‘ T T ‘ T ‘ T ‘ T | O \", T | T ‘ T T | T ‘ T “ T |
2 -15-1 050 05 1 15 2 2 -15 -1 -050 05 1 15 2
e1 el
(@ a<a, = A=4a6,/send, (b) a > a, = 1 =c0s6,

Figura 3.3: Formas dos modos criticos, para a=0,10. Modelo de Raithel e Clemente
perfeito. 1, =1,0.

Entretanto, além das duas solu¢6es ndo lineares desacopladas mostradas em
(3.6), o sistema ndo linear (3.3) apresenta, para valores de « <« , quatro
caminhos de equilibrio adicionais acoplados (¢, #0 e 8, #0). Para valores de

a2z a,, o sistema (3.3) ndo apresenta as solugdes acopladas.

3.1.1.
Estabilidade das Posi¢cdes de Equilibrio

Para verificar se uma posicdo de equilibrio é estavel ou instavel é necessario
avaliar a segunda variacdo da energia potencial, proveniente da expansdo da
equacdo (2.12) em séries de Taylor até o termo de segunda ordem que resulta na

seguinte forma quadratica:
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52(1T) =Z§qi{§j:a§; 5qj} (3.7)

A estabilidade de um ponto critico € determinada pelos autovalores da

matriz Hessiana, H, formada pelas derivadas parciais segundas em relacdo as
coordenadas generalizadas, ;. Caso a forma quadratica seja positiva definida
(autovalores positivos), o equilibrio é estavel, caso contrario, o estado de
equilibrio é instavel.

Os autovalores (7,) da matriz Hessiana séo obtidos do sistema homogéneo:
det[H - A ]=0 (3.8)

onde | € a matriz identidade de mesma ordem que a matriz Hessiana.
No Apéndice A apresentam-se 0s autovalores oriundos da expressdo (3.8)
para « =010, « =015, « =0,20, « =0,25 ¢ a =0,30.

3.1.2.
Caminhos N&o Lineares de Equilibrio

As Figuras 3.4, 3.6, 3.8, 3.10 e 3.12 mostram a solu¢do fundamental
(6,=6, =0) e os caminhos ndo lineares de equilibrio para « =010, a =0,15,
a =020, a=0,25 e a =0,30, respectivamente. Uma melhor compreensao das

diversas solucdes é dada pelas Figuras 3.5, 3.7, 3.9, 3.11 e 3.13, que mostram 0s
caminhos pos-criticos projetados em trés planos ortogonais.

Verifica-se que, em todos os casos, 0 caminho fundamental de equilibrio é
estavel até a carga critica estatica (4, ) e que ha a presenca de dois caminhos pds-
criticos: um caminho ascendente (em vermelho) a —45° associado com o
autovalor A, =4« e um caminho descendente (em azul) a +45° associado com 0
autovalor 4, =1,0, correspondentes as solu¢bes desacopladas nos modos de

vibragédo (expressoes (3.6)).
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A 1.| Desacoplado ® [

’ . \
LT N
,‘"' o ‘-_: \~‘\
rr - LI
05 "/',, } vt Acoplado
’/ ', .- -, “sa. .
l’ 4" heS h "I[f
0L | *"Fundamental N 522'
‘2_1.“%/ A
)5 2‘1’5‘10\1““‘. [.\:0‘500’5
%05 1[5 T ;,1,5] 0,
01 2 2,5,

Figura 3.4: Caminhos pos-criticos, o = 0,10. Modelo de Raithel e Clemente perfeito.
Ay =04.

Fundamental Fundamental Desacoplado
« Acoplado

Desacop\ado LS Desmpadn R
2N\
] N Ll ,» Desacoplado
1 Y
o] W

"_‘ Desacoplado ;_._’ Desacoplado -1

", Acoplado " K % " Acoplado 5 :
. o h ,' s N " Fundamental ~ ,.*

2 A 0 1 2 2 0 1 2 2 -l 0 1 2

0, 0, 0,
(a) Plano x4 (b) Plano é:xA4 (c) Plano &xé:
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Figura 3.5: Projecdes dos caminhos pés-criticos, a = 0,10. Modelo de Raithel e Clemente

perfeito. 4, =0,4.

Para valores de a < o

cr?

observa-se que existem quatro caminhos instaveis

complementares, referentes as solucGes acopladas (solucdes de (3.3)): dois

caminhos secundarios descendentes instaveis (em preto) que emergem de uma

bifurcagdo secundaria ao longo do caminho ascendente pds-critico; e dois

caminhos secundarios adicionais ascendentes (em verde) que também emergem

do caminho ascendente pos-critico. Estes quatro caminhos sdo paralelos
caminho desacoplado descendente (em azul). A medida que « aumenta,

solucdes acopladas em preto se aproximam do caminho fundamental e fundem

com o caminho desacoplado em azul quando « =« , como pode ser visto

ao

as

-S€

na

Figura 3.14. Verifica-se que todos 0s caminhos pos-criticos sdo instaveis, exceto o

caminho pos-critico em vermelho que se torna estavel apds cruzar os caminhos
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secundarios ascendentes em verde, que se afastam da bifurcacdo primaria a
medida que « aumenta.

Constata-se que para valores de a=a,, 0 sistema ndo apresenta as
solugdes pobs-criticas acopladas, como mostrado nas Figuras 3.10 e 3.12,
diminuindo a complexidade da topologia da energia potencial total associada.

Estes resultados ressaltam a importancia da interacdo entre flexdo e
deslocamento lateral na estabilidade do modelo analisado.

Desacoplado

2.
L5 ‘
3 otes
A 1. Desacoplado LA ._\
’ EHE A
P4 = [P
T 1. \~‘
e s 2 Acoplado
0,5 o e SN
x " ’l “ _‘
S Jis LAY
S ~2 el
0 T " < Fundamental “N‘]‘ 708
\2‘][‘1"w [\[‘l'
»S 2~1;5~] _0‘5 I i ™ A [ (0‘50 0
50 0,5 1 ["\'—-T-‘ /,"M 5,1 )y 97
0 L5, o 2
! 2,50

Figura 3.6: Caminhos pos-criticos, o = 0,15. Modelo de Raithel e Clemente perfeito.
A, =06.

cr

) Fundamental ~ Fundamenta _Desacoplado Acoplado
1,5 7 Desaceplado 1.5 Desacoplado K
. 24 \
: ,+* Desacoplado
: 1 :
1 - 1 -
" ) " 6, 0-
LUK A LN EOUI DN
05 '.' ," e ". D_csacop\ado 05 “, E1§sacopladu 1
'.' '.. ." ',' ." 5 '.‘ . -2 < Fundamental o
0 . —— 0 : T T T T
2 a0 1 2 I T S T 2 a1 0 1 2
0, 0, O

(a) Plano éix4 (b) Plano éx4 (c) Plano 6ix6:

Figura 3.7: Projecdes dos caminhos pés-criticos, a = 0,15. Modelo de Raithel e Clemente
perfeito. A, =0,6.
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Figura 3.8: Caminhos poés-criticos, a = 0,20. Modelo de Raithel e Clemente perfeito.

A, =08.

Fundamental
Desacoplado \coplado

LTy
.-".".‘.'.,."!'.‘ Desacoplado

S o v

Sl ", Acoplade

Fundamental
L54 Desacoplado rcoplado 1.5
1 . ‘ 14
.:-:".__ '._ Desacoplado
A , .

0.5 s ! S 5 , Acoplado 05

.1 ‘-
0 S 0

-2 -1 1] 1 2

(a) Plano 6ixA

Figura 3.9: ProjecBes dos caminhos pds-criticos, a = 0,20. Modelo de Raithel e Clemente

perfeito. 4, =0,8.

(b) Plano &x4

-~ Desa
2
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J”
0,5 A
."””,»
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_ Desacoplado Acoplado
24 K1
.\'. ,.' Desacoplado
1 B . .
0, 0+
Acoplado
14 X
N
-2 . ‘
Fundamental
T T T T
2 -1 0 1 2
0,

(c) Plano 61x6

Figura 3.10: Caminhos pds-criticos, a. = 0,25. Modelo de Raithel e Clemente perfeito.

A, =10.

cr
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29 Desacoplado . 24 Desacoplado B 1,5 Pesacoplado
| . . I 1
L5 -, Fundamental o L5 % Fundamental
| * '5 | . 045_
e ttis I-.'_". Aol ‘.'.""I '-'.-.- 0, 0 ‘:':'Fundamcnlal
. *+, Desacoplade K *+, Desacoplade LI
-'- .“ 1 "- “‘ 0,5
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215 -1 -05 0 05 1 15 2 215 -1 -05 0 05 1 15 2 L5050 0005 115
a, 0, 0,

(a) Plano GixA (b) Plano éxA (c) Plano &:x6
Figura 3.11: Projecdes dos caminhos pés-criticos, o = 0,25. Modelo de Raithel e
Clemente perfeito. A, =1,0.

249 2 s Desacoplado
+, Desacoplado < +, Desacoplado L5,
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0t — T 0= 1 L — A5 -1 05 0 05 1 1S
15 -1 05 0 05 115 A5 -1 05 0 05 1 L5 0,
0, 0,
(a) Plano 6ixA (b) Plano é:x4 (c) Plano 6ix6;

Figura 3.13: ProjecBes dos caminhos pés-criticos, a = 0,30. Modelo de Raithel e
Clemente perfeito. 4, =1,0.
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Também é possivel avaliar a influéncia comparativa das rigidezes das molas
constituintes do sistema (o =K, /K,1?) na estabilidade do conjunto: quando
K, <KI*/4 (a<a,, A, =4a, P, =4K./l) a estabilidade da solugéo
fundamental € controlada pela rigidez a flexdo e a multiplicidade de soluges
coexistentes leva a um comportamento estrutural complexo em virtude do alto
numero de solucgdes coexistentes. Nota-se que o caminho pos-critico ascendente,

que no modelo desacoplado com um grau de liberdade é estavel (Croll e Walker,

1972), torna-se instavel em virtude do acoplamento modal. Quando K, > K,1?/4

(a>a,, A, =10, P, =K|]l), a estabilidade da solu¢do fundamental é

controlada pela rigidez lateral e o sistema comporta-se como um sistema de um
grau de liberdade com bifurcagdo simétrica instavel (Croll e Walker, 1972), como

pode ser visto na Figura 3.12.

| Desacoplado .+ Acoplado _Desacoplado Acoplado
2 N\ RN
| 9 "-‘ ,» Desacoplado 1 R Ll .* Desacoplado
1- Y d 1 '
0,04 ., ’, 0, 0

L4 .
0‘ 0. ..Q
. . A
. . L4 .
e . . e .
0‘ T 14 "
2 . . \
Fundamental .o' -2 < Fundamental ,*
0' "
T i T T T . T

0, 0,
(@) a=0,10 (b) =0,15
_Desacoplado Acoplado 7 +, Desacoplado
2 24
b \. o ,- Desacoplado )
1 ’ 1
i :\" il
0, 0 - ";:' '0" 0, 0 :::: Fundamental
-1 -1
4 ‘\ e
2 . 24 .
Fundamental ,-* Desacoplado
| | E—— — L L
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2
0, 0,
(¢) «=0,20 (d) o =0,25

Figura 3.14: Proje¢Bes dos caminhos pds-criticos, plano éixé6:. Modelo de Raithel e
Clemente perfeito.
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A Figura 3.14 mostra as projecdes dos caminhos pds-criticos no plano

6,x0, para valores crescentes de «, verifica-se, portanto, que,

independentemente do valor de «, 0 sistema é sensivel a imperfeicdes devido a

presenca de caminhos pés-criticos instaveis.

3.1.3.
Superficies de Energia Potencial Total

Apresentam-se nas Figuras 3.15 a 3.19 as superficies de energia potencial
total, expressao (3.1), para « =010, @ =015, ¢ =0,20, « =0,25 ¢ ¢ =0,30,
respectivamente, para os valores selecionados do parametro de carga, A. A
estabilidade e caracterizacdo das posicbes de equilibrio foram analisadas,
conforme descrito no item 3.1.1. Para ilustrar este procedimento, apresenta-se na
Tabela 3.1 a caracterizacdo dos pontos de equilibrio observadas na Figura 3.15(d)

a partir dos autovalores, y,, obtidos da Equagdo 3.8. A Tabela 3.1 mostra as

coordenadas de cada ponto de equilibrio, o valor da energia no ponto e os dois
autovalores da matriz Hessiana. Quando os dois autovalores sdo positivos, tem-se
um ponto de minimo, quando os dois autovalores sdo negativos, tem-se um

méaximo e quando os dois autovalores tém sinais opostos, ha um ponto de sela.

Tabela 3.1: Estabilidade dos pontos criticos para & = 0,10e A = 0,90. Modelo de

Raithel e Clemente perfeito.

Parametro
de carga 6, 0, IT 71 72
A
-0,451 -0,451 0,005 -0,094 -0,299
0,000 0,000 0,000 0,050 -0,250
0,451 0,451 0,005 -0,094 -0,299
-2,023 2,023 -0,474 0,396 0,292
0.9 2,023 -2,023 -0,474 0,396 0,292
-0,772 2,368 -0,406 0,622 -0,166
0,772 -2,368 -0,406 0,622 -0,166
-2,368 0,772 -0,406 0,622 -0,166

2,368 -0,772 -0,406 0,622 -0,166
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Considerando « =010, ¢ =015 e a =0,20 (Figuras 3.15, 3.16 e 3.17)
verifica-se que para niveis de carregamento inferiores a carga critica estatica
(A4, =04, 4, =06 e 4, =08, respectivamente), a superficie de energia exibe
um ponto de minimo (PMi), correspondente a solucdo fundamental de equilibrio,
dois pontos de méaximo (PMa), correspondentes as solucbes desacopladas a
+45°, e quatro pontos de sela (PS), correspondentes as solucbes acopladas
instaveis. Em virtude do acoplamento modal, para cargas inferiores a carga critica
existe a possibilidade de perda de estabilidade, caso as perturbacGes excedam 0s
limites da regido limitada pelos pontos de sela em torno da configuracdo
fundamental, que decresce a medida que a carga aumenta, aumentando a

probabilidade de escape do vale potencial pré-critico.

d)A=09 ) A=10 ) A=14

Figura 3.15: Superficies de energia potencial total, para « = 0,10. Modelo de Raithel e
Clemente perfeito. 1, =0,4.

Observa-se na Figura 3.15, para niveis de carga superiores a carga critica
estatica (e =010, 4, =0,4) e inferiores a 0,7, a existéncia de um ponto de sela

(PS), que corresponde a solucdo fundamental de equilibrio - que se tornou instavel

- dois pontos de maximo (PMa) relativos as solucGes desacopladas a +45° e dois
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pontos de sela (PS) relativos as solugbes desacopladas a —45°. Para

0,7<41<10, além das solugbes anteriores, existem quatro solugdes

desacopladas, correspondentes a quatro pontos de sela (PS) (vide Figura 3.15(d)),
sendo que as solucdes desacopladas a —45° transformam-se em minimo (PMi).

Em A=10 os dois pontos de maximo e a sela do caminho fundamental se
fundem e para A4 >1,0, a solucdo fundamental de equilibrio transforma-se em um

ponto de maximo (PMa), enquanto as solucdes desacopladas a

\/@éyd S

+ 45° desaparecem.

i

N
o) c,//

P
]

M
v

d)A=10 ) A=12 ) A=14

Figura 3.16: Superficies de energia potencial total, para «=0,15. Modelo de Raithel e
Clemente perfeito. A4, =0,6.

A mesma sequéncia de mudancas na topologia da energia potencial total é
observada para =015 (4, =0,6) e =0,20 (4, =0,8) com os valores de
carregamento correspondentes a cada caso. Observa-se, porém, que, em todos 0s
casos, a fusdo dos dois pontos de maximo a +45° e da sela do caminho

fundamental ocorreem A =10.
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(b) A =04

\ &: / | o y

d)A=10 (e) A=12 () A=14

Figura 3.17: Superficies de energia potencial total, para « = 0,20. Modelo de Raithel e
Clemente perfeito. 1, =0,8.

Verifica-se, para valores de o > a, , Figuras 3.18 e 3.19, que, para niveis de
carregamento inferiores & carga critica estatica (A, =1,0), as superficies de

energia exibem um ponto de minimo (PMi), correspondente a solucdo
fundamental de equilibrio e dois pontos de sela simétricos (PS), correspondentes
as solucdes desacopladas instaveis a +45°. Em A=A, estas trés soluches
coalescem e para niveis de carregamento superiores a carga critica estatica

(A > 4,), asolucdo fundamental torna-se um méaximo e surgem duas selas a -45°.
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3.2.
Modelo de Raithel e Clemente com Imperfeicdo Geométrica Inicial
Derivando a energia potencial total do modelo discreto com imperfeigéo

geometrica inicial, equagdo (2.12), em relacdo as coordenadas generalizadas 0, e

6, , obtém-se o sistema de equagdes de equilibrio:

—a(0,—0,— 0y +6y)

3.9a
+%E (send, +send, —send,, —sené?zo)}cosé’1 —/’t%senel =0 (3.92)
(0, =6, =0y +6,)

3.9b
+%B(senel +send, —send,, — sen@zo)}cose2 —A%sen&z =0 (3.90)

Ao contrario do modelo perfeito, as equacgdes (3.9) ndo admitem solugédo
trivial, 6, =6, =0, pois a coluna descarregada ja apresenta uma inclinag&o inicial.
Com isso, os caminhos ndo lineares de equilibrio obtidos da solucédo de (3.9) sédo
em geral solucbes nédo lineares acopladas. Tém-se somente dois casos particulares

de solugdes desacopladas, que sdo:

6,=0,, 6,, =0,, = (senb, —send,,)cosb, — Asend, =0 (3.10a)
6, =-0,, 6, =—0,, > —2a(-20, + 26,,) — Asenb, =0 (3.10b)

Para avaliar o efeito das imperfeicbes na estrutura, considera-se uma
imperfeicdo geométrica composta pela soma de duas imperfei¢des na forma dos
modos criticos da estrutura perfeita, como ilustra a Figura 3.20, sendo
6,=0,+6, e 0,,=0,-6,.
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Figura 3.20: Composicdo modal das imperfeicbes.

Modo
[mperfeito

0,

/2

/2

65

A Tabela 3.2 apresenta as imperfeicOes iniciais consideradas e a composi¢ao

modal destas imperfeicdes.

Tabela 3.2: Composicdo modal das imperfeicdes. Modelo de Raithel e Clemente com

imperfeicdo geométrica.

Modo 1: 9, =0, Modo 2: g, =6,
Imperfeicdo
aa Hb
T T T

0, =060, =— T N

10 %180 360 360

T T T
0. =06, =0 . _x
© 180 % 360 360
T T T

0, =0, = =

180 ® 180 180 0

__ T 7 _T
Y 180 * 180 0 180
0 T B 2 T T
180 * 180 120 360
g _27, 7 r N
180 *° 180 120 360
0. - g __ 27 _® 7
180 * 180 360 120
g -2F g __ T z .
180 180 360 120
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3.2.1.
Estabilidade das Posicdes de Equilibrio

De maneira idéntica ao descrito em 3.1.1 avaliou-se a estabilidade das
posicdes de equilibrio com auxilio da forma quadratica (3.7). Os autovalores da
matriz dos coeficientes da forma quadratica, equacao (3.8), do modelo imperfeito,
podem ser encontrados no Apéndice A para as imperfeicdes descritas nas Figuras
3.21a3.24.

3.2.2.
Superficies de Energia do Modelo Imperfeito

Mostram-se nas Figuras 3.21, 3.22 e 3.23 as curvas de nivel das superficies

de energia potencial para a<ea, (¢@=010), a=a,(x=025 e
a > a, (a=0,30), respectivamente. Um comportamento semelhante é observado

em relacdo aos modelos perfeitos analisados nas Figuras 3.15, 3.18 e 3.19,
exibindo o mesmo ndmero de pontos de equilibrio. O efeito de quebra de simetria
da imperfeigdo geométrica inicial e a diminuicdo da regido em torno da solugdo
estavel (agora ndo trivial), diminuem a integridade dindmica do sistema, como
esperado. A influéncia de simetrias e imperfeicGes no comportamento ndo linear
de sistemas sujeitos a acoplamento modal foi previamente estudada por Orlando et
al. (2011, 2013a, 2013b).

(a) =04 (b) . =0.8 ) r=14

Figura 3.21: Superficies de energia potencial total, para «= 0,10, 8,, = 7/180e
6,, = 27/180. Modelo de Raithel e Clemente com imperfeicdo geométrica.
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Anélise Dinamica — Vibracéo Livre

Neste capitulo é realizada a andlise das vibracGes livres, com énfase no
estudo das frequéncias naturais, na relacdo ndo linear frequéncia-amplitude e na
relacdo entre o comportamento dindmico ndo linear e a estabilidade global da
estrutura aqui analisada, fornecendo informagfes fundamentais para o

entendimento do comportamento da mesma sob vibracéo forcada.

4.1.
Modelo de Raithel e Clemente Perfeito

Partindo das equacdes (2.22) e considerando que as constantes de
amortecimento sdo nulas, tém-se as equacGes de movimento que regem o
comportamento do modelo de Raithel e Clemente em vibragdo livre néo

amortecida, a saber:

2 2 2
d 821 +%Z 6;2 send;send, +%Z—%cos6’lcos€2
T T 2

d

1(de,Y 1(de,Y

+_£_2j send,cosd, ——(—Zj coséd,send,
16\ dr 16\ dr

1
6
(4.1a)
+ % (cosé;send, +cosdsend,) + (6, —6,)
- l/1sen81 =0

2

1d%, 1
R +_
24 d7? 16 dz?

2 2
1 % seng,coso, +i %j cosésend,
16\ dr 16\ dr

2 2
a6 senég;send, + id—ezlcosé?lcose2
16 dr

(4.1b)
+ % (cosé,send, +cosb,send,) + a(-6, +6,)

- l/Isenél2 =0
2
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4.1.1.
Frequéncias Naturais

Para se obter as frequéncias naturais do sistema ao longo dos caminhos de
equilibrio € necessario utilizar como referéncia a configuracdo de equilibrio
estatico do sistema (perfeito ou imperfeito). A Figura 4.1 apresenta as

configuracgdes do sistema e suas principais variaveis.

(a) Imperfeicéo (b) Posicao de equilibrio

(c) Rotacéo total

geométrica estatico

Figura 4.1: Configuracdes do modelo de Raithel e Clemente com imperfeicdo geométrica
inicial.

A variacdo das parcelas de energia entre as configuracBes estatica e

perturbada é obtida a partir das seguintes relac@es oriundas da Figura 4.1:

Rotacdo estatica > O, =6,y + 65, € Oy, =0,y +6s, (4.2a)

Rotacdo total > &, =6,y + 6, + 0, € 0;, =0,y + 65, + 6, (4.2b)

onde 6;, e 6, sdo as deformagdes das molas sob carregamento estatico e 4, e

65,, que sdo fungdes do tempo, sdo as rotagdes devidas a0 movimento.
Adotando como coordenadas generalizadas os deslocamentos dinamicos,

0y;, a parcela de energia cinética toma a forma:
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1 . '
T= 5 Al® (365,05, COS(Ep; + Oy ) COSOp, + Ouy) + H(Opy)?

. (4.3)
+36,,0,,5en(6,, + 6

est

1)SeN(Op, + Oy, ) + (902)2)

1/2 1/2

pois T = [1/2pA(%” +¥,")ds + [1/2 pA(X,”* +¥,")ds (vide item 2.1.1), sendo
0 0

X =S Sen(Op; +0y) X, =1/25eN(0p; + ) +5 SEN(Op, + Ocsr2)

Y, = SCOs(eDl + eestl) ey, = |/2COS(6’D1 + Hestl) + SCOS(9D2 + eestz)'

A variacdo da energia potencial total ¢ dada pela diferenca entre a energia
potencial da configuracdo perturbada e da configuracdo de equilibrio estético.
Assim, com base na Figura 4.1 e observando as equagdes (4.2), tem-se que a
variacdo da energia interna de deformacdo, AU, e a variagdo do potencial

gravitacional das cargas externas, AV , sdo dadas por:

1
AU = 2 K [(‘902 + Oty = Opr = Ousr)” = (—Oui + t9est1)2]
K500+ 0u) + 5600 + ) (4.42)
—(send,,, +send,,, )’}

I
AV =P E [COS(HD1 + eesu)"' COS(@DZ + O )_ COSO,y; — COSHestz] (4.4b)

A partir das equacdes ndo lineares de movimento, expressdes (2.18), em
termos das coordenadas generalizadas, &, e utilizando os dois primeiros termos
das séries de Taylor das equagOes nao lineares, chega-se ao sistema de equagdes

de movimento linearizado (senéy; =6y, e coséy, =1):
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PAI® [% O, + % 0,,5end, . send,.,, + % échoseesucoseestzJ

K12 )
+ (_HDlseneestlseneestZ + COSHestlseneestl + eDl (Coseestl)

4
—6,,,(send,, ) + 6,,c086,,,c080,, + C0SH,,5eNnb,,,) (4.52)
+ K, (6, + 0y — 05, —O.,)
- g 1(6,,c086,,, +send,,,)=0
o1 . 1 . 1 .
PAl (ﬂ 6y, + Eé?mseneestlsené’eSt2 + EemcoseestlcoseestzJ
+ ;Iz (6p,c0s6,,,c080,,, — O,,5eNn0,,5enb,,, + C0SH,,Send.,
+5en6,,,c080.,, + 0,,(c0s0,,,)* — O, (send,,, )*) (4.5b)
+ K, (=0p;, — Oy + 65, +6.,)

- g 1(6,, cosé,,, +send,,,)=0

As parcelas das equacdes de movimento (4.5) referentes as parcelas das
equacOes de equilibrio estatico sdo nulas, pois se toma como referéncia a
configuracdo de equilibrio do modelo, sendo que as equagbes de equilibrio

estatico do modelo imperfeito sdo:

2
t

(Coseestlseneestl + CoseestlsengestZ )+ Kr (eestl - eestz)
(4.6a)

estl

—ElsenH =0
2

I 2
t
(CosgestZSeneestZ + SeneestlcoseestZ )+ Kr (_eestl + eestZ)

(4.6b)
-0

- ; Isend,,,

A partir das equacdes (4.5) e (4.6) e usando-se as relagfes (2.10) e (2.11),
obtém-se as equagdes de movimento adimensionais, tendo como referéncia uma

dada configuracdo estética:
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1 .. 1 .. 1
g ‘9D1 + E HDzsenHestlseneeStZ + R echoseestlcoseestZ

1 2
+ Z (_aDlseneestlsenaestZ + Coseestlsenaestl + HDl (Coseestl)

2 (4.7a)
- HDl (Seneestl) + GDZCOSGestlcoseestZ + Coseestlseneestz)

+a(Op; + Oy — O, — Ou)

- %(Hchoseestl + senHestl) =0

1 .. 1 .. 1 ..
ﬂ 902 + E eDlseneestlseneestZ + E eolcos‘gestlcos‘gestz

1
+ Z (QDICOSGESU.COSQQSIZ - 0D25en0estlsen0est2 + CoseeStZSengeStZ

(4.7b)

+ Seneest P ‘9D2 (Cosgestz )2 - 002 (Seneestz )2)

+ a(_‘gm — Oy +0p, + eestz)

,cosé

est

- %(HDZ Coseestz + Seneestz) =0

A partir das equacBes (4.6) e (4.7), chega-se as equacBes de movimento

linearizadas finais, que sao:

aux,,fp, +aux,, 0., +aux, by, +aux,d,, =0 (4.83)
aux,0,, + aux,,0,, + aux,,d,, +aux,,0,, =0 (4.8b)
onde,
1
aux, = E (4.93)
1 1 2 A
aux21 = Z (_ Seneestlseneestz - 1)"' E (COSHestl) ta— E Cosgestl (4-9b)
1 1
aux,, = aux,, = Esenﬁestlsen@est2 + Rcosé’estlcos@est2 (4.9c)
aux,, = aux,, = %(cos&emlcoseest2 )—a (4.9d)
aux, = £l (4.9¢)
X2 =g '
1 1 2 A
auxzz = Z (_ Sengestlseneestz _1) + E (Coseestz ) t+ta— E Coseestz (49f)
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Os deslocamentos estaticos, 4... e 8

estl est2?

séo as coordenadas dos pontos de
equilibrio obtidos na andlise estatica e as parcelas 0, e 6, séo calculadas a partir

das expressdes (4.2).
A partir das equagdes de movimento linearizadas (equacdes (4.8) e (4.9)) e

resolvendo o problema do autovalor resultante, admitindo como solugdes para as
coordenadas generalizadas &, = 6_’Dje’"”"t , tem-se que as frequéncias naturais, o,,

do modelo pré-carregado sdo dadas, considerando a influéncia da rigidez relativa

das molas e a imperfeicdo geométrica, por:

o, = \/2( ! -varl— (var, )}/2 (4.10a)

aux,,aux, —aux,’ )"

o, :\/ ! . var, + (var, )2 (4.10b)
Z(auxnaux12 —aux,, ) :

onde,

Var, = aux;,aux,, +auX, aux, — 2aux,,auX,, (4.11a)

Var, = aux,, aux,,~ — 2aux,,aux,,auX, auX,, + 4aux, aux,,auxz,
—4aux;,aux,,aux,,aux,, + z;1u><122<31ux212 —4aux,,aux,; auxs;,aux,, (4.11b)

+ 4aux, aux,aux,,’

Estas expressdes permitem o calculo das frequéncias naturais tanto para o
modelo perfeito quanto imperfeito ao longo de todos os caminhos ndo lineares de
equilibrio.

Para o sistema perfeito, a configuracdo estatica de referéncia ao longo do

caminho fundamental reduz-se a solucdo trivial, &

i =0 (expressdes (4.2)).
Neste caso, as frequéncias naturais ao longo do caminho fundamental, o, , e as

formas correspondentes dos modos de vibracdo, ®,, sdo dadas por:
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a)Ol:#a—%ﬂ+%+%\/256a2—132a/1+18/12+4a—3/1+1 (4.12a)
o =y 120 2 2 on6a” 13002 +187° +4a—34+1  (4.12b)

7 7 7 7

_ —9+664-228x —16v/2560° —13204+182% + 4a — 34 +1
~1+124¢ — 304 +6+/2560° —1320A4 +184% + 4o — 34 +1

D, (4.12c)

 9-667+2280 —167/25602 —1320:4 +184 + 4o —34 +1

D, =
? 1—1240 + 304 + 625602 —13204 +184% + 4 — 31 +1

(4.12d)

Na Figura 4.2 apresenta-se 0os modos de vibragdo para « = 0,10 e diferentes

valores de A. Os modos de vibragdo sdo, neste caso, similares aos modos de

flambagem, vide Figura 3.2.

(a.2) @

(@ =020
1

0.8 —

0,6 -

L

0.4 —

(b.1) @, (b.2) D2
(b) A = 1,00

Figura 4.2: Modos de vibracéo, para a=0, /0. Modelo de Raithel e Clemente perfeito.
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Considerando A1=0, tém-se as frequéncias naturais do modelo
descarregado. Nessa situacéo, verifica-se, considerando o modelo perfeito, que a
influéncia da rigidez relativa das molas faz com que o sistema apresente duas
frequéncias naturais distintas, diretamente dependentes de « . A variacdo das
frequéncias com « é apresentada na Figura 4.3 para a estrutura descarregada
(A=0). Observa-se que a menor frequéncia natural parte de zero e tende de
forma assintdtica a um limite superior a medida que « aumenta enquanto a

segunda frequéncia aumenta de forma quase linear com o parametro de rigidez « .

0 1 ' I ‘ \
0 0,1 0,2 0,3
o

Figura 4.3: Variacdo das frequéncias naturais com o parametro de rigidez «, para
A=0,0. Modelo de Raithel e Clemente perfeito.

A variacdo das duas frequéncias naturais do modelo perfeito com o
parametro de carga para « =010, ¢ =0,25 e a =0,30 sdo representadas na
Figura 4.4. A medida que A aumenta a frequéncia fundamental diminui e torna-se
nula quando A atinge o valor critico. A segunda frequéncia natural segue o
mesmo comportamento, tornando-se nula quando A atinge o valor da segunda

carga de bifurcagdo. Para o =« =0,25, as duas frequéncias tornam-se zero

simultaneamente, j& que as duas cargas de bifurcacdo séo iguais.
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O, —,

02

Oy, My,

02
My

Wy,

04— : e 04— : e
0 02 04 06 08 1 12 14 0 02 04 06 08 1 12 14 0 02 04 Oﬁ}” 112 14
A A v

(a) 0=0,10 (b) 0=0,25 (a) 0=0,30

Figura 4.4: Variacdo das frequéncias naturais com o parametro 1. Modelo de Raithel e
Clemente perfeito.

A Figura 4.5(b) mostra que existe, como acontece em muitas estruturas,
uma relacdo linear entre o quadrado das frequéncias naturais e o parametro de
carga A, para a=«,. Para 0s casos em que o<« (Figura 4.5(a) e

a >« (Figura 4.5(b)) esta afirmacéo é valida exceto no entorno da carga critica,

onde em vez de ocorrer um cruzamento das duas solucdes, ha uma divergéncia

das mesmas.

30 ;2

2
(079
20+

12 14 OF 10

—— - — .
02 04 06 08 2 14
A

T —
0 02 04 06 08 1 12NJ4

10 A

(a) a=0,10 (b) 0=0,25 (a) 2=0,30

Figura 4.5: Variacdo do quadrado das frequéncias naturais com o parametro 1. Modelo
de Raithel e Clemente perfeito.

4.1.2.
Principio da Conservacao de Energia

Adimensionalizando as expressdes da energia cinética (2.5) e de energia
potencial total (2.12), e considerando as imperfeicGes geométricas iniciais nulas,

tem-se:
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= i(36'? 0, cos6, cosb, + 36,0,send,send
48 1¥2 1 2 1¥2 1 2
' . (4.13a)

+(0,)* +4(6)°)

= %a(@z -0 + %[(senel +send,)]’

(4.13b)
1 1

—i(l——cos@l ——cosezj
2 2

Assim a funcao de Lagrange adimensional é dada por:

L(é?i 6 ): T-TI= 4%(39192 cosé, cos, +36,6,send,send,
+(0,)” +4(0,)%)
(4.14)
—%a(@z -0,)? —%[(sene1 +send,)]’

+ ;L(l— lcosHl - lcosé?zj
2 2

onde 6 sdo as coordenadas generalizadas, 6, as velocidades generalizadas,

aL/06, = p,, as forgas generalizadas e 6L/, = p,

. as quantidades de movimento
generalizadas.

O sistema de equagOes de Lagrange (4.1) também pode ser descrito como
um sistema de equacdes de primeira ordem, conhecidas como equacbes de
Hamilton ou equacgdes de estado. Como o movimento é determinado por um
conjunto de condic¢des iniciais iguais a 2n, devem existir 2n equacdes de
primeira ordem independentes, em funcdo das coordenadas e velocidades

generalizadas, a saber:

. oH . oH
Pi=—% 0 =—
00, op;

o i=12 (4.15)

onde H é o Hamiltoniano, que, com base na dupla transformacdo de Legendre,

pode ser escrito como
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H=p6,+p,0,-L (4.16)

Para um sistema mecanico onde o Lagrangiano é dado pela equacéo (4.14),
T é uma funcdo quadratica das velocidades generalizadas e ambas as equacfes
sdo definidas em funcdo das coordenadas generalizadas e ndo dependem
explicitamente do tempo, o Hamiltoniano, H , é a energia total do sistema, isto €,
H=2T —(T-V)=T +V .

Para um sistema conservativo, em que todas as forcas generalizadas séo
obtidas através da diferenciagdo de uma funcdo potencial com relagdo as
coordenadas generalizadas, a energia total do sistema é constante, segundo o
principio da conservacao de energia, ou seja:

-F(ei 0, )+ T(g)=C (4.17)
onde a constante C ¢ dependente das quatro condic@es iniciais do sistema (C.1.),
neste caso, dois deslocamentos iniciais e duas velocidades iniciais.

Como o tempo aparece implicitamente, a equacdo (4.17) descreve uma
superficie em quatro dimensdes contida no denominado espaco de fase. As se¢Oes
desta superficie em duas dimensfes sdo chamadas retratos de fase e representam
todos os possiveis estados de um sistema dindmico no plano, sendo cada curva a

resposta para um conjunto de condicOes iniciais. A Figura 4.6 apresenta os

retratos de fase considerando « =0,10 e 4 =0,20. A Figura 4.6(a) corresponde,

como esperado, as curvas isoenergéticas da energia potencial total do sistema

apresentadas no Capitulo 3.
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(a) Plano 61x 6 (b) Plano 61 x d6,/dt
C.l. (d6:/dt =0,00, d6./dt=0,00) C.l. (62= 0,00, d6-/dt = 0,00)

\

(c) Plano 6, x do./dt (d) Plano d6:/dt x do,/dt
C.1. (61=0,00, do,/dt = 0,00) C.I. (6:= 0,00, 62 = 0,00)

Figura 4.6: Retratos de fase, para =010 e 1= 0,20 e diferentes condic¢des inicias (C.1.)
(61, do1/dt, 62, d6-/dt ). Modelo de Raithel e Clemente perfeito.

Considerando a constante C igual a energia associada aos quatro pontos de
sela que se encontram na fronteira do vale potencial pré-critico (vide Capitulo 3),
obtém-se a solugdo analitica da “bacia de atragdo conservativa”, superficie no
espaco de quatro dimensbes que contém todas as condic¢des iniciais do espaco de
fase que levam a oscilagdes em torno da posicdo fundamental de equilibrio, ou
seja, as perturbacOes iniciais que ndo levam a perda de estabilidade, definindo
assim a regido segura da posicao de equilibrio pré-critica no espaco de fase. Como
ilustracdo, varias secBes em 2D sdo apresentadas na Figura 4.7 considerando
a=010e 41 =0,20.
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O =
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#=0.00

7033 | 3=0.10 =020 3=0.30 3=0.33

#=0.00 #=0.10 #=0.20 #=0.30

—

(a) Plano 6ix6 (b) Plano éixdé/dt

|— 2=0.00 —— 2=0.10 = 2=0.20 3=0.30 —— }_:0_35| |— A=0.00 — 3=0.10 — 2=0.20 — A=0.30 — =035

(c) Plano 6xdé&/dt (d) Plano dé/dwxd&/dt

Figura 4.7: Sec¢bes das bacias de atrag&o conservativas em 2D para «=0,10. Modelo de
Raithel e Clemente perfeito.

Verifica-se que a bacia de atracdo conservativa € limitada pelas variedades
instaveis dos pontos de sela, que no presente caso sdo quatro érbitas heteroclinicas
que conectam estes pontos (vide Figuras 4.6(a) e 4.7(a)) que mostram de forma
clara os quatro pontos de sela e suas variedades). A Figura 4.8 mostra se¢des 3D

(6, x6,xdg, /dr) da regido segura, para valores selecionados de o e A.

Verifica-se que este hipervolume seguro decresce rapidamente quando a carga
estatica, A, aumenta, reduzindo significativamente o conjunto de condi¢des
iniciais que levam o sistema a oscilar em torno da solucdo pré-critica estavel

(neste caso, um centro).
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@ni=02 (a.2) Ao =04
(@) a=01

(b.1) 2 =02 (b.2) 2 =04
() =02

Figura 4.8: Secdes das bacias de atracdo conservativas em 3D (6ix& xd 6i/dr), para
d6/dt = 0,00. Modelo de Raithel e Clemente perfeito.

Como o0s sistemas estruturais esbeltos sdo geralmente levemente
amortecidos, a resposta da estrutura real vai somente se distanciar um pouco do
caso conservativo. Uma andlise da regido segura do sistema amortecido fornece
informacbes importantes sobre os deslocamentos e velocidades maximas
admissiveis. Elas também podem ajudar no controle de vibracbes e projeto da

estrutura.

4.1.2.1.
Solucéo das Equacdes de Movimento no Espa¢o Modal

Observando as Figuras 4.6 a 4.8, verifica-se que o modelo de Raithel e

Clemente perfeito pode ser desacoplado em um dos planos dos modos de
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vibracdo, ou seja, pode-se representar o modelo perfeito através de um modelo
reduzido com um grau de liberdade. Para isso, faz-se necessario obter a fungéo

linear que representa os modos de vibracdo desacoplados. Percebe-se que 0 modo
que possui os deslocamentos com sinais iguais - €, =6, (v, = [01 0, ]T ) -
localiza-se em uma diagonal a 45° do eixo &, e 0 modo que possui sinais opostos
-60,=-6, (v,=[0, -0,]") - ficam sobre a diagonal a —45° do eixo 6, . A partir
dessa observacéo, pode-se aplicar uma mudanca de coordenadas que permite obter

as equacdes de conservacao de energia desacopladas, nos eixos auxiliares u e v,

como mostra a Figura 4.9.

A0

Figura 4.9: Coordenadas auxiliares. Modelo de Raithel e Clemente perfeito.

Observando a Figura 4.8, pode-se deduzir que as funcdes lineares que

representam os modos de vibragéo séo:

u . u u . u .
0=—,0,=—,0,=— ¢ 0, =—, considerando v=v=0. 4.18a
R TR TR (4.182)

v . v -V . -V .

0 =—,0, =—,0,=— ¢ 0, =—, considerando u=u=0. 4.18b
TR R TR (4.180)

sendo que as expressodes (4.18a) fornecem a equacdo de movimento desacoplada
no plano uxdu/dz e as expressoes (4.18b) fornecem a equagdo de movimento
desacoplada no plano vxdv/drz.

Assim, substituindo nas parcelas de energia do modelo de Raithel e

Clemente perfeito as expressdes (4.18a), e adotando como coordenada
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generalizada u, obtém-se a equacdo (4.19) desacoplada no plano uxdu/dz, a

saber:

1, 1 _(uY u)|_
o +Esen(ﬁj —ﬂ[l—cos[Eﬂ—C (4.19)

De forma similar obtém-se a equacdo no plano vxdv/dz.

A Figura 4.10 apresenta os retratos de fase desacoplados, considerando
a =0.10. Observa-se que para A =0,60, para este valor de 4 (4, <A<4,), 0
modo de vibracdo em u é estavel (origem é um centro) e o modo de vibra¢do em v
é instavel (origem é uma sela). Isto esta de acordo com a Figura 4.5(a), onde, para
A =0,60 o quadrado da primeira frequéncia é negativo (instabilidade) e o

quadrado da segunda frequéncia € positivo (estabilidade).
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4.1.3.
Solucdo Numérica das Equacdes de Movimento

Em sistemas ndo lineares raramente é possivel se obter uma solugdo exata
para a equacdo diferencial de movimento, particularmente para o sistema
amortecido. Por isto, a solucdo deve ser obtida pela integracdo das equacgfes de
movimento através de métodos numericos. Neste trabalho, utiliza-se 0 método de
Runge Kutta de 42 ordem. Para usar este algoritmo é necessario transformar as
equac0es diferenciais de 22 ordem, equacfes (2.21), em um sistema de equacbes
diferenciais de primeira ordem. A transformacdo é feita realizando a seguinte

mudanca de variaveis:

Yi=6 (4.20a)

-6 (4.200)
dr

y; =0, (4.20c)

, =36 (4.20d)
dr

As equac0es de estado sdo, entdo, obtidas:

L7 (4.21a)

dr

d

%z . (4.21b)
d —aux,,aux, — (—aux, )au
Y, _ X,aux, —( 5) 2X5 (4.21¢)
dr —aux,(-aux,)-aux,

dy, —aux,aux; —(-aux;)aux,
dz _auxu(_ aux12)_aUX32

(4.21d)

onde aux, e aux, sdo dadas pelas expressoes (4.9), e

1 1
UX, = T-SeNySeny; + - CO8/,CoY, (4.222)
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1 1
aux, = +E y,2seny,cosy, — R y,2cosy,seny,

- 251(y4 - y2) + 24:2 (y2 Cos y12 + y4 Cos yl Cos y3)

1 (4.223)
+ 1 (cosy,seny, +cosy,seny;) + a(y; — Y;)

1
—E/lseny1
aux; = _t 2seny,cosy +i 2cosy,sen

X 16)/2 Y1 3 16y2 158Ny,
+2£,(Y, — ¥,) + 25, (y, COSY, COS Y, + Y, COSY,”)

(4.22c)

1
+ Z (Cosysseny1 + Cosyssenys) + a(_yl + Y3)

1
-3 Aseny,

As Figuras 4.11 e 4.12 apresentam, para « =0,10 e A =0,20, impondo-se
uma pequena perturbagdo a um dos pontos de sela (&, =0,084, €, =2,209 e

velocidades iniciais nulas), projecdes da resposta no tempo em vibracao livre para
0 sistema ndo amortecido (& =&, =0) e amortecido (&, =&, =1%). Verifica-se
que o comportamento dindmico da coluna estd intimamente relacionado com a
geometria da superficie de energia associada ao problema. Em ambos 0s casos 0

sistema vibra no interior do vale potencial pré-critico.

| TT TTT TTTT TTT TTTTTT \|
0 2 4 6 0 40 80 120 160 200
0, T

(a) Plano 6,x d6./dt (b) Plano 62 x t

Figura 4.11: Resposta no tempo, para a=0,10; A=0,20; 6:=0,084; d6:/dt=0,00; 6.=2,209;
d6,/dt=0,00; &,=£2=0,00. Modelo de Raithel e Clemente perfeito.
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36

] 32

do,/dt
o

28

24

T T T 2 —rr T T T T T

0 2 4 6 0 10 20 30 40 50
0, T

(a) Plano 0,x d62/dt (b) Plano 62 x ©

Figura 4.12: Resposta no tempo, para a=0,10; 1=0,20; 6:=0,084; d6:/dt=0,00; 6.=2,209;
d62/dt=0,00; &,=£2=0,01. Modelo de Raithel e Clemente perfeito.

4.1.3.1.
Bacia de Atracdo Nao Conservativa

No modelo de Raithel e Clemente, em funcdo dos diversos caminhos pos-
criticos instaveis descendentes, existe a possibilidade de perda de estabilidade
para cargas inferiores a carga critica de flambagem, desde que as perturbagdes
excedam os limites da regido segura em torno da configuracdo fundamental.
Utilizando o principio da conservacdo de energia, obtém-se a fronteira de
estabilidade da posicdo de equilibrio pré-critica (bacia de atracdo conservativa),
cuja fronteira é limitada pelos pontos de sela associados as solu¢Bes pés-criticas
instaveis, como apresentado no item 4.1.2.

Para o sistema amortecido (ndo conservativo) devem-se obter
numericamente as bacias de atragdo do sistema considerando as parcelas de
amortecimento. Utiliza-se aqui o “método da forga bruta”, onde discretiza-se o
espaco de fase em um numero suficientemente grande de células, e, tomando as
coordenadas do centro de cada célula como as condic@es iniciais, integra-se o
sistema por um tempo suficientemente longo para que este venha a convergir para
uma dada posicéo de equilibrio estavel (atrator).

As Figuras 4.13 a 4.16 apresentam as secOes das bacias de atracdo do

sistema amortecido no plano dos deslocamentos (&, x6,) para, respectivamente,

a=010, =015, ¢=0,20 e a=0,30, considerando em cada caso valores
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crescentes do parametro de carga A. Os resultados sdo obtidos considerando-se 0s

seguintes coeficientes de amortecimento: & =&, =0,01.

-3 2 -1 0 1 2 3 30020 -1 0 1 2 3
0, 0,

(@) 1 =000 (b) 1 =020

(d)A=030 (e) 1=035 (f) Aer = 0,40

(9 A1=0.60 (h)y A=080 (i) A =140

Figura 4.13: Secdes das bacias de atracdo no plano dos deslocamentos, para o = 0,10
(Aer = 0,40). Modelo de Raithel e Clemente perfeito.

Verifica-se em todos 0s casos que as se¢Oes das bacias de atracdo refletem a
simetria do sistema a +45° e —45°.

Para « =0,10, observa-se que, com aumento do carregamento, a bacia de
atracdo segura (em preto) diminui continuamente com A, desaparecendo ao

atingir a carga critica estatica, A4, =0,4. As respostas relativas as condigdes


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1613059/CA


PUC-Rio- CertificacaoDigital N° 1613059/CA

90

iniciais nesta regido convergem para o atrator 6, =6, =0, que corresponde a
posicdo de equilibrio estavel ao longo do caminho fundamental. As bacias em

vermelho e azul referem-se ao atratores €, =6,=-x (regido vermelha) e
6, =6, = (regido azul) que correspondem ao sistema em uma posi¢éo invertida,

ou seja, ha escape do vale potencial pré-critico, isto é, instabilidade (barra
invertida tracionada). Cabe lembrar, como visto no Capitulo 3, que, para estes
niveis de carregamento as outras posi¢Oes de equilibrio sdo instaveis. Para certos
niveis de carregamento superiores a carga critica existem outras posi¢cdes de
equilibrio estavel (caminho ascendente estavel em vermelho na Figura 3.3),
referentes as bacias em verde e rosa, cujas coordenadas dos atratores sdo fungédo
do nivel de carregamento. Comparando-se a Figura 4.7(a) com a Figura 4.13(b),

ambas para 4 =0,2, observa-se que o amortecimento tem um efeito benéfico,
aumentando o conjunto de condic@es iniciais que leva a uma resposta estavel.

De modo semelhante, para & =015 e a =0,20 (a <« ), Observa-se que a

regido que constitui a bacia de atracdo da solucdo fundamental de equilibrio (em
preto) decresce a medida que o carregamento estatico cresce, tornando-se zero no
ponto de bifurcacdo (carga critica). Assim, a medida que cresce o carregamento,
reduz-se substancialmente o conjunto de possiveis condigdes iniciais que levam a
estrutura a retornar, ap6s uma perturbacdo, a configuracdo fundamental de

equilibrio cuja estabilidade e integridade se deseja preservar.
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3 02 a0 1 2 3
0,

() A =040

d) 1=080 (e) =100 () A= 1,40

Figura 4.14: Secbes das bacias de atracdo no plano dos deslocamentos, para o =0,15
(Aer = 0,60). Modelo de Raithel e Clemente perfeito.
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3 02 a0 1 2 3
0,

(@) 1 =000 (b) 1 =030 () A =0.60

d)A=070 () A=075

(@ A=100 (hyA=120 (i) A =140

Figura 4.15: Seges das bacias de atracdo no plano dos deslocamentos, para o =0,20
(Aer = 0,80). Modelo de Raithel e Clemente perfeito.

Para « >0,25, a>«a., também se observa o decréscimo da bacia de

cr?

atracdo segura, referente ao caminho fundamental, até se atingir a carga critica
estatica (Figura 4.15,  =0,3, A, =10). Verifica-se, portanto, que ndo so as
imperfeicBes iniciais, mas também as perturbacfes que surgem durante a vida util
da estrutura devem ser levadas em consideracdo no projeto de estruturas sujeitas a
bifurcagdes instaveis, em particular aquelas passiveis de acoplamento modal, onde
solugBes acopladas instdveis tém uma profunda influéncia no tamanho e

geometria da bacia de atragdo segura.
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3 -2 -1 0 1 2 3 -3 =2 -1 0 1 2 3
e1 e1
@ 1=00 (b) 1 =08

3 02 1 0o 1 2 3 3 2 1 0 1 2 3
0, 0,
(€) der = 1,0 (dyiA=14

Figura 4.16: Secdes das bacias de atracdo conservativas em 2D, para o =0,30
(Aer = 1,00). Modelo de Raithel e Clemente perfeito.

4.1.4.
Relagdo Frequéncia - Amplitude

Sabe-se que em um sistema ndo linear a frequéncia do sistema em vibracéo
livre depende da amplitude de vibracdo, sendo este fato expresso pela relagédo
frequéncia-amplitude. Aqui, esta relacdo € obtida a partir da integracdo do sistema
de equagdes de primeira ordem (4.22) ndo amortecido, usando-se além do método
de Runge-Kutta, o chamado shooting method (Dos Anjos, 1995; Orlando, 2010)
que procura, para uma dada amplitude de vibracdo, o conjunto de condigdes
iniciais que levam a uma Orbita fechada, ou seja, apds um periodo completo de

vibragdo obtém-se as mesmas velocidades e deslocamentos iniciais. Na Figura
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4.15 apresentam-se as relagdes frequéncia-amplitude para o0 modelo de Raithel e
Clemente perfeito para « =010 e 1 =0,20. A Figura 4.17(a) mostra a relacéo
ndo linear frequéncia-amplitude associada a menor frequéncia natural (@, =1171)
enquanto a Figura 4.17(b) mostra a relacdo associada a segunda frequéncia natural
(@, =3,098), que apresenta um menor grau de ndo linearidade. Ambos os modos
apresentam um comportamento softening, ou seja, com perda de rigidez. Nos
proximos capitulos, mostra-se como a relacdo frequéncia-amplitude influencia a

resposta do sistema em vibragéo forcada.

16 1.6 1
1,2 1.2
< 08 <'0,8
0,4 — 04—

0 L | I \ | 0 | I T \

07 08 09 1 1.1 12 0 1 2 3 4

(0]
(@) or=1.171 (b) w2=3.098

Figura 4.17: Relacdes frequéncia-amplitude para «=0,10 e 1 =0,20. Modelo de Raithel e
Clemente perfeito.
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Analise Dinamica — Vibracéo Forcada: Carregamento Axial
Periddico

O presente capitulo apresenta um estudo detalhado do modelo sob
carregamento axial periodico, que pode induzir o sistema a sofrer instabilidade
paramétrica. Obtém-se as fronteiras de estabilidade paramétrica, identificando
assim as principais regides de instabilidade paramétrica do modelo, os diagramas
de bifurcacgdes, as bacias de atracdo, as respostas no tempo e o mapeamento de
Poincaré, o que permite, juntamente com os resultados dos capitulos 3 e 4, uma

compreensdo do comportamento dindmico do modelo.

5.1.
Instabilidade Paramétrica

Com o intuito de compreender o comportamento e a seguranga do modelo
de Raithel e Clemente sob carregamento axial periodico, faz-se inicialmente um
resumo da teoria de instabilidade paramétrica.

A instabilidade paramétrica é um problema classico em elementos
estruturais esbeltos e estd presente quando nas equacdes de movimento do sistema
encontram-se coeficientes dependentes explicitamente do tempo (excitacédo
paramétrica), geralmente periodicos.

A excitacdo paramétrica € um caso particular de vibracdo forcada, em que
uma pequena excitacdo pode produzir uma resposta de grande amplitude caso a
frequéncia de excitacdo seja proxima da frequéncia natural ou de multiplos desta
frequéncia. Quando a frequéncia de excitacdo do sistema € duas vezes a
frequéncia natural do sistema tem-se a chamada regido principal de ressonancia
paramétrica.

Os primeiros estudos de ressonancia paramétrica sdo atribuidos a Faraday
(apud Nayfeh e Mook, 1995), que observou que as ondas na superficie de um
liquido dentro de um cilindro submetido a uma excitacao vertical exibem o dobro

do periodo da excitacéo.
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Belayev (apud Oliveira, 1998) estudou a resposta de uma coluna

biarticulada sujeita a uma carga axial da forma p(t)= p, + pcos(Qt) e obteve

como equacdo de movimento da coluna uma equacao de Mathieu, determinando
assim a frequéncia de ressonancia paramétrica principal. Com isto, ele mostrou
que a coluna exibia fortes vibracGes laterais quando a frequéncia da solicitacéo
longitudinal era aproximadamente o dobro da frequéncia natural do movimento

transversal.

5.1.1.
Equacao de Mathieu

OscilacBGes paramétricas sdo descritas, em geral, por equacdes diferenciais
ndo lineares. Contudo, em alguns casos, essas equac¢des podem ser linearizadas
tornando mais simples sua analise. Em sua forma linearizada podem assumir a
forma da equacdo classica de Mathieu que € uma equacdo diferencial linear de

segunda ordem com coeficiente periodico, da forma:
% +(5 +&cost)x =0 (5.1)

onde & ( parametro relacionado a frequéncia natural do sistema) e & ( parametro
relacionado a magnitude da excitacdo paramétrica) sdo constantes. Para um dado
par de pardmetros (6, &) o sistema pode exibir solucfes estaveis ou instaveis. A
representacdo destes pontos no plano 6 - ¢ € mostrada na Figura 5.1, conhecida
como diagrama de estabilidade ou de Strutt, que apresenta as regides estaveis e
instaveis (hachurada) da equagdo de Mathieu. Os valores de & e ¢ na transicao
entre essas regides definem a fronteira de estabilidade paramétrica.

Os sistemas reais sempre possuem algum grau de amortecimento, neste caso
acrescenta-se um temo dissipativo a equacdo 5.1. O amortecimento tem um efeito
benéfico sobre a estabilidade do sistema, diminuindo a regido de instabilidade
(Nayfeh e Mook, 1995). As regides estaveis correspondem aos pares (J, &) para 0s
quais, ap6s uma perturbacdo, tem-se um centro, no caso do sistema nao-
amortecido, ou um foco ou no estavel, no caso do sistema amortecido. As areas
hachuradas correspondem a respostas cuja amplitude cresce exponencialmente

com o tempo (foco ou né instavel).
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Se houver interesse no estudo do comportamento pos-critico, ou seja, na
determinacdo das amplitudes e fases no regime estacionario, é necessario
incorporar a equacdo de Mathieu os termos nao lineares (Bolotin, 1964). Neste

caso a amplitude da solugdo ndo cresce indefinidamente, mas a resposta instavel

converge para uma solucao pos-critica que pode estar no infinito (escape).

€

(/
{ ] 1 ! 1 | o
-24 -20 -16 -12 -8 -4 O 4 8 12 & 20 24 28 32§

Figura 5.1: Diagrama de Strutt no plano (- &) para equacao de Mathieu (Nayfeh & Mook,
1995).

5.2.
Fronteiras de Escape

Uma das fases iniciais para investigar o comportamento de estruturas
submetidas a carregamento harmdnico paramétrico é a obtencdo das fronteiras de
estabilidade em funcdo dos pardmetros de controle da excitagdo harmonica, que
sdo a frequéncia e a magnitude da excitacdo.

Para uma dada frequéncia de excitagdo, g, carga estatica, A, e rigidez, a, e
considerando como parametro de controle a magnitude da forca, F, obtém-se, com
base no método da forca bruta, o diagrama de bifurcacdo a partir do qual se obtém
a carga de instabilidade paramétrica (carga critica, Fc) € a carga de escape (Fesc).

O tempo de integragdo € variavel, ou seja, depende do tempo que o sistema
leva para atingir a fase permanente da resposta apos cada incremento de F. Ao se
variar a frequéncia de excitacdo num dado intervalo, que inclui necessariamente

as frequéncias naturais do sistema e seus primeiros multiplos e submultiplos,
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obtém-se para cada valor de 4 uma curva no espaco F versus £, denominada
fronteira de escape. A regido abaixo das curvas de transicdo corresponde a
situacOes estaveis e a regido acima destas curvas a respostas instaveis (Orlando,
2010).

5.3.
Diagramas de Bifurcagéo

Um diagrama de bifurcacdo € a representacdo grafica das mudancas
qualitativas de uma solugdo em funcdo de um parametro de controle. Através de
um diagrama de bifurcacdo podem ser identificadas as solucbes de equilibrio, as
Orbitas periddicas, quase periddicas e cadticas de um dado sistema, bem como 0s
valores do parametro de controle onde ocorrem mudancas qualitativas no
comportamento do sistema, denominados pontos de bifurcacéo.

Para tracar os diagramas de bifurcacdo € utilizado o multimapeamento de
Poincaré em associagdo com o método iterativo de Newton-Raphson, como
proposto por Machado (1993). Deste modo, os pontos fixos sdo numericamente
determinados e sua estabilidade é obtida por meio dos multiplicadores de Floquet.
A teoria do mapeamento de Poincaré e dos multiplicadores de Floguet ndo sdao
aqui apresentadas, porém podem ser encontradas em Machado (1993) e
Thompson & Stewart (1993), dentre outros.

As Dbifurcagdes aqui analisadas sdo locais, devido a natureza dos
multiplicadores de Floquet, sendo que tais se caracterizam por serem continuas ou
descontinuas (catastroficas). No caso das continuas, 0 movimento do sistema
evolui para outro movimento enquanto o pardmetro de controle varia de uma
maneira quase estacionaria. As bifurcacGes descontinuas podem ser perigosas,
pois o sistema salta para outro atrator, que pode estar no infinito, enquanto o
parametro de controle varia de uma maneira quase estacionaria.

Também podem ocorrer bifurcag@es estaticas ou dindmicas. Uma bifurcacdo
é dita estatica quando nos pontos de bifurcacdo convergem pontos fixos ou
solucdes de equilibrio. J& uma bifurcacdo € dita dinamica se para os pontos de
bifurcacdo convergem pontos fixos e solugdes periddicas.

Ao se variar um dos pardmetros de controle de um ponto fixo estavel de um

sistema continuo, esse ponto fixo pode perder a estabilidade por meio de uma das
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seguintes bifurcagdes, considerando apenas 0s casos encontrados no presente
trabalho:

e Bifurcacdo por quebra de simetria (pitchfork);

e Bifurcacdo por dobra ciclica (n6-sela);

e Bifurcacdo por duplicacdo de periodo (Flip);

e Bifurcacao de Hopf secundaria ou de Neimark.

As bifurcacdes das solucBes periodicas sdo caracterizadas pela maneira
como os multiplicadores de Floquet deixam o circulo de raio unitario. Sendo
assim, as bifurcagfes do tipo pitchfork e no-sela ocorrem quando um autovalor
real deixa o circulo unitario através do ponto +1. A bifurcacdo por duplicacdo de
periodo ocorre quando o autovalor real deixa o circulo unitario através do ponto
—1. Por fim, a bifurcacdo do tipo Hopf ocorre quando um par de autovalores
complexos ultrapassa o circulo de raio unitario. Autovalores no interior do circulo
unitario indica estabilidade (Thompson e Stewart, 1993)

A bifurcacdo do tipo pitchfork pode ser dividida em duas categorias:
supercritica e subcritica. Em ambos os casos, 0s pontos fixos estaveis, que
existem antes da bifurcacdo, se tornam instaveis apos a bifurcacdo. A bifurcacéo
supercritica é caracterizada por ser continua, Figura 5.3(a), enquanto que a
subcritica é caracterizada por ser descontinua ou catastrofica, Figura 5.3(b). A
bifurcacdo pitchfork da origem a duas solug@es distintas e implica em uma quebra
de simetria da resposta.

Quando a bifurcacdo é do tipo nd-sela, o ramo de solugdes periddicas
estaveis e 0 ramo das solugcbes periddicas instaveis sdo criados ou destruidos
mutuamente no ponto de bifurcacdo, conforme Figura 5.2. Esta situacdo é

basicamente descontinua ou catastréfica (Del Prado, 2001).

-
-
-
______
..........

Deslocamento ou Velocidade

Parimetro de Controle

Figura 5.2: Bifurcacao do tipo né-sela.
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2 PI' - 1
; : -‘--"‘\‘
3 2 Pl A
= T N TTTtTrTTmmTTmTTTTT¢T ] ?' ----------
2 P1" 2| T
Parametro de Controle Parametro de Controle
(a) Supercritica (b) Subcritica

Figura 5.3: Bifurcacgao do tipo pitchfork.

Na bifurcacdo por duplicacdo de periodo, o ramo de solucdes estaveis que
existia antes da bifurcacdo, torna-se um ramo de solugdes periddicas instaveis
apos a bifurcagdo. Um ramo de solugdes estaveis de periodo dobrado é criado se a
bifurcacdo for supercritica (Figura 5.4(a)), enquanto um ramo de solucdes
instaveis de periodo dobrado é destruido se a bifurcacdo for subcritica (Figura
5.4(b)). Da mesma forma que na bifurcagdo do tipo pitchfork, a bifurcagéo

supercritica é continua e bifurcacdo subcritica descontinua.

: BT -
Z z P1 It
e o ;‘ """""""
E = o
Parimetro de Controle Parimetro de Controle
(a) Supercritica (b) Subcritica

Figura 5.4: Bifurcacao por duplicacdo de periodo.

Finalmente a bifurcacdo do tipo Hopf de uma solucdo periddica é
caracterizada por introduzir uma nova frequéncia a partir do ponto de bifurcacéo.
A nova solucdo pode ser periddica ou quase periodica, dependendo da relacdo
entre a nova frequéncia e a frequéncia da solucdo que existia antes da bifurcacéo.
Novamente, esta bifurcacdo pode ser supercritica ou subcritica. Em ambas as
bifurcagbes o ramo das solucBGes estaveis periddicas que existia antes da
bifurcagdo (Hopf) continua como um ramo de solug@es instaveis periddicas apds a

bifurcacdo. Se a bifurcacdo for supercritica, um ramo de solucdes periddicas ou
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quase-periddicas estaveis é criado, Figura 5.5(a), mas, se a bifurcagdo for

subcritica, um ramo de solucdes instaveis € destruido, Figura 5.5(b), o que

representa uma bifurcacdo descontinua.

Deslocamento ou Velocidade

Deslocamento ou Yelocidade

Parametro de Controle

Velocidade

Parametro de Controle
(a) Supercritica

Figura 5.5: Bifurcacao do tipo Hopf.

_______
.
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\\‘}“\//

_________ o
. /- .\ """" o
2| \ T
- { | P1 -y
‘g T I :* --------------
= | | // “'
; kY ! /,/ L=

A _,//,/’ ------
~
7
e

Parametro de Controle

(b) Subcritica

Na representagcdo dos diagramas de bifurcagdo as linhas continuas sdo as

solucBes estaveis e as linhas tracejadas, as solucdes instdveis. O escape

corresponde a maior magnitude do parametro de controle com solucdo estavel

antes da completa erosdo da bacia de atracdo e a solucdo ultima corresponde a

Gltima solugdo estavel obtida com a variacdo do pardmetro de controle (ndo

necessariamente igual ao valor de escape). Na Figura 5.6 mostra-se um tipico

diagrama de bifurcagcdo com os diversos tipos de bifurcacdo discriminados.

Pl

I\'[')—se]a;-‘xl

-

-
. -
Duplieifeao -

Deslocamento ou Velocidade

No-sela B

supfereritica S
.

-
-
e

P4 Ejgcape

Solucao
ultima

Parametro de Controle

Figura 5.6: Diagramas de bifurcacao tipicos (Orlando, 2010).
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5.4.
Bacias de Atracéao

A evolucdo de um sistema dindmico tende para um atrator (ponto fixo) a
medida que o tempo progride. O conjunto de pontos cujas Orbitas sdo atraidas para
um dado ponto fixo estavel € chamado bacia de atracao.

No critério de estabilidade de Lyapunov, os pontos fixos sdo classificados
segundo as caracteristicas de seus autovalores. Quando todos os autovalores da
matriz jacobiana que descreve a equacdo de movimento do ponto fixo perturbado
do sistema tém partes reais diferentes de zero, os pontos correspondentes sao
chamados de pontos fixos hiperbdlicos, independente do valor da parte
imaginéria. Quando um ou mais autovalores tém parte real nula, diz-se que o
ponto fixo é ndo hiperbolico. (Nayfeh e Balachandran, 1995; Thompson e
Stewart, 1993).

Existem trés tipos de pontos fixos hiperbdlicos: focos, nos e selas.

e Se todos os autovalores da matriz jacobiana tiverem parte real negativa,
entdo a perturbacdo decresce com o tempo e converge para o ponto fixo
guando t — oo, sendo neste caso o equilibrio assintoticamente estavel e o
ponto fixo ¢ chamado “atrator”.

» Se o0s autovalores sdo complexos, entdo o atrator é chamado de foco
estavel.
» Se todos os autovalores sdo reais, 0 atrator € chamado de no estavel.

e Se um ou mais dos autovalores da matriz jacobiana tém parte real positiva,
a perturbacdo cresce com o tempo, e afasta-se do ponto fixo quando
t — oo. Neste caso o ponto fixo é dito instavel e chamado de “repulsor”.

» Se o0s autovalores sdo complexos, o repulsor € chamado de foco
instavel.

> Se todos os autovalores sdo reais, o repulsor ¢ chamado de no
instavel.

e Quando alguns autovalores (mas ndo todos) tém parte real positiva
enguanto o resto tem parte real negativa, o ponto fixo associado é chamado

de sela.
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Quanto a estabilidade de um ponto fixo ndo-hiperbolico, pode-se afirmar
que:

e Um ponto fixo ndo-hiperbolico € instavel se um ou mais autovalores tém
parte real positiva.

e Se alguns autovalores tém parte real negativa, enquanto o resto dos
autovalores tem parte real nula, o ponto fixo é chamado de marginalmente
estavel.

e Se todos os autovalores sdo imaginarios (com parte imaginaria diferente de

zero), o ponto fixo correspondente é um centro.

A avaliacdo da seguranca de um sistema dindmico ndo linear é de grande
importancia na engenharia. Uma forma de avaliar a seguranca de uma estrutura é
através da andlise da evolugdo da erosdo das bacias de atracdo em funcdo da
variacdo da amplitude da forca. Sabe-se que a seguranca de um sistema ndo linear
depende tanto da estabilidade de suas solu¢bes, como também da integridade da
bacia no entorno de cada solucdo, sendo que a erosdo total de uma dada bacia
corresponde & instabilidade do sistema.

5.5.
Modelo de Raithel e Clemente Perfeito

A Figura 5.7 mostra o modelo de Raithel e Clemente sob um carregamento
axial da forma P+F(t), onde P ¢é a parcela de carregamento estatico e F(t) = f
sen(£2X) que é um carregamento harmonico com frequéncia da excitagdo, 2, e a

amplitude da excitacdo, f.
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7 i,
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7~
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Figura 5.7: Direcdo da forca no Modelo Perfeito. Modelo de Raithel e Clemente perfeito.

Partindo das expressdes (2.17), em termos das coordenadas generalizadas 6,
e 0,, tem-se as equagdes de movimento que regem o comportamento do modelo

de Raithel e Clemente perfeito sob carregamento axial periddico:

2 2 2
1d ‘21 = 1d 92 send,send, +id 922 €0s6,C0s0,
6 dr 16 dr 16 dr

2 2
+i(dij sené,cosd, —i(dﬁj cosé,send,
16\ dr 16\ dr

—2¢ 4% 941, 252 6089 + 4% c0sé; cosé, (5.2a)
dr dr dr

+ % (cosé;send, +cosd;send,) + a(6, - 6,)
—%(/1 + Fsen(fr))send, =0

d? d? d’
1 922 +i 021 send,send, +i4‘:100849100802
24 dr 16 dr 16 dr

2 2
—i(dej seng,coso, +116(%J coso,send,

dr T

+2§1(%—d—6)} 252( L cosd, cosh, + ddiz cosezzj (5.2b)

d

+ % (cosb,send, + cosd,send,) + a (-6, + 6,)

—%(/1 + Fsen(fr))send, =0
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Observam-se nas duas equacGes os coeficientes periddicos dependentes do
tempo que caracterizam a excitagdo paramétrica. As equacgdes de movimento (5.2)

sdo adimensionalizadas em funcdo das seguintes variaveis auxiliares (algumas ja
apresentadas nos capitulos anteriores): w® = K 1?/Apl®, K, =aKI?, P =K/,

F=f/Kl, 20& =C,/Apl®, 20E, =C,I? [4ApI® , r=at & B=0Q)w.

5.5.1.
Diagramas de Bifurcacéao

Uma ferramenta bastante atil para analise das regiGes de ressonancia
paramétrica sdo os diagramas de bifurcacdo onde as coordenadas dos pontos fixos
sdo mostradas como funcdo de um dado parametro de controle. Neste trabalho foi
utilizado o método da forca bruta para obtencdo dos diagramas de bifurcacéo.
Neste método, para se identificar o atrator associado a um dado parametro de
controle, escolhe-se um conjunto de condicdes iniciais e integra-se o sistema por
um tempo suficientemente longo para se chegar a resposta permanente. Assim
este metodo ndo é capaz de encontrar as Orbitas instaveis, mas é atil para a
compreensdo global do sistema. Para analisar as Orbitas instaveis devem ser
utilizados algoritmos especiais, como 0 método da continuacdo, que nao foram
utilizados neste trabalho.

Na Figura 5.8 apresentam-se, para A = 0,00, os diagramas de bifurcacédo
para valores selecionados de £, tendo como parametro de controle a magnitude da
excitagdo F. Os valores de g foram selecionados na regido principal de

instabilidade paramétrica em torno de 2, .
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0.8 . 0.8 . 0.8
0.4 04 04
o 0 o 0 —1 / s 0+
N
04 04 0,4
0,8 — : 0,8 — : . 0,8 — :
0 0,2 0.4 0.6 0.8 1 0 0,2 0.4 0.6 0.8 1 0 0,2 0.4 0.6 0.8 1
F F F
(c)p=175
0.8
0,4
@ o 0
0,4
20,8 - T
1 0 02 04 06 08 1
F
(d) B=250 (e) =275 () p=3.25
0.8 0.8 0.8
0.4 . 04 04
o 0 o 0 - o 0
0,4 - 0,4 0,4
0.8 : . 0.8 : T . 0.8 T T
0 0,2 0.4 0.6 0.8 1 0 0,2 0.4 0.6 0.8 1 0 0,2 0.4 0.6 0.8 1
F F F
(9) =350 (h) =375 () p=400

Figura 5.8: Diagramas de Bifurcacéo, para « =0,10, 1= 0,00 e &= £=0,01. O:xF.
wr=145e2wi=2,9.

Em todos os casos, o trecho inicial corresponde a solugdo trivial estavel.
Quando esta solugdo torna-se instavel, obtém-se, para um dado valor de £, a
magnitude da excitagdo F¢r que corresponde a fronteira de estabilidade
paramétrica. Para £ =100, 1,75, 3,75 e 4,00, observa-se uma bifurcacdo
subcritica onde, apés Fer, a resposta tende a infinito, coincidindo neste caso a
carga critica com o escape para infinito. Para g =250 e 2,75, observa-se uma
bifurcacdo subcritica por duplicacao de periodo (flip), com um salto em F¢ para
uma solucdo de periodo dois. Esta solucdo sofre bifurcacbes sucessivas até se
atingir uma regido caotica. As vibragdes cadticas apresentam um namero infinito

de pontos fixos e sdo, portanto, representadas no diagrama de bifurcacdo por uma
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nuvem de pontos. Este salto decresce a medida que /5 cresce até que se chega a
uma regido onde se tem uma bifurcacdo supercritica por duplicagdo de periodo
(vide diagramas para £ =3,25 e 3,50). Em todos o0s casos chega-se a uma carga
méaxima onde nenhuma solucdo estdvel é encontrada e ocorre 0 escape para
infinito. A Figura 5.9 apresenta os diagramas para A =0,20. Observam-se neste
caso as mesmas sequéncias de bifurcacBes, embora as cargas criticas sejam

menores em virtude da presenca do pré-carregamento estatico (vide Figuras 5.15 e

PUC-Rio- CertificacaoDigital N° 1613059/CA

5.16).
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0.8 :

0.8
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(@ =325 (h) p=350 () p=375

Figura 5.9: Diagramas de Bifurcacao, para a« = 0,10, 1=0,20 e {1=&=0,01. &:xF.

wr=1,17e 2w; =2,34.
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Nas Figuras 5.10 e 5.11 apresentam-se, para A=0,00 e A1=0,20,

respectivamente, os diagramas de bifurcacdo tendo como parametro de controle a

frequéncia de excitacéo, S, para valores selecionados de F.

2 1
1 ® oF=02 ® oF=02
® oF=0.3 0,8 ® oF=0.3
1,5 ® oF=04 i e oF=04
| ® oF=0.5 ® oF=0.5
e oF=06 0.6 ® oF=06
o 17 o]
| 04—
0,5 02
0 0
T T T T T T T T T T T T T T T T
1,5 2 2,5 3 3,5 4 4.5 1,5 2 2.5 3 3,5 4 4.5

(@) Oixp (b) OxXB
Figura 5.10: Diagramas de Bifurcagéo, para ¢=0.10e 1=0.00. w;=1.45 e2w;=2.9.

0.8
1,5 -
1 0,6 —
o 1 s
0,4 \
0.5 0,2 —
0 00— — PR
T T 7 ] T T I L T T T
1,5 2 2,5 3 3.5 4 4,5 1,5 2 2,5 3 3.5 4 4,5
p B

(@) Oxp (b) Oxp

Figura 5.11: Diagramas de Bifurcagéo, para ¢=0.10; A =0.00 e F=0.60. @; = 1.45
e2wr=209.

Observa-se na Figura 5.10, para F =0,30, 0,40 e 0,50 que a solucéo se
torna instavel em dois pontos. A direita tem-se uma bifurcacdo suave do tipo
supercritica, enquanto a esquerda tem-se uma bifurcacdo subcritica. Estas
bifurcacdes sdo tipicas de um sistema com ndo linearidade com perda de rigidez
(softening), o0 que estd de acordo com a relacdo frequéncia-amplitude obtida

anteriormente. Para F =0,20 a solugdo trivial & sempre estavel. Para F =0,60
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(Figura 5.11) ndo héa solucdo entre 1,90< < 2,58, pois as solugdes divergem
para infinito. Considerando 41 =0,20, (Figura 5.12), verifica-se um

comportamento similar. Os dois pontos onde a solugéo trivial se torna instavel,

identificam, para um dado valor de F, os pontos que delimitam a regido instavel.

1,6
- 1,2 — _
® o oF=02 ’ ® ® oF=02
1.2 — ® o oF=03 ® ® oF=03
e ® oF=04 ® o oF=04
E ® ® oF=05 0.8 ® ® oF=05
e ® oF=06 ? ® ® oF=06
= 0.8 =
0,4
0,4 —
0— 0
T T T T T T 1 - \ \ \ T \ \
1,5 2 2,5 3 3,5 4 4,5 1,5 2 2,5 3 3,5 4 4,5
p p
(@ Oxp (b) OXp

Figura 5.12: Diagramas de Bifurcacao, para a =0,10e 1=0,20. w;=1,17 € 2cw; =2,34.

gei.%osta no Tempo e Mapeamento de Poincaré

Na Figura 5.13, considerando F =0,60 e assumindo como condigdes
iniciais do sistema as coordenadas de um ponto fixo, obtém para diferentes
valores de f a resposta no tempo das duas coordenadas generalizadas, o retrato de
fase da solugdo permanente no plano 6, x6, e o mapa de Poincaré da solucéo
permanente (pontos em vermelho). Observa-se que para S =350, a solucdo é
trivial (um ponto na se¢do de Poincaré — origem - 6, =6, =0), Figura 5.13(c).
Para f =2,75, a solucdo apresenta periodicidade dois (dois pontos na secdo de
Poincaré), Figura 5.13(b), comprovando a existéncia de uma resposta com periodo
2Ts, onde Tr € 0 periodo da forca externa, e para £ = 2,60 a solucdo é cadtica com
infinitos pontos na secdo Poincaré, o que evidencia o desaparecimento da

periodicidade da solugdo, Figura 5.13(a).
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diferentes condic¢des inicias (61, d61/dr, 62, d62/dt ), para ¢= 0,10, A= 0,00, F = 0,60 e

&= £=0,01.

5.5.3.

09

-0,45

-0,9

T T
0 100 200 300 400 500 600

110

(c) p=3530e C.l. (0,00; 0,00; 0,00; 0,00)

Figura 5.13: Respostas no tempo para diferentes niveis de carregamento, considerando

Fronteiras de Escape

Para cada valor da frequéncia de excitagdo, S =Q/w, obtém-se a carga

maxima, Fesc, que a estrutura pode suportar quando a forca periddica cresce quase

estaticamente e, assim traca-se a fronteira de escape do sistema no espago

ﬂ X Fesc

. As Figuras 5.14(a) e 5.15(a) mostram para, respectivamente, o =010 e
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a =0,20 e niveis crescentes de carregamento estatico, A, as fronteiras de escape.

Nas Figuras 5.14(b-d) e 5.15(b-d) mostram-se as curvas individualmente.

2=0.40
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2=0.00

(8]
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0 ‘ — T
0 1 2 3 4
p
(a) Comparacao para diferentes niveis de carregamento
1.6 - - T 1,6 - . 18
14" 1 14-] 14-]

1.2 12 12

U_é 0.8 u.ﬁ 0.8 LL§ 0.8

0,6 06-] 064 L | |

04—~ 1 04 04 1 1A
02— —T—T— 0.2 | 02 | S — . I |

0 I S N N S - ! | | | L 0 | 1 | | - . .

o a2 Bk T AT d . S

O=0, B 2, ) 0=, Bz o, o =, o,

(b) 2 =00 ©) 1=02 (d) 1 =04

Figura 5.14: Fronteiras de estabilidade (escape) para «=0,10e &= £&=0,01.

Nota-se nas Figuras 5.14(a) e 5.15(a) que as curvas apresentam um
comportamento semelhante, com a presenca de uma regiao critica onde a carga de
escape atinge um ponto de minimo local. Esta regido encontra-se a esquerda do
dobro da primeira frequéncia natural (2wr). Sabe-se que esta é a regido principal
de instabilidade paramétrica e a mais perigosa em termos de projeto. Existe outras
regides de ressonancia associadas ;e a sub-mdltiplos de @i (sub-harménicos)
onde também a carga atinge minimos locais.

Observa-se, ainda nas Figuras 5.14(a) e 5.15(a), que o valor da carga de
escape minima depende sensivelmente do valor de A. Este procedimento numérico
ndo garante que a carga obtida corresponda a carga onde ocorre a completa erosao
da bacia de atragdo, como mostrado por Soliman & Thompson (1989, 1992). Se

no primeiro ponto de bifurcagdo catastréfica (n6-sela ou subcritica) existem outras
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solucdes no interior do vale potencial pré-critico, o escape se torna indeterminado.
Dependendo das condicdes iniciais, pode-se obter diferentes solugdes. Portanto,
no presente procedimento numérico, dependendo do valor do incremento da carga
e da perturbagdo nas condicdes iniciais, pode-se ter ou ndo escape em certas

regioes.

2=0.80
7 2=0.40
2=0.00

0.4 04 04 /
PR A ESRAS! BAKN S B AR T, )
=y, g 20, w, @m0, 2o ©, o=n, O i}
(b) 2 =00 ) A=04 d)2=08

Figura 5.15: Fronteiras de estabilidade (escape) para a=0,20 e &= £=0,01.

O comportamento do modelo na regido critica é decorrente da interacao
entre 0s modos de vibracdo. O sistema perfeito tem um comportamento tipico de

um sistema com perda de rigidez (softening), Figura 4.17.

5.5.4.
Fronteiras de Instabilidade Paramétrica
Para cada valor da frequéncia de excitagdo, S =Q/w, obtém-se a carga

méaxima, Fcr, onde a solugdo trivial se torna instavel e, assim, traca-se a fronteira

de estabilidade paramétrica do sistema no espago S xF, . As Figuras 5.16(a) e
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5.17(a) mostram, respectivamente, para « =0,10 e « =0,20, e niveis crescentes
de carregamento estatico, A, as fronteiras de instabilidade paramétrica. Nas
Figuras 5.16(b-d) e 5.17(b-d) comparam-se a fronteira de escape com a fronteira
de instabilidade paramétrica. Tal como observado nos diagramas de bifurcacéo,
Figuras 5.8 e 5.9, para alguns valores de frequéncia de excitagdo, £, as cargas
criticas e de escape coincidem. Isto ocorre em regides onde a bifurcacdo da
solucdo trivial é subcritica e ndo existem outras solucbes estaveis para

F > F, como, por exemplo, na Figura 5.8(a). Quando a bifurcacéo é subcritica,
mas existem solugdes estaveis ndo-triviais para F > F, (por exemplo, na Figura

5.8(d)) ou a bifurcacdo ¢ supercritica (por exemplo, na Figura 5.8(f)), estas duas

fronteiras ndo coincidem. Entre estas duas fronteiras o escape é indeterminado.

Quando A=A, a carga de instabilidade paramétrica é zero, como mostram as

Figuras 5.16(d) e 5.17(d), exceto em uma regido de baixas frequéncias.

08

— 2=0.40

(a) Comparacéo para diferentes niveis de carregamento

08 0.8 : 08
| | | | I F,Cr | I I L /\// S FCT I
06 JJVEUJ‘\% f\\\{/ 06 e 06— Fesc
w04 1 - -\\ ™ W 04 M / / w04 //\U""
1 1 I 1 ] ‘\/—/f 1 = | \{/ 1 1 ! / 1 !
02 | | 02 02 w_/ u
—F, ] |
P 0 ‘ 0 %—r/\
0 1 ’ 2 3 1 2 3 1 { 3
B B p
@,=0, 20, ®=0, 20, =0, ,
(b)y A=00 (c)A=02 (d)yA=04

Figura 5.16: Fronteiras de instabilidade paramétrica para «=0,10 e &= £=0,01.
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g 1.2 04
1‘57_ __—_F ——Fy [ ]
I o G
144 | || VAN . ] ]
27 N1 08 | H |
. 14 /;/\N‘\NI \v/ " \ / w06 1 /\_\
0,8 \ ‘." B | w02 f/
0‘6-: T T T 0el ¢/
04 : c or L] /_/
02 = ~ 0,2 N
‘0 1 FESC ] J\“-, \
: :
| | 0 T T o] — — —_—
0 1 U‘E:(!)L; 32(!]‘ 0 1 | 2 | 3 $ y [ 5 3
M=, B 2m| [ORON o, [§]
()2 =00 (©) 4 =04 (d) 2=08

Figura 5.17: Fronteiras de instabilidade paramétrica para a=0,20 e &= £,=0,01.

5.5.5.
Bacias de Atracéo

A fim de ilustrar como as bacias de atragdo podem ser usadas para se avaliar
a seguranca da estrutura, apresenta-se a seguir um estudo das bacias de atracdo

das solucdes estaveis, com énfase na estabilidade da solugdo trivial (6, =6, =0).

Na Figura 5.18 apresentam-se as projecOes das bacias de atragdo para « =0.10,
P =275 F=020¢e & =&, =0,01e trés valores de A. Nesta figura, a cor preta
denota a bacia de atracdo associada a solucdo trivial. As demais cores estdo
associadas as solucdes pds-criticas estaveis, enquanto a cor branca corresponde a
condicdes iniciais que nao convergiram dentro do tempo méaximo de integracao
especificado no programa para qualquer atrator.

Verifica-se a significativa influéncia do carregamento estatico, A, nas bacias
de atracdo, pois, a medida que A cresce, a area da bacia de atracdo da solucédo
trivial decresce gradativamente. Esta area pode ser tomada como uma medida do

grau de seguranca da estrutura. Se a bacia de atracdo € pequena, entdo pequenas
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perturbagcbes nas condicGes iniciais podem levar ao escape e, possivelmente, a
ruina da estrutura. Assim, € extremamente perigoso calcular tais sistemas
estruturais para niveis de carga proximos da carga de flambagem, mesmo
tomando cuidado em minimizar as perturbacdes e imperfeicbes geométricas

iniciais durante a construcao da estrutura.

6 o 6 N 6 o

Tel Te Ty

4 4 4

de,/dt

Ly S— S 65 -6
6 4 2 0 2 4 6 6 -4 -2 0 2 4 6 6 -4 2 0 2 4 6
0, 0, 0,

(a) 4=0.00 (b) 4=0.20 (c) 1=0.40

Figura 5.18: Sec¢bes das bacias de atragdo no plano 9:xd6:/dt para = 0,10, F= 0,20,
f=275e & =£&=0,01.

Na Figura 5.19 apresentam-se as bacias de atragdo para « =01, 4=0,0,
p =275, e valores selecionados de F, ou seja, 0 mesmo caso descrito no
diagrama de bifurcacdo da Figura 5.8(e). Observa-se, na Figura 5.19(a) a presenga
da bacia de atracdo associada ao estado fundamental de equilibrio (preta)
correspondente a solucéo trivial. Na Figura 5.19(b) percebe-se a auséncia da bacia
de atracdo do estado fundamental, pois esta solucdo tornou-se instavel através de

uma bifurcacgéo do tipo duplicagéo de periodo.
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do,/dx

o1 2 3 6 -4 2 0 2 6
0, 0,
(a.1) 61x62 (a.2) 81xd6:/dt
(@) F=0.20
6 5
4 * o
4 o \‘*
-6 T T T T T
6 4 2 0 2 6

(b.1) 016

(b.2) Bixd61/dt
(b) F= 0,40

de,/dt

d0,/dt
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0,

(b.3) 0:xd0,/dt

6 N, W
4 . b
o
2,
n,
24
o

-4 h .
-6 ch "l\' L -

-6 -4 -2 0 2 4 6

0]
(a.3) 02xd0:/dt

6 - 5

| <=8 ¥

.l v

4 5 Y

] & i
2
2 :‘\1\
0 \\ fo)

13
| %

] ]
-4 \
-6 4 g

6 -4 2 0 2 4 6

Figura 5.19: Sec¢0Oes das bacias de atragéo para a=0,10, 1=0,00, f=2,75e &1=&=0,01.
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Analise Dinamica — Vibracéo Forcada: Excitacdo de Base

O presente capitulo apresenta um estudo detalhado do modelo sob vibracéo
forcada, no caso, uma excitacdo harménica de base. Para isso, obtém-se o0s
diagramas de bifurcacdo pelo método da forca bruta e as bacias de atracdo, o que
permite, juntamente com os resultados dos capitulos 3, 4 e 5, uma compreensao

do comportamento dindmico do modelo em analise.

6.1.
Modelo de Raithel e Clemente

E apresentado, na Figura 6.1, 0 modelo de Raithel e Clemente sob uma

excitacdo harmonica de base da forma up(t) = up sen(2t).

l/2

) K

/2

N

1(/,(1‘)>

é/ \ | uy, sen( 2t)

(a) Modelo Indeformado (b) Modelo deformado

Figura 6.1: Modelo de Raithel e Clemente perfeito sob excitacédo de base.

Com base na Figura 6.1(b), tem-se para o campo de deslocamentos:
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x, = Uu,sen(Qt)+s send, (6.1a)

X, = U,sen(Qt)+1/2send, +s sené, (6.1b)
Yy, =SC0S6, (6.1c)

Yy, =1/2c0sé, +scoso, (6.1d)

Partindo das expresses (6.1) e realizando as derivadas com rela¢do ao

tempo e substituindo em (2.3), obtém-se para a energia cinética:

T= %(4u§§22 cos(Qt )’ +u,1Q8, cosé, cos(Qt)

+3u,1Q6, cosd, cos(Qat)) (6.2)

+ %pAl 3(349192 cosé, cosd, +36,6,send,send, + (6,)* +4(6,)%)

Utilizando a expressdo para a energia potencial total (2.9), considerando
imperfei¢des iniciais nulas e a energia cinética da estrutura sob movimento de
base (6.2), obtém-se as seguintes equacdes de movimento adimensionais em

termos das coordenadas generalizadas 6, e 6,:

2 2 2
1d 021 R 6;2 send,send, +id—022C0591C0592

2 2
+i 46, sen6’lc056*2—i a6, cosd,send,
16\ dr 16\ dr

- 251(% = %j + 252(% cosé,’ + 46, coso, cosezj (6.3a)
dr dr dr dr

+ % (cosé;send, +cosd;send,) + a(6, — 6,)

—%/1 send, — gubﬁz sen(fr) cosé, =0
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d2e, d26, d*o
1 1 ~-send;send, +i ——-€0s6,c0s0,
24 dr? 16 dr 16 dr

d6, )’ do,
—i ﬂ send,coso, +i i cosé,send,
16\ dr 16\ dr

+28| —= 46, _do, 252 cose cosb, +d9 c0s6,’ (6.3b)
dr  dr dr

+ % (cosé,send, + cosd,send,) + a(-6, + 6,)
1 1 )
—Eﬂsenez —gub,ﬁ sen(fr) cosd, =0
Nessas expressbes U, (U, =u,/l) é a magnitude da excitacdo

adimensional.

6.1.1.
Diagramas de Bifurcacao

Na Figura 6.2 apresentam-se os diagramas de bifurcacdo em funcédo de &,
para « =01 e A =0,0, para valores selecionados de £, tendo como parametro de
controle a magnitude da excitacdo Up. Na Figura 6.3 apresentam-se 0S mesmos
diagramas de bifurcagéo em fungdo de &,. Os valores de g foram escolhidos na
vizinhancga da ressonéancia fundamental, ou seja, f=Q/w, =Q/1,446=1,

Em todos os casos tem-se inicialmente uma solucdo de periodo um, isto é, o

periodo da resposta igual ao periodo da excitagcdo de base. Para f=0,8 e 0,9 esta
solucdo se torna instavel através de uma bifurcacdo do tipo no-sela, ndo sendo
obtida qualquer solucéo estavel apos a bifurcacdo. Para S =1,0, apds a bifurcacéo
do tipo nd-sela, hd um salto para uma solucéo estavel de periodo um. Para g =11
e 1,2, observa-se uma bifurcacdo supercritica com duplicacdo de periodo (flip).
Para =12, verifica-se que esta solucdo de periodo dois torna-se instavel,

ocorrendo entdo uma cascata de bifurcacdes até se chegar a uma regido caotica,

apos a qual ndo se encontram respostas estaveis.
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N
-2 T T T T T T -2 T T T T T T -2 T T T T T
0 0,2 0.4 0.6 0.8 1 0 0,2 0.4 0.6 0.8 1 0 0,2 0.4 0.6 0.8 1
U, U, U,
(a) =080 (b) #=0,90 (c) =1,00
2 2
1 1
o 0 o 0 |
™ N
-1 \_’_’ =N / '
-2 T T - LA B -2 T T 1 LI B
0 0,2 0.4 0.6 0.8 1 0 0,2 0.4 0.6 0.8 1
U, U,
(d) =110 (e) p=1,20

Figura 6.2: Diagramas de bifurcacéo para «=0,10, A =0,00 e &= &2=10,01. 6:XUp.

w; = 1,446.

0.5 0.5 0.5
025 0,25 - 025 -
& e & & o i‘z\
20,25 025 -0.25 \
\
0.5 T T T -0.,5 T T T 0.5 T .
0 0,2 0.4 0.6 0.8 1 0 0,2 0.4 0.6 0.8 1 0 0,2 04 0.6 0.8 1
Ub Ub Y,
() p=0,80 (b) =10,90 (c) f=1,00
0,5 0,5
A
0,25 0254 i
FENEAE o o \/
025 \/ 0,25 '
-0,5 r T T -0.5 T T T
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
Uy Uy
(d) g=1,10 (e) =120

Figura 6.3: Diagramas de bifurcacéo para «=0,10, 1 =0,00 e &= &=10,01. 6:XUs.
wr = 1,446.
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Na Figura 6.4 apresentam-se os diagramas de bifurcacdo para « =01 e
A =0,2 em funcéo de 6, e na Figura 6.5, os mesmos diagramas em funcdo de 6, .

Em virtude do pré-carregamento estatico, ocorre uma sequéncia de bifurcacdes
mais complexa com diversos saltos dindmicos a medida que Up aumenta.
Verifica-se adicionalmente que o pré-carregamento estatico diminui a carga de
escape. Este fenbmeno pode ser mais bem observado através do comportamento

das curvas de ressonancia & medida que a magnitude da forga aumenta.

2,5 ’ 254 2,5

o 0 — o 0 —L o 0
[— | \_—
2,5 -2,5- 2,5
5| -5 5|
T T T T T T T T T
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 |1 0 02 04 06 08 1
Ub Ub Ub
(@) f=0,80 (b) B=0,90 (c) B=1,00
5
5] - -
2,5 25
= 0 o O .
~af -
2,54 _ s
-5
T T T -5 T T T T
0 02 04 06 08 | 0 02 04 06 08 1
Uy U,
(d) g=1,10 (e) B=1,20

Figura 6.4: Diagramas de bifurcac¢éo para a=0,10, 4 =0,20 e &= &= 0,01, &:XUb.
wr=1,171.
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4 4 4
2 2 2
&0 ___-/\4. I T~ L0 ———
2+ 24 2+
e e N e e m Sy i B e e N B AT T
0 0,2 0.4 0,6 0.8 1 0 0,2 0.4 0,6 0.8 1 0 0,2 0.4 0.6 0.8 1
U, U, U,
(a) 5=0,80 (b) £=0,90 (c) p=1,00
4 4 —
#
2 2
< 0T &0
2- 2
-
= 1 -
e B e e L m AT T
0 0,2 0.4 0,6 0.8 1 0 0,2 0.4 0.6 0.8 1
U, U,
(d) B=1,10 (e) f=1,20

Figura 6.5: Diagramas de bifurcacao para a=0,10, A =0,20 e &= £-0,01, &xUs.
wr=1,171.

6.1.2.
Curvas de Ressonancia

As Figuras 6.6 e 6.7 mostram as curvas de ressonancia para « =01 e,
respectivamente, 4 =0,0 e 4 =0,2. Verifica-se que as curvas de ressonancia
apresentam picos na vizinhanca da primeira frequéncia natural - regido de
ressonancia fundamental. Tem-se nessa regido um comportamento tipico de um
sistema com perda de rigidez (softening) com as curvas apresentando um
crescimento abrupto das amplitudes de vibracdo a esquerda da curva de
ressonancia, em consonancia com a relacdo ndo linear frequéncia-amplitude

(Figura 4.15). Para U, = 0,15 observam-se na vizinhanca da segunda frequéncia

natural, @, =3967, bifurcagbes que levam a saltos dinamicos e obtém-se um

novo trecho de solucdes estaveis que exibem grandes amplitudes de vibragéo.
Para U, = 0,20 observam-se tambeém nesta regido, descontinuidades no diagrama
de bifurcacdo. Esta segunda regido de ressonancia também exibe um
comportamento com perda de rigidez (softening), em consonancia com a relacéo

néo linear frequéncia-amplitude (Figura 4.15).
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(@) Oixp (b) OXp

Figura 6.6: Diagramas de bifurcagéo (curvas de ressonancia), para « = 0,10,
A=0,00 e &= £=0,01. wr=1,446 € w2 =3,967.

2 1 \
® o 0U,=0.05 |l ® @U,=0.05
1l ® eu,=0.10 e » #U,=0.10 "
15|/ ® 8U,=0.15 08 g o eU,=0.15 \
e o oU,=020 Il ® ®U,=0.20

(@) Oxp (b) Oxp
Figura 6.7: Diagramas de bifurcacdo (curvas de ressonancia), para a = 0,10,
1=020e &= £=0,01. @ = 1,171 € w2=3,098.

A Figura 6.8 apresenta a resposta no tempo das duas coordenadas
generalizadas, 6, xz e 6, x7, e a resposta permanente no plano &, x 6, para 0s
valoresde f=3,0, 3,5 e 4,0, considerando « =01 e 4 =0,0, ilustrando, assim,
0s possiveis tipos de resposta na segunda regido de ressonancia. Observa-se a

presenca de solucdes de grande e pequena amplitude.
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0,5 02+ 0.1
0,1 0405—-
& s 0 <’ 0
0,1 ‘ -0,05 -
-0‘57-"’vv"*'rg’?""?"' _0‘25‘, —r——r — —Oﬂirww-'[w'l"
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100 1 0,5 0 0,5 1
T T 6,
(a.1) fixt (a.2) Baxt (a.3) 61x62
(@) f=3,00 e C.I. (-0,020;~1,200; —0,051; —0,101)
0,8 T 0,7
04 0,35 -
3 s 0 < 0
,0'47_ -0,35 4
-o,e: 07 N
0 20 40 60 -1 0,5 0 0,5 1
T T 0,
(b.1) Oixt (b.2) O2xt (b.3) 01x0:
(b) B=3,50 e C.I. (-1,050; 0,448; —0,207; —1,494)
04 03 1 0,25
02 0,15 - 0,125
s 0 o' 0 = 0+
02 ‘ 0,15 -0,125
04 ‘ 0,3 : : | 0,25 | ——
0 20 40 60 0 20 40 60 -0,4 -0,2 ((]) 0,2 0,4
(c.1) Oixz (c.2) B2xt (c.3) 01x62

(c) B=4,00 e C.I. (-0,065; —1,261; 0,120; —0,6117)

Figura 6.8: Respostas no tempo para diferentes niveis de carregamento, considerando
as condicbes inicias (C.1.) (61, doi/dr, 62, d02/dt ), para «=0,10, 1 =0,00, Up=0,15 e
¢ér=£=0,01.

As Figuras 6.9 e 6.10 apresentam as curvas de ressonancia para « =0,2 e,

respectivamente, 1 =0,00 e 4 =0,40. Verifica-se, a medida que « aumenta, que

se torna mais evidente o comportamento ndo linear com perda de rigidez na regido
de ressonéncia fundamental, levando a uma bifurcacdo nd-sela e variagdo brusca
de amplitude de vibracdo. Novamente, observam-se diversas descontinuidades na

segunda regido de ressonancia.
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2 1
e e 0U,=0.05 ||l ® #U,=0.05 )
|l ® @U,=0.10 e o oU,=0.10 g
15 ||e ® 0U=0.15 "% e o 8U,=0.15 A
oo le o 8U,=0.20 \

(@) Oixp (b) OXp

Figura 6.9: Diagramas de Bifurcagéo (curvas de ressonancia), para « = 0,20,
A=0,00e &=¢&2=0,01. wr=1,582 e w2=5,128.

(@) Oxp (b) Oxp

Figura 6.10: Diagramas de bifurcacao (curvas de ressonancia), para a= 0,20, 1 =0,40 e
&r=£6=0,01. wr=1,203 € w2 =3,693.
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Conclusao

7.1.
Conclusdes

Esta dissertacdo investigou a influéncia da interagdo entre a flambagem por
flexdo e a flambagem lateral no comportamento estatico e dindmico em estruturas
aporticadas esbeltas.

Para isto, foi utilizado o modelo discreto de dois graus de liberdade proposto
por Raithel e Clemente.

Dentre os aspectos analisados, concluem-se os seguintes pontos:

1) Comportamento estatico.

Verifica-se que a restricdo ao deslocamento lateral tem grande influéncia na
estabilidade do modelo, influenciando a carga critica e, principalmente o0s
caminhos pos-criticos. Quando a rigidez lateral controla a perda de estabilidade,
tem-se uma bifurcacéo simétrica instavel. Quando a rigidez a flex&o é dominante,
tem-se uma bifurcacdo simétrica estavel. Em funcao da interagdo entre flexdo e
deslocamento lateral (rigidez relativa entre as molas), observa-se o aparecimento
de quatro caminhos pos-criticos secundarios que emergem do caminho pds-critico
primario, todos instaveis. Com isto, tem-se sensibilidade a imperfei¢des iniciais,
com perda de estabilidade para cargas inferiores a carga critica de flambagem.
Adicionalmente, se as perturbacBes que podem ocorrer durante a vida atil da
estrutura excederem a regido em torno da configuracdo fundamental, cuja
fronteira é limitada pelos pontos de sela associados as solucdes pos-criticas
instaveis, a estrutura perde a estabilidade. Esta regido, que constitui a bacia de
atracdo da solucdo fundamental de equilibrio e delimita a magnitude das
oscilacbes, decresce a medida que o carregamento estatico cresce, tornando-se
zero no ponto de bifurcacdo (carga critica). Assim, a medida que cresce 0
carregamento, reduz-se substancialmente o conjunto de possiveis condicdes

iniciais que levam a estrutura a retornar, ap6s uma perturbacdo, a configuracao
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fundamental de equilibrio cuja estabilidade se deseja preservar. Conclui-se,
portanto, que a carga critica € um limite superior da capacidade de carga da
estrutura. Juntamente com a rigidez relativa entre as molas e o acoplamento
modal, as imperfei¢cbes diminuem a carga critica de flambagem. Além disso, a
introducdo das imperfeigdes provoca uma quebra de simetria das superficies de
energia potencial, reduzindo substancialmente as regiGes seguras, mudando
consequentemente seu comportamento dindmico nao-linear e sua estabilidade

global.

2) Comportamento dindmico em vibracdo livre.

A forma do modo de vibracdo associado a frequéncia minima da estrutura
depende da interacdo entre flex&o e deslocamento lateral (rigidez relativa entre as
molas). O estudo das frequéncias naturais mostra a sensibilidade das frequéncias
ao pré-carregamento estatico. J& a analise da geometria da regido segura que
circunda a posicdo de equilibrio pré-critica, obtida através do principio da
conservacdo de energia, mostra que a bacia de atragdo conservativa decresce
rapidamente com o0 aumento da carga estatica, reduzindo, assim,
significativamente o conjunto de condicdes iniciais que levam o sistema a oscilar
em torno da solucdo pré-critica estavel. Esta analise da regido segura do sistema
amortecido fornece informagcGes importantes sobre os deslocamentos e
velocidades maximas admissiveis. Esta analise da regido segura, também pode
ajudar no controle de vibracdes e projeto da estrutura. Finalmente, a relagdo néo-
linear frequéncia-amplitude do modelo exibe um comportamento softening, ou
seja, com perda de rigidez, que controla a dindmica do modelo sob vibracéo

forcada.

3) Comportamento dindmico sob vibracdo forcada.

Estudou-se o comportamento do modelo sob carga axial e movimento
harmonico de base.

Para a estrutura sob carga axial harmdnica, mostra-se, através das fronteiras
de instabilidade paramétrica e de escape, que a carga critica dinamica pode ser
bem inferior a carga critica estatica na regido principal de instabilidade
paramétrica, localizada na vizinhanca do dobro da frequéncia fundamental da

estrutura. Para a estrutura sob excitacdo de base, mostra-se a influéncia da
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excitacdo nas duas regides de ressonancia do modelo. Para ambos os casos, 0
estudo de bifurcacbes mostra que o modelo pode exibir, dependendo da
frequéncia da excitacdo, bifurcagbes subcriticas e supercriticas, levando a
solucdes periddicas e cadticas, e, finalmente, ao escape. As bifurcagbes subcriticas
levam a saltos dindmicos que podem comprometer a integridade da estrutura. Os
resultados sdo caracteristicos de sistemas nao lineares com perda de rigidez
(softening). Finalmente, o estudo da dindmica atraves da evolucao das bacias de
atracdo mostra como esta ferramenta pode ser usada na avaliagcdo da seguranca da

estrutura.

7.2.
Sugestdes

Este é um estudo inicial sobre a influéncia da interacdo entre a flambagem
por flexdo e a flambagem lateral no comportamento estatico e dindmico em
estruturas aporticadas esbeltas. Com o objetivo de aprofundar a investigagédo deste
acoplamento modal, apresentam-se as seguintes sugestdes:

e Investigar a instabilidade estatica e dindmica do modelo,
considerando o efeito das imperfeicGes iniciais. Em particular,
estudar o efeito das imperfeicdes nos caminhos ndo-lineares de
equilibrio e nos diagramas de bifurcacdo usando algoritmos de
continuagao.

e Auvaliar para o modelo, as medidas de integridade dindmica das
bacias de atracdo e sua evolugdo com os parametros do sistema
estrutural e do carregamento.

e Estudar a interacdo entre a flambagem por flexdo e a flambagem
lateral no comportamento estatico e dindmico de colunas com apoios
elasticos, usando-se as equacges diferenciais do sistema continuo.

e Estender esta andlise para geometrias de poérticos planos que possam

exibir este tipo de acoplamento modal.
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Apéndice A

Este apéndice mostra as coordenadas de cada ponto de equilibrio, o valor da
energia no ponto e os dois autovalores da matriz Hessiana (Equacéo 3.8), para as

superficies de energia potencial apresentadas no Capitulo 3.
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Tabela A.1: Estabilidade dos pontos criticos para ¢ = 0.10. Modelo de Raithel e

Clemente perfeito.

Parametro
de carga 6, 0, T 71 72
A
-1,570 -1,570 0,499 -0,299 -0,499
0,000 0,000 0,000 0,500 0,200
1,570 1,57 0,499 -0,299 -0,499
0,0 0,508 2,633 0,344 0,463 -0,118
-0,508 -2,633 0,344 0,463 -0,118
2,633 0,508 0,344 0,463 -0,118
-2,633 -0,508 0,344 0,463 -0,118
-1,159 -1,159 0,179 -0,299 -0,419
0,000 0,000 0,000 0,300 0,000
1,159 1,159 0,179 -0,299 -0,419
0,4 -0,457 1,668 0,024 0,240 -0,073
0,457 -1,668 0,024 0,240 -0,073
1,668 -0,457 0,024 0,240 -0,073
-1,668 0,457 0,024 0,240 -0,073
-1,047 -1,047 0,124 -0,299 -0,374
0,000 0,000 0,000 0,250 -0,050
0,5 1,047 1,047 0,124 -0,299 -0,374
-1,131 1,131 -0,031 0,093 -0,015
1,131 -1,131 -0,031 0,093 -0,015
-0,451 -0,451 0,005 -0,094 -0,299
0,000 0,000 0,000 0,050 -0,250
0,451 0,451 0,005 -0,094 -0,299
-2,023 2,023 -0,474 0,396 0,292
0,9 2,023 -2,023 -0,474 0,396 0,292
-0,772 2,368 -0,406 0,622 -0,166
0,772 -2,368 -0,406 0,622 -0,166
-2,368 0,772 -0,406 0,622 -0,166
2,368 -0,772 -0,406 0,622 -0,166
-1,895 1,895 -0,600 0,359 0,210
0,000 0,000 0,000 0,000 -0,300
1,895 -1,895 -0,600 0,359 0,210
1,0 -0,679 2,462 -0,506 0,714 -0,211
0,679 -2,462 -0,506 0,714 -0,211
-2,462 0,679 -0,506 0,714 -0,211
2,462 -0,679 -0,506 0,714 -0,211
-2,389 2,389 -1,280 0,777 0,710
0,000 0,000 0,000 -0,500 -0,200
2,389 -2,389 -1,280 0,777 0,710
1,4 -0,465 2,676 -0,906 0,993 -0,393
0,465 -2,676 -0,906 0,993 -0,393
2,676 -0,465 -0,906 0,993 -0,393

-2,676 0,465 -0,906 0,993 -0,393
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Tabela A.2: Estabilidade dos pontos criticos para ¢ = 0.15. Modelo de Raithel e

Clemente perfeito.

Parametro
de carga 6, 0, I 71 72
A
-1,570 -1,570 -0,898 -0,200 -0,500
0,000 0,000 0,000 -0,400 -0,200
1,570 1,570 -0,898 -0,200 -0,500
0,0 0,740 2,400 -0,964 0,648 -0,532
-0,740 -2,400 -0,964 0,648 -0,532
2,400 0,740 -0,964 0,648 -0,532
-2,400 -0,740 -0,964 0,648 -0,532
-0,927 -0,927 0,079 -0,199 -0,319
0,000 0,000 0,000 0,000 0,200
0,927 0,927 0,079 -0,199 -0,319
0,6 -0,354 1,305 0,014 0,175 -0,093
0,354 -1,305 0,014 0,175 -0,093
-1,305 0,354 0,014 0,175 -0,093
1,305 -0,354 0,014 0,175 -0,093
-0,643 -0,643 0,019 -0,179 -0,199
0,000 0,000 0,000 -0,100 0,100
0,8 0,643 0,643 0,019 -0,179 -0,199
-1,275 1,275 -0,079 0,183 -0,074
1,275 -1,275 -0,079 0,183 -0,074
-1,660 1,660 -0,262 0,344 0,048
0,000 0,000 0,000 0,000 -0,200
1,660 -1,660 -0,262 0,344 0,048
1,0 -1,229 1,911 -0,259 0,421 -0,066
1,229 -1,911 -0,259 0,421 -0,066
-1,911 1,229 -0,259 0,421 -0,066
1,911 -1,229 -0,259 0,421 -0,066
-1,895 1,895 -0,504 0,491 0,241
0,000 0,000 0,000 -0,300 -0,100
1,895 -1,895 -0,504 0,491 0,241
1,2 -0,903 2,238 -0,459 0,690 -0,199
0,903 -2,238 -0,459 0,690 -0,199
2,238 -0,903 -0,459 0,690 -0,199
-2,238 0,903 -0,459 0,690 -0,199
-2,059 2,059 -0,784 0,628 0,438
0,000 0,000 0,000 -0,400 -0,200
2,059 -2,059 -0,784 0,628 0,438
14 -0,738 2,403 -0,659 0,878 -0,305
0,738 -2,403 -0,659 0,878 -0,305
-2,403 0,738 -0,659 0,878 -0,305

2,403 -0,738 -0,659 0,878 -0,305
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Clemente perfeito.
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Parametro
de carga 6, 0, T 71 72
A
-1,570 -1,570 -0,898 -0,200 -0,500
0,000 0,000 0,000 -0,300 -0,200
1,570 1,570 -0,898 -0,200 -0,500
0,0 1,005 2,136 -0,915 0,378 -0,547
-1,005 -2,136 -0,915 0,378 -0,547
2,136 1,005 -0,915 0,378 -0,547
-2,136 -1,005 -0,915 0,378 -0,547
-1,159 -1,159 0,179 -0,099 -0,419
0,000 0,000 0,000 0,300 0,200
1,159 1,159 0,179 -0,099 -0,419
0,4 0,511 1,642 0,164 0,174 -0,295
-0,511 -1,642 0,164 0,174 -0,295
1,642 0,511 0,164 0,174 -0,295
-1,642 -0,511 0,164 0,174 -0,295
-0,643 -0,643 0,019 -0,099 -0,179
0,000 0,000 0,000 0,000 0,100
0,643 0,643 0,019 -0,099 -0,179
0,8 -0,240 0,890 0,004 0,094 -0,072
0,240 -0,890 0,004 0,094 -0,072
0,890 -0,240 0,004 0,094 -0,072
-0,890 0,240 0,004 0,094 -0,072
-1,131 1,131 -0,062 0,187 -0,122
1,0 0,000 0,000 0,000 0,000 -0,100
1,131 -1,131 -0,062 0,187 -0,122
-1,490 1,490 -0,215 0,354 -0,042
1,2 0,000 0,000 0,000 -0,200 -0,100
1,490 -1,490 -0,215 0,354 -0,042
-1,728 1,728 -0,424 0,509 0,121
0,000 0,000 0,000 -0,300 -0,200
1,728 -1,728 -0,424 0,509 0,121
1,4 -1,114 2,027 -0,413 0,644 -0,147
1,114 -2,027 -0,413 0,644 -0,147
-2,027 1,114 -0,413 0,644 -0,147
2,027 -1,114 -0,413 0,644 -0,147
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Tabela A.4: Estabilidade dos pontos criticos para ¢ = 0.25. Modelo de Raithel e

Clemente perfeito.

Parametro
de carga 6, 0, T 71 72
A
-1,570 -1,570 0,499 0,000 -0,499
0,0 0,000 0,000 0,000 0,500 0,500
1,570 1,570 0,499 0,000 -0,499
-1,159 -1,159 0,179 0,000 -0,419
0,4 0,000 0,000 0,000 0,300 0,300
1,159 1,159 0,179 0,000 -0,419
-0,643 -0,643 0,019 -0,179 0,000
0,8 0,000 0,000 0,000 0,100 0,100
0,643 0,643 0,019 -0,179 0,000
1,0 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
1,026 -1,026 -0,051 0,189 -0,176
1,2 0,000 0,000 0,000 -0,100 -0,100
-1,026 1,026 -0,051 0,189 -0,176
1,372 -1,372 -0,182 0,361 -0,118
1,4 0,000 0,000 0,000 -0,200 -0,200
-1,372 1,372 -0,182 0,361 -0,118

Tabela A.5: Estabilidade dos pontos criticos para ¢« = 0.30. Modelo de Raithel e

Clemente perfeito.

Parametro
de carga 6, 0, I " 72
A
-1,570 -1,570 0,499 0,100 -0,499
0,0 0,000 0,000 0,000 0,500 0,600
1,570 1,570 0,499 0,100 -0,499
-0,643 -0,643 0,019 -0,179 0,100
0,8 0,000 0,000 0,000 0,200 0,100
0,643 0,643 0,019 -0,179 0,100
1,0 0,000 0,000 0,000 0,000 0,100
1,1 0,000 0,000 0,000 0,050 -0,050
1,2 0,000 0,000 0,000 0,050 -0,100
-0,946 0,946 -0,011 0,097 -0,203
1,3 0,000 0,000 0,000 -0,050 -0,150

0,946 -0,946 -0,011 0,097 -0,203
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Tabela A.6: Estabilidade dos pontos criticos para a=0.10, 6,, = 7/180 e ,, = 27/180.

Modelo de Raithel e Clemente com imperfei¢cdo geométrica.

Parametro
de carga 6, 0, 11 71 72
A
1,152 1,140 0,156 -0,285 -0,400
-1,165 -1,176 0,204 -0,314 -0,438
-0,331 0,431 -0,001 0,244 0,013
0,4 -0,451 1,588 0,013 0,222 -0,068
1,604 -0,422 0,020 0,226 -0,073
0,462 -1,737 0,035 0,258 -0,077
-1,727 0,488 0,027 0,255 -0,073
0,578 0,565 0,005 -0,121 -0,275
-0,688 -0,699 0,036 -0,224 -0,320
0,144 0,127 -0,001 0,087 -0,203
-2,278 0,862 -0,311 0,529 -0,118
0,8 2,199 -0,942 -0,300 0,494 -0,122
-0,928 2,213 -0,311 0,503 -0,124
0,877 -2,264 -0,300 0,520 -0,115
-1,924 1,877 -0,342 0,329 0,181
1,866 -1,913 -0,329 0,325 0,174
-2,404 2,380 -1,287 0,780 0,712
2,375 -2,399 -1,271 0,775 0,709
-0,061 -0,068 0,001 -0,203 -0,501
1,4 -0,481 2,660 -0,911 0,989 -0,396
-2,697 0,443 -0,911 0,999 -0,392
2,654 -0,486 -0,900 0,985 -0,395
0,449 -2,692 -0,900 0,997 -0,391

Tabela A.7: Estabilidade dos pontos criticos para a=0.25, 6,, =0 e 6,, = 7/180.

Modelo de Raithel e Clemente com imperfei¢cdo geométrica.

Parametro
de carga 6, 0, n! 71 72
A
0,794 0,388 0,013 0,013 0,045
0,8 -0,346 -0,883 0,023 0,023 0,056
0,043 0,043 -0,000 -0,000 0,099
1,0 0,300 -0,505 -0,001 -0,001 0,042
-1,367 1,353 -0,170 -0,170 0,353
1,4 1,377 -1,391 -0,194 -0,194 0,370

-0,021 -0,021 0,000 0,000 -0,200
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Tabela A.8: Estabilidade dos pontos criticos para «=0.30, 8, =27/180 e

6,, =—/180. Modelo de Raithel e Clemente com imperfeicdo geométrica.

Parametro
de carga 6, 0, b " 7,
A
0,746 0,470 0,013 0,013 0,123
0,8 -0,490 -0,802 0,023 0,023 0,114
0,123 -0,034 -0,000 -0,000 0,200
1,0 -0,046 -0,394 -0,000 -0,000 0,098
-0,863 0,839 -0,014 -0,014 0,138
1,4 1,010 -1,030 -0,074 -0,074 0,233
-0,182 0,140 0,003 0,003 -0,091

Tabela A.9: Estabilidade dos pontos criticos para «=0.10, 1=0.4, 8,, =nz/180 e

6,, =2n7/180. Modelo de Raithel e Clemente com imperfeicdo geométrica.

Magnitude
gn 0, 0, IT 71 V2

1,151 1,136 0,152 -0,282 -0,396

-1,166 -1,180 0,209 -0,316 -0,441

1,149 1,132 0,147 -0,279 -0,392

1,4 -1,168 -1,183 0,214 -0,319 -0,445
-0,359 0,504 -0,001 0,229 0,017

-0,449 1,552 0,009 0,214 -0,064

1,578 -0,407 0,019 0,220 -0,072

1,140 1,106 0,121 -0,261 -0,368

-1,175 -1,202 0,246 -0,336 -0,466

-0,407 0,716 -0,004 0,186 0,024

2,6 -0,442 1,417 -0,000 0,188 -0,049
1,495 -0,357 0,016 0,204 -0,068

0,472 -1,737 0,055 0,284 -0,078

-1,816 0,532 0,034 0,278 -0,071

1,137 1,096 0,113 -0,255 -0,359

-1,177 -1,208 0,257 -0,341 -0,473

-0,416 0,798 -0,005 0,172 0,024

3,0 -0,440 1,355 -0,003 0,178 -0,040
1,465 -0,338 0,015 0,198 -0,067
0,474 -1,854 0,061 0,291 -0,079

-1,837 0,542 0,036 0,284 -0,070
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Tabela A.10: Estabilidade dos pontos criticos para «=0.10, 1=0.8, 8,, =nz/180 e

6,, =2n7/180. Modelo de Raithel e Clemente com imperfeicdo geométrica.

Magnitude
gn o, 0, I1 71 V2

0,477 0,451 -0,003 -0,047 -0,247

-0,717 -0,736 0,052 -0,255 -0,335

0,303 0,274 -0,003 0,042 -0,217

-2,311 0,829 -0,314 0,544 -0,117

1,8 2,168 -0,972 -0,294 0,481 -0,124
-0,947 2,194 -0,314 0,498 -0,128

0,855 -2,286 -0,294 0,528 -0,113

-1,947 1,864 -0,346 0,332 0,185

1,844 -1,929 -0,322 0,325 0,172

-0,748 -0,775 0,072 -0,290 -0,352

-2,354 0,787 -0,316 0,565 -0,116

2,132 -1,009 -0,285 0,468 -0,126

2,8 -0,970 2,171 -0,316 0,492 -0,133
0,826 -2,315 -0,285 0,539 -0,110

-1,977 1,848 -0,350 -0,350 0,189

1,816 -1,949 -0,313 0,325 0,169

-0,753 -0,783 0,077 -0,297 -0,356

-2,362 0,778 -0,317 0,568 -0,116

30 2,125 -1,016 -0,284 0,466 -0,127
' -0,974 2,167 -0,317 0,491 -0,134
0,820 -2,320 -0,284 0,541 -0,109

-1,982 1,845 -0,351 0,337 0,190

1,811 -1,953 -0,311 0,325 0,168
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Tabela A.11: Estabilidade dos pontos criticos para a=0.25, 1=0.6, 8,, =n0 e

O, = nz/180. Modelo de Raithel e Clemente com imperfei¢do geométrica.

Magnitude
gn 0, 0, IT 71 V2
1,128 0,657 0,068 0,060 -0,287
1,4 -0,611 -1,200 0,087 0,073 -0,303
0,061 0,000 -0,000 0,200 0,198
1,151 0,590 0,058 0,087 -0,268
2,6 -0,524 -1.267 0,091 0,110 -0,295
0,113 0,000 -0,000 0,200 0,196
1,155 0,571 0,055 0,095 -0,261
3,0 -0,501 -1,285 0,093 0,120 -0,293

0,131 0,000 -0,000 0,200 0,194



DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1613059/CA




