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2
Casca cilindrica delgada

Inicia-se este capitulo com uma pequena introducdo sobre cascas e, em
seguida, apresenta-se a teoria de cascas cilindricas de Sanders. Sdo apresentadas
as expressdes para as rotagdes, deformagdes, mudancas de curvatura, esforgcos
normais € momentos, funcionais de energia e equacdes de equilibrio, juntamente
com a formulagdo da estrutura sujeita a um estado de tensdes inicial. Por fim,

mostra-se as condi¢6es de contorno

2.1
Introducao

Brush & Almroth (1975) afirmam que os cilindros sdo uma das
configurages mais comuns de cascas em aplicacdes estruturais. Afirmam também
que o estudo de cascas cilindricas pode servir como uma introducdo as
formulagdes para cascas com diferentes geometrias.

Cascas cilindricas sdo usadas em muitas aplicacGes de engenharia e, devido
sua forma e capacidade de transporte de carga, sdo ideais para a industria
aeroespacial e estruturas civis (Hrinda, 2012).

Ademais, sdo elementos estruturais que otimizam o material do qual sdo
fabricadas, tornando-se assim estruturas muito leves. De acordo com Hrinda
(2012), elas séo projetadas para ter um peso minimo e resisténcia maxima a varias
condicdes de carga.

Apresentam-se, respectivamente, nas Figuras 2.1 e 2.2 exemplos que
demonstram algumas das aplicacdes de cascas cilindricas em estruturas

aeroespaciais e estruturas civis.
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(b) Saturno V — Estagio S-
Il

(a) Saturno vV

(b) Ariane V

Figura 2.1 — Estruturas cilindricas aeroespaciais.
Fonte: Hrinda (2012).

(a) Armazenamento a
granel

(b) Tanque de agua
elevado

e —

(b) Silo de gréaos
Figura 2.2 — Exemplos de grandes estruturas cilindricas civis.
Fonte: Hrinda (2012).
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2.2
Formulacéo de casca

Seja uma casca cilindrica esbelta de comprimento L, espessura constante h e
raio da superficie média R. Considera-se que a casca seja delgada de forma que

h « R. Em geral, considera-se que a casca é esbelta quando:

1
=

1
<
1000 — 50

x| s

Ademais, considera-se 0 material elastico, homogéneo e isotropico,
possuindo densidade p, modulo de elasticidade E e coeficiente de Poisson v.

Adota-se um sistema de coordenadas cilindrico x, 6 e z (Figura 2.3), onde
u, w e v denotam o campo de deslocamentos nas direcdes axial, radial e

circunferencial, respectivamente.

Figura 2.3 — Geometria da casca cilindrica e seu sistema de coordenada.
Fonte: Shah, Mahmood & Naeem (2009).

Na Figura (2.4) apresenta-se um elemento de casca cilindrica em sua
configuracdo deformada com os esforcos de membrana e de flexdo. Na presente
dissertacdo, adota-se a teoria de Sanders. A escolha dessa teoria se deve ao fato da

mesma reter todos os termos ndo lineares essenciais a analise dindmica de cascas


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1112015/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1112015/CA

Vibragdes livres ndo lineares de cascas cilindricas com gradagéo funcional 32

cilindricas e de ser geralmente aceita como a melhor aproximacdo de primeira

ordem (Gongalves, 1987).

Mxe+ M Mox
x

Figura 2.4 — Elemento de casca cilindrica na configuracdo deformada.
Fonte: Gongalves (1987).

Partindo da formulacdo geral de casca presente em Gongalves (1987), as

rotacdes B; (j = x, 8) séo dadas por:

Bx = Wy (2.1&)
Bo = —% (wy — av) (2.1b)

De forma analoga, as deformac6es especificas em um ponto da superficie

média da casca, segundo a teoria de Sanders, sdo dadas por:

1
Ex =U, + EW,xZ (2.2a)
! 2 2.2b
89:(U19+W)+W(W,9—CZU) ( )

1
Vxo = Exo T+ Egx = Uy + E (u,B tTWyWg —av Wx) (2'2C)
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Adicionalmente, as mudancas de curvatura sdo:

Ky = Wy (2.33)
1
Kg = ﬁ ((X 17’9 - W’gg) (23b)
w 3v u
et = Ko = — 22 4 ( o 4;2) (2.3¢)

Nas Equacdes (2.1) a (2.3) ao se considerar & = 0, tem-se as expressoes das
deformacdes e rotacdes para a teoria de Donnell (1933), (1934) e (1976), presente
também em Brush & Almroth (1975), sendo esta uma teoria mais simples porque
desconsidera alguns termos associados a curvatura inicial da casca na direcédo
circunferencial.

As deformacdes especificas em um ponto qualquer da casca a uma distancia

z da superficie média, com — h/2 < z < h/2, séo:

Ex =& +Z K, (2.4a)
&Tg = &g +z Kg (24b)
Yx0 = Vxo + 2Z Kyg (2.4¢)
2.3

Esforcos de membrana

De posse das deformactes dadas pelas Equacdes (2.4) e da lei constitutiva,

obtém-se as tensdes da casca cilindrica, a saber:

{o} =[C]{g} (2.5)

onde {a} e {€} sdo respectivamente 0s tensores de tensdo e deformacdo. A matriz

constitutiva [C] depende do material adotado.
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Os esforgos de membrana e os esforcos de flexdo sdo obtidos (EquacGes
2.6) pela integracdo das tensbes ao longo da espessura da casca (Brush &
Almroth, 1975; Timoshenko & Woinowsky-Krieger, 1959). Tem-se, pois:

h/2 2 ,
N, j_h/z ax(1+R)dz (2.63)
h/2
Ng = j 69 dZ (26b)
~h/2
h/2 2
N, j_ T (1+ R) dz (2.6¢)
h/2
Ngx = f 'l_'xg dZ (26d)

Z dz (2.6e)

Z dz (2.69)

Toxzdz (2.6h)

-,
" s e
of
-,

Os esfor¢os sdo visualizados na Figura (2.4).

Nas Equacbes (2.6) o termo z/R é desprezado, pois z é muito pequeno,
compreendido entre —h/2 < z < h/2 e, dividido por R, torna-se insignificante.
Ao realizar as integrais supracitadas, chega-se aos esforcos N, Ng, N,g, Ng, M,,
Mg, M,y € Mgy,, em termos dos deslocamentos da superficie média e suas

derivadas:
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I 1 1
N, = C{ Uy + Ew’xz] +v [E (17'9 + W) +— 2R2 (Wg - av) ]} (2.7a)
1 1
N9=C{—(v9+w)+2R2( av)]+v[u +2wx ]} (2.7b)
1-—
Ny =C % +v,+— Wx(Wg av)] ( (2.7¢)
v
Mx =-D {W,xx + ﬁ [W’gg - 0!17’9]} (27d)
Mg = —D{[W’gg — av’g] + vwxx} (2.7¢)
Wyo a3V, Ug
M = -0 {3 - - a - v @7

onde C e D sdo respectivamente a rigidez de membrana e a rigidez a flex&o, sendo

para o material isotropico iguais a:

E
- 2.8a
C=1—>3 (2.82)
E 72
= 2.8b
D=7 (2.8b)

2.4
Funcionais de energia

Considere a casca cilindrica perfeita da Figura (2.5), com suas extremidades
simplesmente apoiadas e submetida a carregamentos de borda (P), presséo lateral

interna (p;) e pressao lateral externa (p,).
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RERAR

Figura 2.5 — Representacdo do carregamento aplicado a casca.
Fonte: Silva (2008).

2.4.1
Energia interna de deformacéo elastica

A energia interna de deformacdo armazenada em um corpo elasticamente
deformado, U, é dada por (Wang, 1953):

1 oOf_ _ — - — — — — JE—
U= Eﬂfv (6x&x + )&, + 5,8, + Ty Ty + Tyalys + TuxVux) dx dy dz (2.9)

Para o caso de uma casca cilindrica delgada, Brush & Almroth (1975)

omitem 0s termos vy, ¥,x € 0, € a Equacdo (2.9) reduz-se a:

o
1
U=s5 f f (628 + 58, + TxyTry) dx dy dz (2.10)
%4

A relacdo das tensdes com as deformacbes (Equacdes 2.11) para 0 caso
bidimensional advindas da lei generalizada de Hooke, sdo (Vlasov & Leont’ev,
1966):
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E

P (& +vg) (2.11a)

_ E _

0 =102 (ey + V&) (2.11b)
E

foy =7 2.11
Y T (2.110)

O termo dy para a casca cilindrica, equivale a um comprimento de arco

proveniente do produto do raio R, e do angulo d#@, ou seja:
dy =R db (2.12)

Substituindo na Equagéo (2.10) as Equagdes (2.11), tem-se a Equagéo (2.13)

para a energia interna de deformacao de uma casca cilindrica:

2, 22 = = V_ >
=20 —vz)_jﬂ &%t &+ 2vE & +T)/x9 )dxd@dz (2.13)

Ao realizar a integracdo desta equacdo com relacdo a z, no intervalo de

—h/2 ah/2, e substituindo na mesma as Equacdes (2.4), obtém-se:

1-v)
U= m Ex + 89 + 2V€x€g + > Yxo
» (2.14)
+ 15 [k + kg% + 2vi kg +2(1 — v)icxgz]}dxde

Observa-se que a energia interna de deformacdo pode ser escrita como a
soma de duas parcelas de energia, chamadas de energia de membrana (U,) e

energia de flexdo (Ur), dadas respectivamente por:

RC 1—-v
Uy = ff <3x2+392+2vex89+( ] )yx92> dxde (2.153)

RD
Up = Tff(’cxz + Kkp? + 2vicykg + 2(1 — V)ky?) dxdB (2.15b)
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2.4.2
Energia cinética

Seja U = (u,v,w) o campo de deslocamentos relativos a configuracdo
inicial de equilibrio. Para um sistema submetido a um conjunto de forgas
conservativas de superficie e de volume, mudando continuamente o seu estado de

equilibrio entre os instantes t, e t,, tem-se a energia cinética dada por (Kraus,
1967):

1”7 . .
T=—jp U-Udv (2.16)
2 %4

sendo p a densidade da casca. Para uma casca cilindrica homogénea isotropica a

energia cinética é definida como:
1 2 e
=E.Ujp(u2 +v2+Ww?)dxdydz (2.17)
Integrando a energia cinética ao longo da espessura, tem-se:

Rh
=P f(u + 92 +W?) dx do (2.18)

2.4.3
Energia potencial das cargas externas

A energia potencial, W, das cargas externas € dada por:

tpzf q-UdA (2.19)
A
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onde, para casca cilindrica, g € um vetor de forcas conservativas por unidade de

area.

‘P=ﬂ(@xu+qgv+qzw) dx do (2.20)

Entende-se g, € gy, COMo as componentes de forgas na direcéo axial (u) e
circunferencial (v), respectivamente, e g, € a componente normal & superficie na
direcdo w.

Para o carregamento considerado na Figura (2.5), o trabalho das forcas

externas (Wy) é dado por:
R
Wy = —Rf (p; + po)wdx db — EJ Pu,do (2.21)

onde p; e p, designam a pressdo lateral interna e externa, respectivamente,
atuantes na casca, enquanto P indica o carregamento axial uniformemente

distribuido ao longo das bordas.

2.4.4
Trabalho das forcas de dissipacéao

As forcas de dissipacdo podem ser calculadas a partir da funcdo da

dissipacdo de Rayleigh, que, segundo Popov et al. (1998), pode ser escrita como:

1
Rp = Efff[anpwo(Wz +v? +u?)]dxdydz

o (2.22)

+%fff [HZT_ZVZ)(AW)Z dx dy dz
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Integrando a Equacgéo (2.22) em relagdo a z, tem-se:
1 1
Rp = E,BlR ﬂ (W2 + 02 + 1) dxdo + EﬁzRf (Aw)?dx do (2.23)

O primeiro termo representa as forgas viscosas lineares decorrentes da
resisténcia do meio em que a casca esta, enquanto o segundo termo designa as
forcas viscosas elasticas do material da casca. Os termos f3; e 3, representam 0s

coeficientes de amortecimentos, dados por:

Pr=2mphw (2.243)
B2 =1, D (2.24b)

onde n, e n, sdo, respectivamente, os coeficientes de amortecimento viscoso e do

material e, w, € a menor frequéncia natural da casca cilindrica, e o0 operador A é

dado por:

a=L iy 2 (2.25)

2.5

Equacbes de equilibrio
Apos determinar os funcionais de energia nas secfes 2.4.1, 2.4.2, 243 e

2.4.4, tem-se a seguinte funcéo de Lagrange (L):

onde L é funcéo de:

L(xl 6; tl u, ul u,xi u,el v, I'JI 17,)(; U,Bl w, W: ‘A/'x} W,Bi me W'GGJ W,xG)
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As equac0es de Euler-Lagrange séo, pois dadas por:

d (oL dL d (0L d (oL ORg
—| == ——— —— = |== (2.27a)
dt\ou) [ou  dx ou,) df\dugy ou
d (oL oL d (oL d (0L oOR
(=) == (=) == (2.27b)
dt \ov ov dx\dv,) dB\0dvg ov
d (oL GZ d (oL d (oL N 9% [ oL
dt \ ow ow dx\ow,/) dB\odwy 0x2 \ OW 5
(2.27c)

+02 oL . 92 ( oL \| _0Rg
692 aW‘gg 0x06 aW,xg B ow

Substituindo as Equagdes (2.15), (2.18) e (2.21) na Equagdo (2.26) e em
seguida nas Equacdes (2.27), chega-se as seguintes equacfes de movimento:

1 a . .
Nyx +7 R Nygo — 2R2 Mx66 phit = piu (2.283)
1
—N N — N N M M RM
7 Ne.o + Nxox ( oBg + Nyfx) +—=Myg x + ( 09+ RMygx) (2.28)
— phv = pv

1 1
ENB + (NyBsx + NygBo) x + R (NgBo + NxoBi) g

1 1 . (2.28¢c
- E (nglg + RMx,x),x - ﬁ(Mg,g + RM"Q'Q),G + phW ( )

+ p. +pi = /1w

2.6

Estado de tenséo inicial

Considera-se agora a estrutura (Figura 2.3) inicialmente carregada quase
estaticamente até que atinja um estado de equilibrio denominado fundamental (F).
Posteriormente, carregando-a dinamicamente, o sistema passa a ocupar uma nova

configuracdo de equilibrio denominado incremental (7). Ademais, suple-se
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inicialmente, por simplicidade, que a casca cilindrica estd submetida a um estado
inicial de membrana (Brush & Almroth, 1975).

Partindo das Equacgdes (2.28) de movimento e realizando simplificagGes
para que as mesmas atendam a um estado inicial de membrana, chega-se aos

esforcos fundamentais de membrana:

NF=-pP (2.29a)
N§ = —R(p. + i) (2.29b)
Nfy=ME =M =M, =0 (2.29c)

Os novos esforgos atuantes na casca sao a soma dos esforgos fundamentais

com os esforcos incrementais (Brush & Almroth, 1975):

N, = Nf + N} M, = ME + ML
Ng = N + N} My = M§ + M}, (2.30)
Nxg = Nig + Nyg Myg = Mz + Myq

Por fim, substituindo as Equacdes (2.29) e (2.30) nas Equacdes (2.28),

chega-se as equacdes ndo lineares de movimento mostradas a seguir.

1 a .. .

Nix + EN;B,B - WMJICB,B — phit = pyu (2.31a)
1 a a
=Njo + Nig, = = {[~RWe +p) + N§|Bo + (=P + NDBc} + = Mg,
R i R (2.31b)

trz (Mg + RMy, ) — phis = By v

1
—(pe +p0) + ENé +[(=P + NDB, + Npée,ge]'x

1
+ = {[=R e + p) + N§J o + Nigh} (2310

1 1
TR (Mgp0 + RMJIc,x),x ~ Rz (Mge + RMych,x)'e + phw

+ p. +pi = fL1w
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2.7

Condicdes de contorno

Sabe-se que a casca cilindrica é completa na coordenada 6. Por conseguinte,
nesta direcdo, sua condicdo de contorno sera substituida pela condicdo de
periodicidade (CP). Na direcdo axial se aplicam as condic¢des de contorno (CC)
emx =20, L.

A condigdo de periodicidade dos deslocamentos circunferenciais implica

em:

v(x,0) = v(x, 2m) (2.32)

Para uma casca simplesmente apoiada, os deslocamentos circunferenciais e

radiais devem ser nulos nas extremidades da casca, ou seja:

v(0,0) =v(L,0) =0 (2.33a)
w(0,0) =w(L,0) =0 (2.33b)

Igualmente, o0 momento e o esforco normal axial devem ser nulos na

extremidade da casca, a saber:

M, (0,6) =M, (L,6) =0 (2.34a)
N, (0,8) = N, (L,8) =0 (2.34b)
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