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2.
FLEXO-TORCAO EM PERFIS DE SECAO ABERTA E
PAREDES DELGADAS.

Neste capitulo s&o apresentados, de forma concisa, com base no trabalho de
Mori e Munaiar Neto (2009), alguns conceitos basicos necessarios ao
entendimento do presente trabalho e as equacOes da teoria classica de vigas

esbeltas sob flexo-torgéo.

2.1.
Perfis de secao aberta e paredes delgadas.

A principal caracteristica de um perfil de paredes delgadas € que a espessura
da secdo transversal € muito menor que sua largura, altura ou contorno. Porém,
estas dimensdes sdo muito menores do que seu comprimento, de modo que ainda
é possivel utilizar modelos de barra para sua analise. Usualmente tem-se que
St>10t e L>10St, onde L é o comprimento do elemento, S; é o perimetro da

secdo e t é a espessura das paredes do elemento, como ilustra a Figura 2.1.

St

Figura 2.1: Perfil de secdo aberta e paredes delgadas.

Para a determinacdo das equacOes que permitem obter a posi¢do do centro
de cisalhamento em secdes transversais abertas e delgadas, sdo admitidas como

validas as seguintes hipoteses simplificadoras:


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1112048/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1112048/CA

29

e O contorno da secdo transversal permanece rigido em seu préprio plano
durante a deformagéo.
e As deformacdes por cisalnamento na superficie média da barra podem ser

desprezadas.

2.2.
Centro de cisalhamento de uma secdao transversal.

Toma-se como ponto de partida uma viga carregada com forcas aplicadas
em posic¢des arbitrarias ao longo do seu comprimento (eixo X) e contidas em um
unico plano definido como plano das forcas. Inicialmente, admitindo uma posicao
arbitraria do plano das forcas em relacdo aos pontos da secdo, se considera que
essa mesma viga possa estar solicitada, simultaneamente, por esforcos de flexdo e
de torcao.

Nessa situacdo mais geral, as tensdes de cisalhamento (t) geradas na segéo
transversal ocorrem com vistas a garantir o estabelecimento do equilibrio entre
forcas externas aplicadas e os esforcos internos. Considerando a dimensdo da
secdo transversal b, as tensdes de cisalhamento produzem como resultantes um

esforco cortante (V) e um momento de tor¢do (My), dados respectivamente por:

V =[rdA (2.1)

M, = [zbdA (2.2)
A

No entanto, os estudos iniciais para barras apenas fletidas submetidas a
carregamentos transversais ao proprio eixo, tomam como ponto de partida a
hipbtese de gue existe um plano do carregamento (plano das forcas) passando por
um ponto especifico da secéo transversal da barra onde o efeito da torcéo é nulo,
ocorrendo apenas o esforco cortante (V), Equagdo (2.1), como resultante
(equivaléncia estatica) das tensbes de cisalnamento geradas ao longo da secéo,

como ilustra a Figura 2.2.
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Figura 2.2: Representacgéo do esforco solicitante cortante (V) na barra.

Existe, portanto, um ponto pertencente ao plano da secdo transversal,
coincidente ou ndo com um ponto da mesma se¢cdo, denominado centro de
cisalhamento (C) ou centro de torcéo, pelo qual deve passar o plano de aplicacéo
da resultante das cargas transversais e, consequentemente dos esforgcos cortantes,
de modo que ndo ocorra tor¢cdo, mas apenas flexdo. O centro de cisalhamento &,

portanto, uma propriedade geométrica da secao transversal.

2.2.1.
Centro de cisalhamento para se¢cdes com dois eixos de simetria

Para secGes com dois eixos de simetria, tem-se que a posicdo do centro de
gravidade (G) coincide com o ponto de intersecdo dos dois eixos de simetria
(centroide da secao transversal), aspecto demonstrado pela condicdo de momento
estatico nulo para ambos o0s eixos. Para uma secdo retangular, por exemplo,
admitindo que o plano de forgas seja coincidente com a posicdo do centro de
gravidade, a distribui¢do das tensGes de cisalhamento da origem a uma resultante
(V) que passa por G e coincide com o plano de carregamento, conforme

exemplifica a Figura 2.3.
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Figura 2.3: Resultante das tensbes de cisalhamento em perfil

bissimétrico.
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Nota-se que, para 0s casos apresentados na Figura 2.3, o carregamento
aplicado provoca apenas flexdo e, consequentemente, uma distribui¢éo de tensdes
de cisalhamento na secdo transversal que produz como resultante apenas o esfor¢o
cortante. Nesse caso, 0 plano de carregamento e o esforco cortante sdo colineares.

Desse modo, fica estabelecida como centro de cisalhamento (C) a posicéo
na secdo transversal em que as resultantes Vy e V, se cruzam. Portanto, para se¢oes
transversais com dois ou mais eixos de simetria, a posicdo do centro de

cisalhamento (C) € coincidente com a posi¢do do centro de gravidade (G).

2.2.2.
Centro de cisalhamento para secdes com um eixo de simetria.

Para as se¢cOes com apenas um eixo de simetria, sabe-se que o centro de
gravidade (G) pertence a esse mesmo eixo. Por exemplo, para uma secdo do tipo
“T” de paredes delgadas a distribuicdo das tensdes de cisalhnamento é admitida
paralela as linhas de borda e uniformemente distribuida ao longo da espessura, 0
que ndo implica em significativa perda de precisdo dos resultados. Em funcdo das
espessuras reduzidas das paredes, esse tipo de secdo pode ser representado pela
linha média da secéo.

Como andlise inicial, admite-se que o plano de carregamento seja
coincidente com o eixo de simetria da secdo (eixo Z) e, portanto, tem-se flexdo em
torno do eixo Y. Nesse caso, representando a secdo por meio da linha média,
obtém-se uma distribuicdo das tensbes de cisalhamento e sua correspondente

resultante, V,, conforme ilustrado na Figura 2.4.

Figura 2.4: Resultante das tensbes de cisalhamento perfil

monosimétrico T.
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Nesse caso, a parcela da resultante de T na mesa do perfil “T” é pequena e
pode ser desconsiderada, uma vez que a secdo € delgada, ou seja, t < 0,1S;,
restando apenas a parcela de T na alma da se¢do, que € coincidente com o plano de
carregamento, garantindo a inexisténcia de torcdo, situagdo que tem
correspondéncia direta com a Equacgdo (2.1). Portanto, o lugar geométrico do
centro de cisalhamento coincide com o eixo de simetria da secdo “T”, e sua
posicao fica assim parcialmente definida.

Como segunda anélise, admite-se que o plano de carregamento seja
coincidente com a mesa da se¢do, com flexdo em torno do eixo Z. Nesse caso,
obtém-se uma distribuicdo das tensGes de cisalhamento e sua correspondente
resultante, Vy, conforme ilustra a Figura 2.4. Utilizando o mesmo raciocinio da
primeira analise, a parcela da resultante de t na alma do perfil “T” ¢é
desconsiderada, restando apenas tensdes T na mesa da secdo cuja resultante é
coincidente com o plano de carregamento, garantindo novamente a inexisténcia de
torcao.

Finalmente, nota-se que o ponto de interseccdo das dire¢bes das duas
resultantes, Vy e V,, definem a posi¢do do centro de cisalhamento, como mostra a
Figura 2.4. Sempre que o plano de carregamento passar por esse ponto, fica
garantida a inexisténcia de torcdo e a condicdo apresentada na Equacdo (2.1) é
verificada.

Para se¢des transversais cujos trechos que as constituem sdo concorrentes a
um unico ponto (secdes “T”, cantoneira ou similares), fica como regra geral que C
coincide com o ponto comum das linhas médias da se¢do dos trechos que as
formam.

Com base nos aspectos identificados para a segdo “T”, sabe-Se que a se¢ao
“C” tera a posicdo do centro de cisalhamento situada em algum ponto pertencente
ao eixo de simetria. Nesse caso, para determinar a posicdo exata de C, basta
considerar a ocorréncia de um plano de carregamento que seja perpendicular
aquele eixo, uma vez que se sabe que a posicdo de C é definida pela interseccéao
desse mesmo eixo de simetria com a direcdo da resultante de t que aparece em

resposta ao referido carregamento, conforme ilustra a Figura 2.5.
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Figura 2.5: Resultante das tensdes de cisalhamento perfil

monosimétrico “C”.

Nesse caso, a distribuicdo de t, admitida conforme idealizada na Figura 2.5,
respeitadas as condicdes de equilibrio, deve representar, no conjunto das partes
que compdem a secdo, sentidos que percorram a secdo de uma extremidade a
outra, podendo, se desejado, ser contrario aquele indicado na mesma figura. Por
equivaléncia estatica, com reducdo ao ponto “0” o efeito de V, na secdo, devera
ser equivalente ao efeito provocado pelas resultantes t1 e 12, e a posicao final de C

fica estabelecida a partir das equacdes:

YF=0 > V=r2 (2.3)
71

d>M,=0 — Vd=mnh — d=—h (2.4)
T

2.2.3.

Centro de cisalhamento para secdes transversais assimétricas.

Assim como no caso anterior, por se considerar as paredes como delgadas
(pequena espessura), a distribuicdo das tensdes de cisalhamento é admitida
paralela as linhas da borda e uniformemente distribuida ao longo da espessura,
ndo implicando em significativa perda de precisdo dos resultados. Em fungéo das
espessuras reduzidas das paredes, esse tipo de secdo pode ser representado pela

linha média da secdo, conforme ilustra a Figura 2.6.
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Figura 2.6: Distribuicdo de tensbes de cisalhamento em secdo de parede

delgada.

Inicialmente, por meio dos conceitos da resisténcia dos materiais, para
barras fletidas, vale lembrar que a tensdo de cisalhamento pode ser obtida a partir

da expressao:

. :Vt“lf's (25)

Na Equacdo (2.5), M e | representam, respectivamente, 0 momento estatico
e 0 momento de inércia determinados em relacdo aos eixos principais de inércia,
aqui designados por Y e Z. Para o estudo que se segue, parte-se de uma secao
transversal qualquer, assimétrica e constituida de paredes delgadas e retas com
espessura t, eixos principais de inércia definidos por Y e Z, e representada pela

linha média da secédo a qual estd associada uma ordenada “s” que a percorre desde

s; até s,, conforme ilustra a Figura 2.7.

Y]

Figura 2.7: Se¢édo transversal aberta assimeétrica genérica de parede

delgada.
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Supbe-se um plano de carregamento ficticio paralelo ao eixo Z, também

representado na Figura 2.7. Nesse caso, tem-se que:

V=V, (2.6)
=1, 2.7)
M, :Isz:jztds (2.8)

Deste modo, obtém-se a forca elementar resultante de cisalhamento, por

meio de equivaléncia estatica em um elemento de comprimento “ds”, dada por:
dF =7dA=rtds (2.9)

A condicdo para garantir a ndo ocorréncia de momento de torcdo consiste
em impor que a resultante destas forcas elementares deve ser igual, em modulo e
posicdo, a forca cortante V,. Uma vez garantida essa Ultima condicdo é possivel
afirmar que a linha de acdo do traco do plano de cargas, ou do esfor¢o cortante, é
o lugar geométrico do centro de cisalhamento.

Fica claro, portanto, que se realizando analises para planos de carregamento
em duas diregdes distintas, nesse caso, em dire¢des coincidentes com 0S €ixos
principais Y e Z (planos paralelos a XY e XZ), se determina a posicdo de C pela
intersecdo dos tracos dos planos de carga, 0s quais podem ser interpretados como
lugares geométricos desse mesmo ponto.

Com base na primeira analise estabelecida na Figura 2.7, a condicdo que
permite obter o lugar geométrico da posicdo do centro de cisalhamento é aquela
gue garante que a resultante dos momentos das forcas elementares, obtidas por
“rdA” em relagdo a C por meio da integral em toda a secdo, de s; a sy, seja nula, a

saber:

M, = jrdAr = Trtdsr =0 (2.10)

A sl
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Na Equacéo (2.10), o parametro r é denominado “raio vetor” e definido pela
distancia de C até a tangente a linha média da se¢do do trecho de interesse, e M. €

denominado 0 momento com respeito a C conforme mostra a Figura 2.8.

Figura 2.8: Representacdo esquematica do raio vetor r.

Para carregamento na direcdo do eixo Z e coincidente com o correspondente
esforco cortante (plano de carga paralelo ao plano XY), e considerando a validade
da Equacdo (2.5) particularizada para flexdo em torno do eixo Y (Equacgdes (2.6)
e (2.8)), tem-se:

VM

J' 2 7s dAr =0 (2.11)
tl,

Como o esfor¢o cortante e 0 momento de inércia (ly) sdo constantes para

uma mesma secdo transversal, e com base na Equacao (2.10), da Equacédo (2.11)

tem-se:

<

\I/_ZT%U ztds]rtds = L Tﬁztds}rds (2.12)

y sl sl y sl\ sl

como V,/ly # 0, da ultima igualdade tem-se que:

TU' ztds)rds =0 (2.13)

sl \sl
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A Equacdo (2.13) consiste de duplo procedimento de integracdo, cuja
resolucédo é obtida por meio de seguinte integracdo por partes.

s2

)

sl

T Srds 7tds =0 (2.14)
i)

sl s1\ sl

Na Equacéo (2.14), a parcela j ztds representa 0 momento estatico da secdo
sl

transversal, que, por definigdo, é nulo ao longo de toda a linha média da secdo,
isto é,

S s2
_[ ztds=0 e I ztds =0 (2.15)
sl sl

Portanto, como produto final de interesse, obtém-se:

TU rds}ztds =0 (2.16)

sl \sl

S
O termo entre parénteses J'rds ¢ denominado area setorial da secdo
sl

transversal, proposto em Vlasov (1961) e representado por ws. Nesse caso, a area

setorial e a condicdo para a determinacdo da posicdo do ponto C sdo escritas nas

formas:

o, = [ rds (2.17)
sl

[w,2dA=0 (2.18)

A

Em uma segunda analise, analoga a primeira, supde-se um plano de

carregamento ficticio e paralelo ao eixo Y, procedimento que resulta na equacao:

j w,ydA=0 (2.19)
A
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Portanto, como condigdo necessaria para determinar o centro de
cisalhamento, basta estabelecer planos de carga, nas diregdes dos eixos principais
(por ser mais conveniente), considerados coincidentes com as respectivas forcas
cortantes resultantes que aparecem em resposta aos carregamentos aplicados.
Nesse caso, tem-se como produto final, o conjunto de Equagdes (2.18) - (2.19),
que é suficiente para a determinacdo de C.

Doy
I
LR

Figura 2.9: Planos de carregamento ficticios paralelos as direcdes z e y.

Cabe destacar que o0s termos jcossz e jmsydA séo denominados produtos
A A
setoriais da secdo transversal, Vlasov (1961), e se referem aos eixos principais de
inércia.

As equac0Oes para determinar a posicao do centro de cisalhamento sdo:

y, = 1 [20,dA (2.20)
%
1

Z= [ yeo,dA (2.21)
zZ A

2.3.

Area Setorial

Considere-se a linha média de uma secdo transversal qualquer, como se

mostra na Figura 2.10
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Figura 2.10: Representacdo da area setorial.

Escolhe-se ao longo da linha média da secdo de comprimento de arco s, um
ponto exterior C, denominado polo (neste caso coincide com o centro de
cisalhamento). Sobre o contorno da linha média da se¢do consideram-se 0s pontos
s; e sp distantes um do outro de ds. Denomina-se r a menor distancia entre a reta
tangente a s; e 0 polo C. Liga-se a seguir o ponto C aos pontos s; e s,, formando
uma é&rea infinitesimal denominada dws, que é a diferencial da chamada &rea
setorial.
do, =r.ds (2.22)

A érea setorial é, pois, dada pela integral:
o, =[rds (2.23)
0

E importante ressaltar que a area setorial ws, quando calculada em relagdo a
um trecho qualquer da linha média de uma sec¢do, resulta no dobro da area do
setor da figura geométrica plana, como mostra a Figura 2.11.

B

Figura 2.11: Relacéo da area setorial com a geometrica.

Fazendo uma correlagdo entre a Figura 2.10 e a Figura 2.11 tém-se:
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2 a
a)s:J'rds = rJ'ds = ra (2.24)
1 0
A:% S o, =2A (2.25)
2.4,

Torcao de perfis de secao aberta e paredes delgadas.

N //m,\‘

A

171/,\'//

Figura 2.12: Torcao de perfis de secdo aberta e parede delgada.

Quando um perfil de secdo aberta e paredes delgadas é submetido a um
momento torsor my, Figura 2.12, as suas se¢Bes giram em torno do seu proprio
eixo e empenam. Se o empenamento for livre nas extremidades e 0 momento
torsor (my) aplicado for constante, diz-se que o perfil esta submetido a uma torcao
uniforme ou torcdo de Saint-Venant. Se, por outro lado, 0 momento torsor for
variavel ou o empenamento estiver impedido em alguma sec¢&o, diz-se que o perfil
esta submetido a uma torcdo ndo uniforme.

No caso mais geral, de um perfil submetido a uma torcdo ndo uniforme, o
momento torsor resistente é constituido por duas parcelas, 0 momento devido a
torcdo, T, e 0 momento devido ao impedimento do empenamento, T.. Deste
modo, o equilibrio do perfil corresponde a:

m, =T +T, (2.26)

No caso da tor¢do uniforme, apenas existe a primeira parcela.
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As duas parcelas do momento torsor relacionam-se com o angulo de torgéo
O do perfil (em torno do eixo longitudinal que passa pelo centro de cisalhamento

da secdo transversal) através das expressoes:

T =GJ ddex
);39 (2.27)
T, =—El, =%
dx

onde X é o eixo do perfil e GJ e El,, designam, respectivamente, a rigidez a torcdo
e rigidez ao empenamento. Aqui G e E sdo, respectivamente, os modulos de
elasticidade transversal e longitudinal do material e J e I, sdo respectivamente as
constantes de torcdo e empenamento do perfil. Sabe-se, da resisténcia dos

materiais que:
1 3
J =§Zbiti (2.28)

onde b; e t; sdo, respectivamente, a largura e a espessura da i-ésima parede do
perfil.
O célculo de 1y, é proprio de cada perfil. Por exemplo, para um perfil “C”, a

constante de empenamento é obtida pela seguinte equacao:

3|12
o t.b’h* 3bt, + 2ht,, (2.29)
12 6bt, +ht,,

onde t; e t,, Sd0 respectivamente as espessuras da mesa e alma da secéo.
A resolucdo do problema da torgdo nao uniforme de um perfil requer a solucéo da

seguinte equacao diferencial de equilibrio:

d%0,

m, =GJ do, 3
dx

g dx

—El, (2.30)
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