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ANEXO I – MODELO DE REVERSÃO À MÉDIA DE DIAS 

 

O modelo de reversão à média proposto por Dias (2001) [73] é uma 

variação do modelo de um fator descrito por Schwartz [19]. Este modelo fornece 

uma interpretação mais direta do nível do preço de equilíbrio de longo prazo. 

Considera inicialmente o processo aritmético de Ornstein-Uhlembeck, 

adotado por Schwartz para a variável estocástica x(t): 

 

�� = ���� − ���	 + ���                                                                        (I-1) 

 

Onde x(t) tem distribuição normal com média e variância apresentadas nas 

eq. (I-2) e (I-3): 

 

���	�� = ��0����� + ��1 − �����                                                        (I-2) 

������	�� = �1 − ������. ��
��                                                                    (I-3)       

 

Logo a equação de simulação para x(t) é apresentada na eq. (I-4) para tempo 

discreto 

exato.    

   

      (I-4) 

 

Porém neste modelo x(t) pode assumir valores negativos em sua distribuição 

normal. Tal circunstância é inadequada para utilização em preços de commodities 

onde a variável deve ser estritamente positiva. Assim, o modelo assume dois 

importantes conceitos: 

1- O preço da commodity P segue um processo de reversão à média em 

direção ao nível de equilíbrio � dado pela eq. (I-5). 
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�� = ln�����                                                                                             (I-5) 

 

2- Definir os preços de forma que a média simulada seja 

E[P(t)]=exp{E[x(t)]}, resultando no valor esperado para a commodity 

no instante t apresentado na eq. (I-6). 

 

���	�� = exp�{��0����� + ��1 − �����}                                         (I-6) 

 

 Segundo Dias, o processo P(t)=exp{x(t)} não funciona porque a 

exponencial da distribuição Normal adiciona metade da variância na distribuição 

log-normal. 

Assim, com o intuito de anular este acréscimo, metade da variância é 

compensada relacionando x e P conforme a equação (I-7). 

 

P�t��=�exp{x�t�-�0.5Var�x�t��}�                                                           (I-7)    

 

Para o modelo de reversão à média, o drift real é dado por , = ���� − �� e 

o dividendo não é constante, mas é função de x:  

 

- = . − , = . − ���� − ��                                                                 (I-8) 

 

Logo o drift neutro ao risco é igual a: 

 

  � − - = � − . − ���� − �� = �{/�� − 01�2� 34 − �}                               (I-9) 

 

Substituindo o drift neutro ao risco na eq. (I-1) tem-se: 
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 �� = � 0/�� − 01�2� 34 − ��3 �	 + ���                                                 (I-10) 

 

No modelo neutro ao risco, a simulação do processo x(t) da eq. (I-4) é: 

  

  (I-11) 

Substituindo na eq. (I-7) o termo x(t) pela equação (I-11) e o termo Var[x(t)] 

pela equação (I-3), pode-se simular o processo neutro ao risco para o preço P(t) 

diretamente pela eq. (I-12) abaixo: 

 

   (I-12) 
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ANEXO II – RESUMO DO ALGORITMO GVW 

 
 

O algoritmo de Grant, Vora e Weeks para o cálculo do valor de uma opção 

americana pode ser resumido em alguns passos: 

1. Discretiza-se a vida útil da opção em N = T / ∆t partes onde ∆t é o 

tamanho de cada intervalo, e adota-se a condição terminal S*
T = K. 

2. No instante T-∆t, adota-se como aproximação de ST-∆t um valor igual ou 

próximo de S*
T. Em seguida, utiliza-se a simulação de Monte Carlo para se obter 

diferentes valores de ST  e, consequentemente, de CT . O valor de CT é calculado 

através da média das simulações executadas. 

3. Verifica-se se a condição de valor ótimo a seguir é satisfeita (eq. II-1): 

 56�7�∗ − 9 = ��2∆�6�7��;6�56∗ , 9��        (II-1) 

Caso a condição seja satisfeita, inicia-se o próximo passo. Caso contrário, 

incrementa-se ST-∆t de um valor ∆t e repete-se o passo anterior. 

4. Repete-se o segundo e o terceiro passos para os instantes anteriores, até 

a condição de parada t0
27

. 

5. Uma vez obtida a curva de gatilho, utiliza-se novamente a SMC, a partir 

de St0, dado pelo mercado, e simula-se as trajetórias do preço do ativo base no 

tempo. Cada trajetória resultará em um valor da opção, dado pelo cruzamento da 

mesma com a curva de gatilho. Por último, obtém-se o valor esperado da opção, 

através da média dos valores simulados. 

O esquema gráfico dos passos do algoritmo de GVW para avaliar uma 

opção de compra americana é ilustrado a seguir: 

                                                           
27 O valor da opção deve ser simulado para todos os instantes posteriores ao momento avaliado. 
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Figura 64 – Ilustração dos passos do algoritmo de avaliação do método de GVW 

 

Na Figura 64 acima, o item 'a' representa o primeiro passo, enquanto o 

item 'b' mostra o segundo e terceiro passos e os itens 'c' e 'd' ilustram os passos 

quatro e cinco, respectivamente. 

 
 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0821486/CA



 

ANEXO III – ALGORITMO LSM: EXEMPLO NUMÉRICO DO 
CÁLCULO DE UMA CALL AMERICANA 
 

Para exemplificar o algoritmo LSM desenvolvido por Longstaff e 

Schwartz (2001) [56], foi considerada uma opção de compra (call), americana 

sobre um ativo objeto (Benefícios de Economia de Energia (EE) e de Redução de 

Demanda (RD) para um Projeto de Eficiência Energética) que não paga 

dividendos. O preço de exercício (valor do investimento no projeto) da opção é 

R$ 222.602,00, podendo ser exercida nos instantes 1, 2, e 3, sendo t=3 a data de 

vencimento da opção. A taxa de desconto livre de risco é igual a 0,487% a.m. 

(equivalente à 6% a.a.). Para simplificar a demonstração do algoritmo, foram 

simulados oito caminhos para o ativo objeto, supondo neutralidade ao risco. Os 

valores tabelados foram divididos por 100.000.  A matriz de simulação dos preços 

do ativo é apresentada a seguir: 

 

 

Tabela 42 – Matriz de simulação de caminhos do preço da ação 

 
 

O objetivo do algoritmo LSM é é definir a regra de exercício que 

maximiza o valor da opção em cada ponto ao longo de cada trajetória de preços. 

Caso a opção não seja exercida antes da sua data de vencimento (t=3), o fluxo de 

caixa do exercício imediato neste instante é dado por: 
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Tabela 43 – Matriz dos fluxos de caixa em t=3 

 
 

Na data de vencimento, não há valor de continuação, logo, o exercício 

ótimo ocorre se o valor de exercício imediato da opção for maior que zero. Assim, 

pode-se construir uma matriz de regra ótima de exercício no instante final, 

colocando-se o número ‘1’ onde o exercício é ótimo e zero onde não for. A Tabela 

44, abaixo, apresenta a matriz da parada ótima atualizada para o instante final 

(t=3). 

 

 

Tabela 44 – Matriz de parada ótima atualizada em t=3 

 
 

Se a opção estiver no estado in-the-money instante t=2, deve-se decidir 

entre o exercício imediato ou mantê-la “viva” até o vencimento em t=3. Dos oito 

caminhos simulados para o preço da ação, somente em cinco a opção está in-the-

money. Adota-se X como sendo o vetor dos preços da ação no instante t=2 e Y 
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como sendo o vetor dos fluxos de caixa futuros recebidos em t=3, descontados28 

para o instante t=2. Serão usados somente os caminhos de preços que estão in-the-

money no instante t=2. Os vetores X e Y são dados pelas entradas não nulas da 

Tabela 45 a seguir: 

 

 

Tabela 45 – Dados para a regressão em t=2 

 
 

Para se estimar o valor esperado de continuação da opção, condicionada ao 

preço da ação em t=2, regride-se Y com relação X por uma função polinomial de 

segundo grau cuja forma é dada por: 

p(x) = a0 + a1X + a2 X 

2                                                                                                                   
(III-1)

 

A função de expectativas condicionadas obtida pela regressão é: 

E  [Y | X ]  =  − 2, 2152  + 0,9952X + 2.(10-13) X 

2
                                                   (III-2) 

 

Através da equação acima, é possível estimar o valor de continuação 

esperado para cada trajetória de preços substituindo X na função. Em seguida, 

compara-se os valores de exercício imediato e de continuação para se determinar a 

regra ótima de exercício no instante t=2 (apenas nas trajetórias de preços que se 

apresentam in-the-money), conforme a Tabela 46 a seguir: 

 

                                                           
28 O desconto para um período, em tempo discreto, é dado por 1/(1+i) = 0,99516 
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Tabela 46 – Comparação dos valores de exercício imediato e de continuação no instante 
t=2 

 
 

Comparando-se as duas últimas colunas da Tabela 46 acima, verifica-se 

que em todos os cinco caminhos, o exercício da call é ótimo e assim, pode-se 

atualizar a matriz da regra ótima de exercício conforme ilustrado a seguir na 

Tabela 47: 

 

 

Tabela 47 – Matriz de parada ótima atualizada no instante 2 

 
 

Observa-se que, quando a opção é exercida em t = 2, a regra ótima no 

último instante também é modificada, pois o fluxo de caixa final em t = 3 é igual a 

zero. Isto ocorre por que a opção só pode ser exercida uma única vez durante sua 

vida útil. Assim, uma vez exercida, a opção deixa de existir. Seguindo a mesma 
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linha de raciocínio, progride-se recursivamente até o instante t=1. O mesmo 

procedimento aplicado no instante t=2 é reaplicado neste instante. Novamente, 

determinam-se os caminhos nos quais a opção está in-the-money e obtém-se os 

vetores X e Y. Neste instante, o vetor Y representa o valor dado pela soma dos 

fluxos de caixa dos instantes 2 e 3, atualizados pela matriz de regra ótima e 

descontados para o instante atual. Dado que a opção só pode ser exercida uma 

vez, os fluxos de caixa futuros ocorrem em t = 2 ou em t = 3, nunca em ambos os 

instantes. Os fluxos de caixa recebidos em t = 2 serão descontados um período de 

tempo, e os fluxos  de caixa recebidos em t = 3 serão descontados dois períodos. 

Da mesma forma que no instante 2, X agora representa os preços da ação em t = 1 

nos quais a opção está in-the-money, e Y representa os fluxos de caixa futuros. A 

Tabela 48 abaixo mostra os valores de X e Y para t = 1. 

 

 

Tabela 48 – Dados para a regressão em t=1 

 
 

Novamente, faz-se a regressão de Y com relação a X e X2 para estimar o 

valor de continuação Desta vez, A função a função de expectativas condicionadas 

é dada por: 

E  [Y | X ]  =  − 2, 2152  + 0,9952X + (10-13) X 

2
                                          (III-3)                         

Para se obter os valores de continuação de cada trajetória, substitui-se os 

valores de X na função de regressão e compara-se estes valores com os valores do 

exercício imediato da call em t = 1. A Tabela 49 a seguir apresenta estes valores. 
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Tabela 49 – Comparação dos valores de exercício imediato e de continuação em t=1 

 

Comparando-se os valores apresentados na Tabela 49 acima, verifica-se 

que o exercício imediato é ótimo em t=1 no segundo, terceiro, quarto e oitavo 

caminhos. Assim, pode-se atualizar novamente a matriz de regra ótima de 

exercício, obtendo-se a regra completa de parada ótima, dada pela Tabela 50 a 

seguir: 

 

 

Tabela 50 – Matriz completa da regra ótima de exercício 

 

Dada a regra de parada ótima, o cálculo dos fluxos de caixa realizados é 

feito de maneira bastante simples. Basta calcular o produto escalar entre a matriz 

de parada ótima e a matriz completa dos fluxos de caixa de em cada data de 
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exercício antecipado da opção. O resultado do produto é a matriz de fluxos de 

caixa realizados, dada a seguir: 

 

 

Tabela 51 – Matriz de fluxos de caixa realizados 

 

Finalmente o valor da opção pode ser obtido, descontando-se para o 

instante zero os fluxos de caixa da matriz acima e obtendo-se a média sobre todos 

os caminhos. O valor obtido para a call americana foi de 0,113609, ou seja, 

multiplicando-se por 100.000, tem-se que: 

Call = R$ 11.360,90 

O valor do VPL no instante zero é igual a média dos cenários neste 

instante menos o investimento. Logo, tem-se que: 

VPL0 = R$ 224.176,00 – R$ 222.602,00 = R$ 1.574,00 

Assim, a Regra de Decisão Ótima para este Projeto de Eficiência 

Energética é “esperar e ver”, exercendo a opção somente no cenário favorável. 

 Este exemplo demonstra a simplicidade do método LSM e a clareza da 

intuição por traz do mesmo. 
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ANEXO IV – TESTE DE KOLMOGOROV-SMIRNOV (K-S) 
 

O teste de Kolmogorov-Smirnov (K-S) [74] busca determinar se dois 

conjuntos de dados (amostras) diferem significativamente. O teste K-S tem a 

vantagem de não fazer nenhuma hipótese sobre a distribuição dos dados 

(tecnicamente falando, é não-paramétrico e independe da distribuição). O teste K-

S é um dos métodos não paramétricos genéricos mais úteis para se comparar duas 

amostras, dado que é sensível às diferenças na localização e na forma das funções 

de distribuição cumulativas das duas amostras. 

A estatística do teste K-S compara a distribuição acumulada de frequências 

observadas com a respectiva distribuição teórica e determina o ponto em que essas 

duas distribuições acusam a maior divergência (máxima distância absoluta Dn,n’). 

A distribuição amostral indica se essa diferença máxima pode ser atribuída ao 

acaso. A Figura 65 apresenta graficamente a máxima distância absoluta Dn,n’ entre 

as funções de distribuição acumuladas F1(x) e F2(x). 

 

Figura 65 - Teste K-S - Comparação entre Duas Funções de Distribuição Acumuladas 
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A hipótese nula (h=0) é aquela na qual as amostram têm a mesma 

distribuição. A hipótese alternativa e aquela em que a distribuição não é a mesma. 

O resultado h igual a 1 é obtido se o teste rejeita a hipótese nula com α% de nível 

de significância. A estatística do teste para duas amostras é definida como: 

=>,>? =� @ABCDEF,>��� − E�,>?���D 
Onde: 

• EF,>��� e E�,>?��� são Funções de Distribuição Acumuladas (FDA) 

da primeira e da segunda amostra respectivamente; 

• Dn,n’ é a distância máxima absoluta entre EF,>��� e E�,>?���. 
A hipótese nula (h=0) é rejeitada no nível de significância α se: 

=>,>? > H�,�IJ + J′JJ′  

Para amostras onde o número de observações é superior à 12, o valor de 

c(α) é dado pela Tabela 52 abaixo, para cada nível de significância α [84]. 

α 0,10 0,05 0,025 0,01 0,005 0,001 

C(α) 1,22 1,36 1,48 1,63 1,73 1,95 

Tabela 52 - Teste K-S - Coeficientes por nível de significância 

 

Pode-se observar que o teste K-S para duas amostras verifica se estas 

amostras são oriundas da mesma distribuição, independentemente de qual seja 

esta distribuição (normal ou não-normal). 

 

 

 

(IV-1) 

(IV-2) 
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