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4
EXTENSAO DAS FORMULAQ()JES AO PROBLEMA DO
ACOPLAMENTO FLUIDO-MECANICO

Neste capitulo sdo apresentadas as equagdes governantes do acoplamento
fluido-mecanico para um corpo cortado por uma descontinuidade. As equagdes
adotam a formulacdo apresentada por Lewis e Schrefler (1982) que, por sua vez,
foi desenvolvida segundo a Teoria da Poroelasticidade de Biot (1941).

Idealiza-se o corpo ou o meio poroso submetido a um regime de pequenas
deformagdes com o fluxo obedecendo a lei de Darcy. Admitindo que a
deformacdo da matriz rochosa seja pequena, o fluxo ¢ descrito em termos do valor
absoluto da velocidade do fluido e ndo pela diferenca de velocidades entre fluido e
graos. Além disso, considera-se que o fluido provoca apenas uma variaciao
volumétrica nos graos do meio poroso e que os valores de tensdo cisalhante no
fluido sdo despreziveis.

Adotando essas hipoteses, as equacdes de equilibrio mecanico e de fluxo de
fluido, vistas separadamente nos capitulos 2 e 3, sdo agora acopladas por meio da
introdugdo de termos relativos a deformacdo volumétrica do esqueleto so6lido e
pela aplicacdo do Principio da Tensdo Efetiva. Exceto pela insercdo desses
termos, nenhuma outra alteracdo ¢ feita nas equagdes ou na aproximagao dos
campos de deslocamento e poro-pressao.

Ao acoplar as equagdes do elemento enriquecido, sdo mantidas as hipoteses
de salto de poro-pressdo através da direcdo normal e a variagdo suave de poro-
pressdo ao longo da direcdo tangencial. Caracteristicas essas que sdo presentes no
meio geologico devido ao contraste de propriedades fisicas e reduzida espessura
da descontinuidade.

Cabe ressaltar que a principal diferenca da formulacdo do elemento
enriquecido para aquela apresentada por de Borst et al (2008) ¢ a descrigdo do
fluxo nas direcdes normal e tangencial a descontinuidade fisica. Em sua
formulacdo, de Borst et al (2008) tratou apenas do fluxo tangencial. Como

mencionado na secdo de revisdo bibliografica, a auséncia do salto de poro-


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0812426/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0812426/CA

Adaptacao da formulagdo mecanica do elemento enriquecido
explicitamente para o problema de fluxo de fluido 99

pressdo, associado ao fluxo normal, pode conduzir a um menor esforco aplicado
na descontinuidade fisica e, consequentemente, a uma menor deformacdo da

descontinuidade fisica.

4.1.
Equacao de equilibrio

O acoplamento da equacdo de equilibrio com o fluxo de fluido para um
corpo cortado por uma descontinuidade € obtido pela introdu¢do do Principio de
tensdo efetiva. Aplicado a descontinuidade e a regido fora dela, o Principio
permite relacionar a deformacdo do meio poroso a variacdo de poro-pressdo que
ocorre nele. De acordo com a expressao (2.44), a equagdo de equilibrio para um

corpo cortado por uma descontinuidade tem a forma:

JSS-G‘dQ=J8u-deQ+J Su- F'deS+J 8|lul| - Fpdlg (4.1)
Q Q r5 rf

Figura 4-1: Meio poroso parcialmente seccionado por uma descontinuidade

A Figura 4-1 mostra o dominio () e o contorno [z como a representagdo de
um meio poroso seccionado por uma descontinuidade e preenchido por um fluido.
Se o Principio da Tensdo Efetiva ¢ aplicavel ao meio poroso () (regido fora da
descontinuidade), o Principio ¢ igualmente aplicdvel sobre o contorno Iy
(descontinuidade). Desta forma, as varidveis da equacdo (4.1) passam ser
interpretadas como:

6 — incremento do vetor tensdo total no dominio (;

F}, - incremento do vetor forga de massa;
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F, - incremento do vetor forga de superficie no contorno T;

Fr - incremento do vetor forga de superficie total na descontinuidade;

8¢€ — vetor de variagdo virtual de deformacao;

8u — vetor de variagdo virtual de deslocamento;

8||u|| — vetor de variagdo virtual de salto de deslocamento.

Admitindo esta interpretagdo e, temporariamente, adotando a convengao de
que a tensdo de tragdo € positiva, os incrementos ¢ ¢ Fy podem ser decompostos

de acordo com a expressao (4.2).

6=06"—mp
. ., . (4.2)
Fr = —1- (Ff — mgp)

Sendo:

m= [1 1 0] para corpos bidimensionais,

m=1[1 1 1 0 0 0] paracorpos tridimensionais.

Onde:

6’ - incremento do vetor tensdo efetiva;

!

Fr - incremento do vetor de forga de superficie efetiva na descontinuidade;

p - incremento de poro-pressao;

O vetor m da expressdo (4.2) faz com que a poro-pressdo seja somada
apenas as componentes normais de tensdo. A i-ésima componente do vetor m
assume o valor um para as componentes normais de tensdo e zero para as
componentes cisalhantes. Referente ao incremento de for¢a de superficie efetiva, a
multiplicagdo por -1 garante que o trabalho realizado por ela seja negativo.

O vetor my tem a mesma fun¢do do vetor m, diferenciando-se apenas na
forma. Como a descontinuidade tem uma orientacdo qualquer em relacdo ao eixo
x do sistema global, my pode ser definido como o vetor unitario normal a
descontinuidade (ng). Considerando um intervalo infinitesimal de uma
descontinuidade (ilustrado na Figura 4-2, pagina 101), as componentes do vetor

my podem ser associadas aos médulos dos cossenos diretores @, € ¢, segundo a

expressao (4.3).
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7 {leos(o,)

@y - angulo entre o vetor unitario normal

@y - angulo entre o vetor unitario normal

Onde:
global;
global.
n
Py

Y

-

-

a

-

101

(4.3)

descontinuidade e o0 eixo x

descontinuidade e o eixo y

descontinuidade

»
>

X

Figura 4-2: Orientagdo de um infinitésimo da descontinuidade em relacdo ao sistema de

O mddulo do cosseno diretor ¢ adotado na expressdo (4.3) para garantir que

a poro-pressao tenha sempre um valor positivo. Para geometrias tridimensionais, a

mesma defini¢do do vetor my € valida devendo-se adicionar o cosseno diretor em

relacdo ao eixo z.

Seguindo a formulagdo apresentada por Lewis e Schrefler (1982) e

desprezando qualquer deformacao referente a creep, processo térmico ou quimico,

o incremento de tensdo efetiva pode ser relacionado a deformagdo do meio poroso

pela relagdo:

Onde:

D - matriz constitutiva;

6 =D (& — &)

(4.4)

€ - incremento do vetor deformagao total do esqueleto solido;
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£, - incremento do vetor deformagdo dos grdos relacionada a variagdo de
poro-pressao.
Adotando que a poro-pressdo causa apenas uma deformagdo volumétrica na

particula solida (grao), Lewis e Schrefler definiram que:

. 1
Sp = —%m

p (4.5)

Onde:

Ks - modulo de variacdo volumétrica da particula solida.

A divis@o por 3 surge da hipotese de que o grao deforma-se igualmente em
todas as dire¢des, logo, em um sistema cartesiano, os incrementos &, nas dire¢des
X, y e z sdo iguais. O sinal negativo na expressao (4.5) indica que para um aumento
de poro-pressao ocorre uma redugdo no volume do grao.

Analogamente ao incremento de tensdo efetiva, ¢ possivel estabelecer uma

relacdo entre incremento de forca de superficie efetiva e salto de deslocamento.

Fr = Dg(llall — [lall,) (4.6)

Dy - matriz constitutiva da descontinuidade;

lit]] — incremento de salto de deslocamento total da descontinuidade;

llll, - incremento de salto de deslocamento relacionado a deformagdo dos
graos devido a poro-pressao.

Assumindo que os graos localizados dentro e fora da descontinuidade tém

comportamento idéntico e que apenas a componente normal de salto |[[ull,
contribui para a variagdo volumétrica, semelhante ao incremento &, a seguinte

relacdo ¢ estabelecida:

e

llall, = -
A expressdo (4.7) foi obtida a partir da interpretacdo de que deformagdo do
grao na dire¢do normal a descontinuidade ¢ igual a divisdo do incremento de salto

|lall, pela espessura da descontinuidade (e).
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Introduzindo as expressdes (4.4) a (4.7) na expressao (4.2) tem-se:

1
6 = De+ (—m+—Dm)p
3Ks (4.8)

e

Fr = —Dgllill + (mp - o

DFmF)p

Inserindo a expressdo (4.8) na expressdo (4.1), multiplicando a expressao
resultante por -1 para tornar a tensdo de compressdo positiva (Engenharia
Geotécnica) e passando os termos referentes a descontinuidade para o lado
esquerdo da expressdo, define-se a equacao de equilibrio do acoplamento fluido-

mecanico por:

~ Jo 8 D-£dQ — [ Sllull - Dg - [lal] dry +
Js( 1D)'dﬂ+J8|I|I( —Dpmy ) p dr
8- —_—— . . — — .
L E M T3 )P p T AT T B TrmE ) TP (4.9)

=—J8u-deQ—J Su - F,drI,
Q r

S

Na expressdo (4.9), os termos do lado direito da igualdade representam a
acdo das forgas externas sobre o meio poroso. Do lado esquerdo, os dois primeiros
termos tém a mesma interpretacdo da equacdo de equilibrio da se¢do 2.3. O
terceiro e quarto termos introduzem o acoplamento e representam a parcela do
carregamento suportado pelo fluido e a variagdo volumétrica dos graos devido a

variagdo de poro-pressdo respectivamente.

4.2.
Equacao de fluxo

Ao estabelecer a equagdo de fluxo no capitulo 3, admitiu-se uma diferenca
no tratamento dos fluxos normal e tangencial & descontinuidade. Esta abordagem
permitiu introduzir uma variagdo brusca e outra suave de poro-pressdo (salto) na
descontinuidade. Além disso, afirmou-se que o fluxo ao longo da diregdo
tangencial & descontinuidade e o da regido fora dela poderiam ser representados

pela mesma equacgdo, devendo-se trocar apenas os parametros de material.
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Ao estender a equacdo de fluxo para o acoplamento fluido-mecanico, todas
as hipoteses do capitulo 3 sdo utilizadas, exceto a que despreza o termo de
acoplamento. Como o comportamento mecanico deve ser inserido, dois termos de
acoplamento ligados ao deslocamento e ao salto surgem. Isso obriga o
estabelecimento de duas equacdes diferenciais: uma para a descontinuidade e
outra para a regido fora dela. Apesar dessa mudanca, o significado e a forma das
equacdes de fluxo das duas regides sdo os mesmos.

Os termos que permitem acoplar a equacdo de fluxo ao comportamento
mecanico serdo introduzidos primeiro para a regido fora da descontinuidade. Esta
aproximacao ja existe e foi apresentada por Lewis e Schrefler (1982). Em seguida,
por analogia, os termos de acoplamento sdo inseridos para a descontinuidade.

Fazendo referéncia a Figura 4-1, definiu-se, no capitulo 3, que a equagdo de
fluxo para um corpo cortado por uma descontinuidade em um ponto qualquer

possui a forma:

v oo (4 2920

(4.10)

Ao montar a equagdo de fluxo (4.10), diferentes fatores que influenciam a
variagdo de fluido no interior de um volume infinitesimal foram enumerados e
somados (expressoes (3.6) a (3.10)). A fim de acoplar o fluxo de fluido ao
comportamento mecanico para a regido fora da descontinuidade, dois fatores
anteriormente desprezados na montagem da equacao (4.10) devem ser incluidos.
Tratam-se da deformagdo volumétrica do meio poroso e das particulas solidas.

Como citado no capitulo 3, estes fatores sdo:
» Taxa de deformacdo volumétrica do meio poroso
&, =mTe (4.11)
» Taxa de deformacdo volumétrica das particulas soélidas devido a

mudanca na tensao efetiva

LI (4.12)
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O sinal negativo na expressao (4.12) indica que para uma redug¢do no
volume da particula sélida ocorre um aumento no volume de fluido. Referente a
tensdo efetiva, ela pode ser substituida pelas variaveis de deformagdo e poro-
pressdo. Inserindo a expressdo (4.5) na expressao (4.4), o incremento de tensdo

efetiva torna-se:

1
5y = € _— . 4.13
6 D(£+ 3KSmp) ( )

Introduzindo a expressio (4.13) em (4.12), a taxa de deformacao
volumétrica das particulas sélidas devido a mudanga de tensdo efetiva pode ser

reescrita na forma:

1 1
——m™D(& + —my 4.14
3Ks D(£+3Ksmp> (414)

Conhecidos os termos de acoplamento para a regido fora da
descontinuidade, a equacao de fluxo (4.10) ¢ estendida. Adicionando os termos de
acoplamento (4.11) e (4.14) a equagdo (4.10), define-se a equagdo de fluxo para a

regido fora da descontinuidade considerando o acoplamento por:

V{kv(+ h)}+{T . TD}'+ 5 =0 4.15
. p+ pg m’ — o-m'Dgé+ sp= (4.15)

O parametro de armazenamento s da equacdo (4.15) ndo ¢ o mesmo da

equacao de fluxo desacoplada (4.10), seu novo valor é:

P 10 1

T
K, e + (3Ks)2m Dm (4.16)

Os fatores descritos pelas expressdes (4.11) e (4.14) permitem acoplar o
comportamento mecanico ao fluxo de fluido para a regido fora da
descontinuidade. Para a descontinuidade, fatores semelhantes sdo introduzidos.

A expressao (4.11) mostra que a taxa de deformagdo volumétrica do meio
poroso esta relacionada apenas as componentes normais de deformacdo. Este

mesmo raciocinio ¢ aplicado a descontinuidade. Por hipotese, a descontinuidade
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ndo ¢ descrita por deformagdo, mas este valor pode ser aproximado ou idealizado.
Dividindo o salto de deslocamento na direcdo normal pela espessura da
descontinuidade, uma variavel equivalente a deformacao ¢ obtida. Logo:

» Taxa de variagdao volumétrica da descontinuidade
T 1 y
mg - [l (4.17)

Onde:

e - espessura da descontinuidade

O vetor my na expressdo (4.17) tem o mesmo significado da equacao de
equilibrio e garante que apenas a componente normal de salto de deslocamento
seja contabilizada.

Com relagdo a taxa de deformagdo das particulas solidas devido a mudanca
de tensdo efetiva, a expressdo (4.12) diz que a deformacao dos graos ¢ obtida pela
divisdo da tensdo média atuante pelo mdédulo de variagdo volumétrica dos graos
(Ks). Assumindo que o grao na descontinuidade deforma-se do mesmo modo que
fora dela e trocando a tensdo efetiva pela forca de superficie efetiva, a taxa de

variagdo volumétrica dos graos na descontinuidade ¢ representada por:
—— myT - F} (4.18)

Semelhante a tensdo efetiva, a for¢a de superficie efetiva pode ser descrita
pelo salto de deslocamento e pela poro-pressao na descontinuidade. Substituindo a
expressdo (4.7) na expressdo (4.6), o incremento de for¢ca de superficie efetiva

torna-se:

£y = Dy (Ihall + =~ mg p) (4.19)
T 3Ks '

Introduzindo a expressio (4.19) em (4.18), a taxa de deformacao
volumétrica dos graos devido a mudanga de forca de superficie efetiva pode ser

reescrita como:
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1 e
T . .
—=—-mg - Dg(l[all + =5—m 4.20
3Ks TOF F (” I 3Ks TF p) ( )

Adicionando os termos de acoplamento (4.17) e (4.20) a expressao (4.10),

define-se a equacdo de fluxo acoplada para a descontinuidade por:

k 1 1
—V-{TT-V(p + pgh)} + (gm; _ %mEDF) lall + sgp = 0 4.21)

Sendo o parametro de armazenamento na descontinuidade (sg):

_% 1-9¢ € T
SF = Kf Ks + (SKS)Z mFDFmF (422)

As expressoes (4.21) e (4.15) s@o as equagdes de fluxo acopladas para a
descontinuidade e para a regido fora dela. Apesar de diferentes, os seus termos
possuem os mesmos significados. O primeiro termo do lado esquerdo da
igualdade indica a variagdo que o fluxo sofre ao atravessar um volume
infinitesimal de meio poroso, o segundo e terceiro termos indicam a variagdo de
fluido no interior do volume infinitesimal.

Conhecidas as equagdes de fluxo diferenciais (4.15) e (4.21), elas sdo agora
integradas sobre os dominios Q e [. Quanto ao processo de integracdo, apenas
uma observagdo ¢ feita. Diferente da equacdo de equilibrio, a area da segdo
transversal da descontinuidade deve ser considerada. O motivo ¢ que o fluxo
sempre € associado ao volume de um corpo.

Ao serem colocadas estas observagdes e mantendo os simbolos Ik e Q para
designar a descontinuidade e a regido fora dela, a equagdo de fluxo, considerando

o acoplamento para um corpo cortado por uma descontinuidade, ¢ definida por:

k 1 ) )
J (—V-{—-V(p+ pgh)}+ (mT— —mTD)£+ sp) aa +
Q 1l 3Ks
(4.23)
J (V{kT vV(p + h)}+(1 r_ 1 TD)|'|+ ')A dls = 0
Onde:

Ag - area da secdo transversal da descontinuidade.
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Para um corpo bidimensional com profundidade unitaria, o valor da area Ar

¢ igual ao proprio valor da espessura da descontinuidade (expressao (4.24)).
Ap=1-e (4.24)

Esta consideragdo permite reescrever a equagao (4.23) como:

J(V{kv(+ h)}+<T 1 TD)‘+ ‘)dﬂ+
N TR m’— —-m'D)&+ sp

(4.25)

e
mfDg ) [l + sgp e) dly = 0

Jr (—V-{k—:-V(p+ pgh)}e + (mg— 3Ks

F

Ao considerar a 4area da segdo transversal, nota-se que o termo de
acoplamento da equacdo de fluxo (4.25) é o mesmo da equagdo de equilibrio
(4.9). Adotando a notagdo do capitulo 3, as integrais de fluxo nos dominios Q e I
passardo a ser representadas pelos termos C' e C' respectivamente, permitindo definir

a equacao de fluxo para o corpo da Figura 4-1 como:
C+C'=0 (4.26)

As condic¢des de contorno de poro-pressdo e fluxo prescrito sdo as mesmas

da secao 3.1.

4.3.
Aplicacao do Método de Elementos Finitos as equagoes de equilibrio
e fluxo de fluido

A aplicagdo do MEF as equagdes de equilibrio e fluxo de fluido para um
corpo cortado por uma descontinuidade segue os mesmos procedimentos descritos
nos capitulos 2 e 3. Por essa razdo, detalhes referentes a aproximagao dos campos
de deslocamento e poro-pressdo e integragao nao sao feitos.

Empregando as aproximacgdes de deslocamento, deformacdo e poro-pressao
(expressodes (2.55), (2.56) e (3.37)), define-se a equacdo de equilibrio do

acoplamento fluido-mecanico para o elemento enriquecido por:
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—L[B“ B*]"-D-[B* BF]dQ. {‘;[;‘}

e

q o
—Jr, [0 N6I"-De-[o NB]dIy, {EB}+

Jﬂe[Ba BB]T - (m — iDm) [N NB8] {gg} dQ. + (4.27)

O vetor Nf da expressdo (4.27) é o mesmo apresentado item 3.2.2. Referente
as integrais ao longo de Iz, um vetor linha nulo (0) foi incluido para eliminar a
contribuicdo dos graus de liberdade u“, tratando-se apenas de uma notagdo
matricial.

Utilizando as aproximagdes dos campos de deformacdo, salto de
deslocamento, poro-pressio e gradiente de poro-pressdo (expressdes (2.55),
(2.56), (3.37) e (3.38)), define-se a forma aproximada dos termos C' e C' 'da
equacao de fluxo (4.26) por:

T K p*
= B¢ BP| -=-[B* RB]dQ { } +
Jne[ P Bl n ¢ pf

Jﬂ [Ne NPT (mT— imTD) -[B*  BP] dQ, {3[;‘} +
(4.28)

Lo s e w5

k
L[S‘ O]T-H-Vpghdﬂﬁj [N NB]"-qdlg,

e FQe

N T ky 1 p“
cy = | (NP) -En-g-NBdFF pf + (B) — BfedFFe {p6}+

T € T pa
(NF) .(mg_ %mFDF) NB dry, uf + Fe(Nf) -sp-Nfe dIy, {p"} (4.29)

f (Bf)" - = - Vpgh dr + j (N)'qarg
I'q
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O termo Blf, na expressdo (4.29) ¢ a matriz gradiente associada a poro-

pressdo ao longo da descontinuidade apresentada no item 3.2.2. A equacdo de
fluxo acoplada para o elemento enriquecido ¢ obtida somando-se as expressoes

(4.28) e (4.29) como mostrado na equacgao (4.30).
Cc +Cl=0 (4.30)

As equagdes de equilibrio (4.27) e fluxo de fluido (4.30) podem ser
reescritas, em um modo mais compacto, nas equagdes (4.31) e (4.32)

respectivamente por:

Ke e + Le* Pe = Fe (4.31)
He-ue + Se Pe+ LT- 0. = Q. (4.32)

Ke, He, Se € Lo sdo as matrizes de rigidez, permeabilidade, armazenamento e

de acoplamento do elemento enriquecido. Seguindo a mesma notagdo dos

capitulos 2 e 3, cada matriz tem a forma:

B
om0 [

Ba BB Ba BB
K K HY* H
¢t ¢ ; (4.33)
| S S S

e AR T e
Le Le Se Se

Onde:

Kg‘“zfﬂe(B“)T-D-B“dQe

K*®= | B9T-D-BFdQ,
Q.

(4.34)

KE“:J (B%)" - D-Bdq,
2

KE“=f (B“)T-D-B“dﬂe+f (NF)" - Dy - NP dry,
Qe Tre
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k

HE® = J (BY) - = BEdQ,
Qe 28
k

HE® = J (BY)' -—-Bfda,
Qe 28
Ba _ p\" K

HE = Jae(B") L Bj da,

k
W= [ (88) Bfanc+ [ (W)TI2loNar,

Q Tp,

Sy = J (N9T.s-N*dQ,
Q

S = | (NOT.s-NPdQ,
o

sPo = J (NP)" - s- N dQ,
o

s#= [ (W) s onpdn,+ [ (N5 NTedry,
Qe Tr,

1
L‘éa = (Ba)T . (m - %Dm) - N¢ dﬂe
Q,

1
L"é“:J (B"‘)T-(m—%Dm)-NBdﬂe
Q

1
Ba _ BT( o ) o
L. = B . D N®dQ
p jﬂe( )" (m—~—Dm .

1
BB 8T ( ) B
L. = B -l m Dm ) - NP dQ, +
€ Jﬂe( ) 3Ks ¢

e
(N®)" - (mg - %DFmF) -Nf dry,

Tp,

Os vetores de forca (F,) e fluxo nodal (Q.) sdo:

(ke
Fe = {Ff}
o)
Q?

Qe

Sendo:

111

(4.35)

(4.36)

(4.37)

(4.38)
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F& = (NOT . E,dQ, + (NOT - Fyds,
Qe FSe

i = [ () hao,+ [ (N9 ar,
Qe Tse

.k ] (4.39)
Q¢ = J (Bg) -—-VpghdQ, + J (NO)T-qdl,, + J (Nf) qdrf
QE IJ' qu Fg

k
of= [ @ Tovpghao,+ [ () -qar,
Qe H Tge

A maioria das integrais referentes ao dominio 'z, nas expressoes (4.34) a

(4.39) pode ser obtida analiticamente. Em relagdo as submatrizes KEB e Lgﬁ,
expressoes (4.34) e (4.37) respectivamente, deve-se atentar que as integrais ao
longo de Iy, estdo expressas no sistema global de coordenadas. Caso essas
integrais sejam resolvidas no sistema de coordenadas da descontinuidade, ¢
necessdrio introduzir a matriz de rotacdo antes de adiciond-las & matriz do

elemento enriquecido expressa no sistema global. A integral ao longo de I,
presente na submatriz KEB deve ser pré e pos-multiplicada pela matriz de rotacao,

enquanto a integral ao longo de Tz, na submatriz LgB deve ser apenas pré-
multiplicada pela matriz de rotagao.

Quanto a solugdo do sistema de equacdes formado, duas técnicas podem ser
aplicadas: staggered ou totalmente acoplado. Nessa pesquisa, adota-se o método
totalmente acoplado, isto €, as equagdes de equilibrio mecanico e de fluxo de

fluido sdo solucionadas ao mesmo tempo.
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