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4
Solucao Exata do problema de propagacao de ondas e
Solucao da Equacao de Estado

Neste capitulo sao discutidos a solucao exata do problema de
propagacao de ondas em cascas cilindricas laminadas e a solu¢ao da equacgao
de estado aproximada obtida no capitulo anterior. A primeira solucao
estd baseada no trabalho de Braga, Barbone e Herrmann [12] para cascas
cilindricas laminadas infinitas e a solu¢ao da equacgao de estado esta baseada
no método da varredura, também conhecido como método de Riccati [13]
ou método da imersao invariante.

A maior vantagem da solucao exata desenvolvida neste capitulo é que
ela pode ser empregada para cascas cilindricas laminadas compostas de
camadas isotrépicas. Isto quer dizer que esta solucao é mais geral que a
solucao apresentada no Capitulo 2, que é simples e elegante, mas cujo uso
estd restrito ao caso de cilindros de materiais isotrépicos. Além disso, é
importante mencionar que a teoria de elasticidade linear foi empregada na
formulagao deste método.

O objetivo da formulagao exata é apresentar uma metodologia para o
calculo dos modos de propagacao de ondas em cascas cilindrica laminadas.
Com este proposito, definiu-se o Tensor de Impedancia Superficial que
relaciona as velocidades e os esforcos num ponto da casca. Assim, no
caso de uma andlise harmonica, este tensor de impedancia é de ordem
2. Para o calculo do tensor de impedancia superficial na ultima lamina
utilizou-se um algoritmo recursivo na direcao radial que assume que o
valor da impedancia superficial na primeira lamina é conhecida. A partir
da impedancia da ultima lamina, e conhecendo que a casca é livre de
esforgos na superficie exterior obtém-se o espectro de freqiiéncia. Este
espectro ¢ formado por aqueles modos (w, k) para um n dado que fazem
que o determinante da impedancia superficial seja zero. Também, o campo

de deslocamento na superficie exterior pode ser obtido se sao conhecidos
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os esforgos generalizados nesta superficie. A partir dai, empregou-se um
algoritmo baseado na versao discreta da imersao invariante para obter o
campo de deslocamento ao longo da espessura da casca.

A solugao da equacao de estado aproximada (equagdo 3-22) estd
baseada no método da varredura ou método de Riccati [13] que foi aplicado
na direcao axial do cilindro. Por isto, definiu-se o Tensor de Impedancia
numa secao transversal do cilindro. Este tensor relaciona a velocidade e o
esforco generalizado numa se¢ao determinada e foi empregado no algoritmo
de solucao. Distintamente do cilindro infinito tratado até agora, nesta
secao trata-se de um cilindro com condi¢oes de contorno que provocam
a reflexao de ondas produzidas por um atuador ou por carregamentos
externos. Na aplicagao do método da varredura, assumiu-se também que
o Tensor de Impedancia na segao inicial (esquerda) é conhecido e avanga-
se recursivamente ao longo do comprimento do cilindro até obter o Tensor
de Impedéancia na outra extremidade(direita). Deve-se considerar que na
varredura de ida, os carregamentos externos sao transportados para a
extremidade final na forma de esforcos equivalentes como sera visto mais
adiante. Analogamente a secao anterior, o campo de deslocamentos na
extremidade direita pode ser obtido a partir do Tensor de Impedancia
se sao conhecidas as condicoes de contorno nesta secao. Além disso, o
campo de deslocamento numa secao qualquer do cilindro pode ser obtido
recursivamente na varredura de volta.

Mais uma vez, é importante destacar que cada camada isotropica é
modelada usando as férmulas da elasticidade linear, e usando um estado
tridimensional de tensoes na teoria exata e aproximada, respectivamente.
Porém, estas duas teorias podem ser empregadas para qualquer relacao
raio-espessura e para qualquer quantidade de laminas isotrépicas, ja que

nenhuma restricao foi feita com relacao a estes parametros.
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4.1
Solucao exata do problema de propagacao de ondas em cascas
cilindricas laminadas

4.1.1
Meio Homogéneo

Seja o campo de deslocamento de um ponto da casca cilindrica

representado pelo vetor:

U,
u(r,0,z,t) = |uy (4-1)

Uy

e o vetor tensao na superficie normal a direcao radial é definido como:

t(h 07 Z, t) = [Tro (4_2)

O campo de deslocamento pode ser expresso usando a decomposicao de
Helmholtz, como foi mostrado no Capitulo 2. No entanto, em coordenadas
cilindricas o potencial vetorial 1) pode ser substituido em funcao de dois

potenciais escalares:

Y=V x(xes)+ne, (4-3)

Onde e, ¢é o vetor unitario na diregao axial. Os potenciais escalares x e 7

obedecem também a equagao (2.8).

Entao, o campo de deslocamento é reescrito da seguinte forma:

u=Vep+Vx(xe,)+Vx(ne,) (4-4)

Nesta parte define-se o vetor ¢ como
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@
d =1 X (4-5)
"

As equacoes de onda deste problema em funcao dos potenciais escalares

podem ser escritas como:

[VQ 1 o2

1 027 |x
7~ gl {3} - o

Onde, como foi definido no Capitulo 2, ¢y e ¢ sao as velocidades de onda

}¢:o (4-6)

longitudinal e transversal respectivamente.

O campo de deslocamento pode ser expresso em funcao dos potenciais

escalares:

e o vetor tensao

t =Lu] (4-9)

Onde A e L sao operadores matriciais diferenciais que tém a seguinte forma:

K 9 10
or 0z0r r 00
S (+10)
G ORE L A
A+2pg+2 25 AL
L= Lo p(Z -1 0 (4-11)
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Considerando funcoes harmonicas da forma:

¢ _ 5(74) ei (nO+k.z—wt) (4_12)
u="1(r)e (nf+hez—wt) (4-13)
t = E(T) ei (nO+k.z—wt) (4_14)

Onde n é o parametro circunferencial, k, o nimero de onda e w a freqiiéncia

definidos na secao 2.2

Substituindo a equacao (4-12) nas equagoes (4-6) e (4-7) obtemos:

w0 (415)
%} ~0 (4-16)
n
onde para j = L,T

k=9 (4-17)

Estas equacoes tém a forma da equagao diferencial de Bessel. As solucoes

destas equacoes podem ser escritas da seguinte forma:
5(7") = Z @, (r)ca (4-18)

Onde

P, (r) = 0 HY (kpr) 0 (4-19)
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H} e H? sdo as fungoes de Hankel de primeira e segunda classe (Abramowitz
& Stegun [35]), respectivamente. ¢, é un vetor de constantes.
Utilizando as fungbes harmonicas (4-12-4-14) a equacao (4-8) fica da

seguinte forma:

u(r)=A[d] (4-20)

Ou seja o campo de deslocamento pode ser expresso como a soma de duas

componentes:

u(r) =u(r) + ua(r) (4-21)

coml:

U,(r) = A®,(r)c, (4-22)

O vetor tensao,também pode ser reescrito usando as fungoes harmonicas:

t(r)=L[u(r)] (4-23)

Da mesma forma que o campo de deslocamento, o vetor tensao pode ser

expresso como a soma de duas componentes:

t(r) = t1(r) + t2(r) (4-24)

coml:

to(r) = LU, (r) (4-25)

i ik g i
A= |z k2 -4 (126
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L= it p(d -1y 0 (4-27)

Nesta parte definem-se as matrices A,, L, e 7, tal que obedecam as

seguintes relacoes:

A () To(r) = A[®@(r)] 4-28)
L, (1) Ta(r) = L[A®,(r)] (4-29)
Onde:
‘Tl(?") — d’LCLg (eikLT” eikTr’ eik‘T’!’> (4_30)
To(r) =71 (1) (4-31)

O objetivo das matrizes 7,/(r) é de escalar as fun¢oes de Hankel contidas nas
matrices A, (r), assegurando desta forma que as componentes desta matriz
fiquem finitas ainda para grandes valores de Im (kpr) ou Im (krr) [12].
Os indices @« = 1 e a = 2 estao relacionados a ondas que se propagam
radialmente na direcao externa e interna, respectivamente.

As matrices A, (r) e L, (r) podem ser consultadas no Apéndice B.

Utilizando as equagoes (4-28-4-29) pode-se reescrever o campo de desloca-

mentos e o vetor tensao:
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O vetor de constantes c, pode ser eliminado escrevendo:

U, (1) = Mq(r,70) Ua(ro) (4-34)
to(r) = —iwZy(r) Uu(r) (4-35)
Onde:
M, (r,70) = A o(r) To(r —r9) AL (10) (4-36)
Za(r) = ~La(nA ;' (1) (4-37)

A matriz M, (r, ro) relaciona os deslocamentos na posicao r com os desloca-
mentos na posicao o das ondas que se propagam na direcao radial externa
ou oposta. O operador Z,(r) é chamado de matriz de impedancia local do
sélido homogéneo e relaciona o vetor tensao t,(r) e o campo de velocidades
na superficie cilindrica de raio r. Nota-se que a matriz M, (r, o) obedece as
seguintes propriedades:

M (r,r9) = My(10,7), e Mgy(rg,m) =1 (4-38)

«

4.1.2
A Impedancia Superficial de uma Lamina Cilindrica

A Figura 4.1 mostra uma lamina cilindrica de material homogéneo e
isotrépico onde Gy e G representam as impedancias das superficies interior

(r =19) e exterior (r = rp) respectivamente. Para r = 1y tem-se:

t(rg) = —iw Gou(ro) (4-39)

Nesta parte define-se o tensor de reflexao como o tensor que relaciona as
ondas que se propagam na direcao radial externa com as ondas que se

propagam na direcao oposta. Assim, para a superficie interna da lamina,
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Figura 4.1: Casca Cilindrica Isotrépica

70)] Wz (10
a equagao (4-41) na ao (4-42) tem-s
t(r0) [Z1(ro)Ro + Za(ro)](Ro + 1)
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Go = [Z1(ro)Ro + Za ()] (R + 1) * (4-44)

Desta equacao pode-se encontrar a expressao para o tensor de Reflexao Ry

na superficie interior:

R = [Z1(r0) — Go] ' [Go — Za(r0)] (4-45)

Na superficie externa da lamina (r = ) combinando as equagoes (4-34) e

(4-40) obtém-se:

W(r1) = [T+ H(ry)]"'a(r) (4-46)

Onde:

H(ry) = M (r1,70) Ro Ma(r9,71) (4-47)

O tensor H(r) é o tensor de reflexdo generalizada. Pode-se provar que para

ro <1 <Ti:

W@ (r) = H(r) T (1) (4-48)

Similarmente pode-se combinar as equagbes (4-24), (4-35), e (4-44) para

obter a expressao para o vetor tensao:

t(r) =—iwGiu(r) (4-49)

Onde G é o tensor de Impedancia superficial na superficie externa que tem

a seguinte forma:

G1 = [Zy(r))H(r) + Zo(r)][L + H(rp)] ™" (4-50)
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Figura 4.2: Casca Cilindrica Laminada

4.1.3
Impedancia Superficial de uma Casca Cilindrica Laminada

Os resultados da secao anterior podem ser generalizados para o caso
de uma casca cilindrica laminada. Por exemplo a Figura 4.2 mostra a secao
de uma casca cilindrica infinita de m laminas isotrépicas. O objetivo é
obter a Impedancia G,, na superficie externa a partir da Impedancia con-
hecida Gg. O seguinte algoritmo foi proposto por Braga [16] para calcular

a Impedancia G,,:
Dado Gy, k.,n, e w
Para j=1 a m Repetir
R = (27 (rj1) = Gyoa | H(ZF ) (rj1) — Gy)

H(r;) = MY (r;,r; ) Ry MY (154, ;)
G; = [ZY (ry)H(r;) + Z5 (r;) L+ H(r;) ]!

fim
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O espectro de freqiiéncia das ondas que se propagam livremente no cilin-
dro pode ser obtido a partir do Tensor de Impedancia da ultima lamina.
Estas ondas que se propagam no interior do cilindro estao formadas pela
superposicao de ondas volumétricas que interagem destrutivamente nas
superficies superior e inferior do cilindro de forma de satisfazer as condigoes

de tensao nulas.

Na tultima lamina pode-se estabelecer a seguinte relagao:

t(rm) = —iwGpU(ry,) =0 (4-51)

De onde as solugoes nao triviais estao condicionadas a:

det(Gyy) = 0 (4-52)

Esta funcao fornece a equacao do espectro de freqiiéncia. Todos aqueles
pares (w, k) para um dado n que satisfazem esta equacao sao os modos de

propagacao de ondas guiadas num cilindro laminado.

41.4
Campo de Deslocamento

Uma vez calculada a Impedancia G,,, se o vetor de tensoes t (1)
¢é conhecido naquela interface, pode-se calcular o campo de deslocamento

nesta interface da seguinte forma:

T (1) = 5 G-I () (4-53)

O campo de deslocamento ao longo da espessura do laminado pode ser

calculado na varredura de volta:
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Repetir para j=m:1

W (r5) = [MY (1), 75-1) Ry MY (120, ) + 1]710(ry)
W (r5-1) = My " (ry,m50) W ()

(rj-1) = T+ Rj1) W2 (rj1)

=]
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4.2
Solucao da Equacao de Estado

No capitulo anterior foi obtido a Equacao de Estado que governa a
dinamica da casca cilindrica laminada. No entanto, esta equacao que esta
baseada na teoria discreta de Reddy, é uma equacao mal condicionada
especialmente na faixa de altas freqiiéncias. Para superar este inconveniente
e obter sua solucao, empregou-se uma técnica baseada no método da
varredura ou método da imersao invariante [13].

Diferentemente da secao anterior, na qual uma solucao analitica do
problema de propagacao de ondas foi obtida para um cilindro infinito, esta
secao trata de cilindros com comprimento finito, portanto com condigoes
de contorno. Estas condicoes de contorno provocam a reflexao das on-
das que sao excitadas por um atuador ou por carregamento externo,
sendo necessaria a definicao de uma matriz de reflexao para relacionar os
campos de deslocamentos em direcoes opostas numa secao com variagao
de Impedancia. Além disso é importante destacar que com este método
assume-se que o campo de deslocamento pode ser descomposto como a
soma de dois campos que estao relacionados a ondas que se propagam ou

decaem nos dois sentidos da direcao axial do cilindro.

Antes de comecar com a solucao desta equacao indicam-se as propriedades

das componentes da matriz de estado A (equagao (3-24) ).

De acordo as equagoes (3-28) e (3-29), as matrizes N1, Ny e U; obedecem

as seguintes relaciones:

N, = NZ
N, = -U#?

Além disso, a matriz V; é sempre real e simétrica.

A partir destas relagoes pode-se facilmente demonstrar que as componentes
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da matriz de estado obedecem as seguintes propriedades:

AlL=Ap
Ag - A21
AQQ = —A{Il

Onde, mais uma vez, o termo H indica a transposta de Hermite.

A partir das propriedades indicadas anteriormente demonstra-se que a

matriz de estado A possui a seguinte propriedade:

0 1
-1 0

TATH = —AH onde T

(4-54)

Como conseqiiéncia desta propriedade os autovalores de A aparecem em
pares com sinais contrarios. Portanto, os autovalores de A, cujas partes
imaginarias sao os numeros de onda dos modos guiados na direcao axial,
podem ser sempre separados em dois grupos. O primeiro grupo esté associ-
ado com ondas que se propagam ou sao atenuadas na direcao positiva de z,
e o outro com ondas que se propagam ou sao atenuadas no sentido negativo
de z.

Desta forma a matriz de estado pode ser sempre descomposta em

funcao de seus autovalores e autovetores:

A, Al |A O A, A
A= | 2 b (4-55)
L1 LQ 0 —A Ll L2

Onde A ¢é a matriz diagonal que contém os autovalores de A, que se
encontram no segundo e terceiro quadrante do plano complexo, incluindo o
eixo positivo e excluindo o eixo negativo dos imagindrios. Esta ordenacao
garante que estes autovalores correspondam fisicamente a ondas que se
propagam (autovalores imagindrios) ou sdo exponencialmente atenuadas
(autovalores com parte real nao nula). Ay, A, L, Ly sdo matrizes obtidas

a partir da reordenacao dos autovetores da matriz de estado de acordo com
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a posicao de seus autovalores.

A matriz de estado pode, entao, ser reescrita da seguinte forma:
Ay A 1 1][k o]f1r 1]
11 12 _ 1 (4-56)
Ay —Ap Xy Xl |0 kol | X7 Xy
Onde I é a matriz identidade e:

X, =LA7Y, X, = LyAj! (4-57)
ki = AJAATY ky = —ALAALY (4-58)

A partir da equagao (4-56), a Equacao de Estado (3-22) pode ser escrita da
d ki 0
a uq _ 1 u + P1 (4_59)
dz | uy 0 ko| |u P2
1 1]
- " (4-60)
U X1 XQ m
1 1] (o
Pri_ (4-61)
P2 X1 Xs Fo

Nota-se neste ponto que a equacao de estado foi desacoplada em duas

seguinte forma:

Onde:

equagoes e estas podem ser resolvidas independentemente

A solucao geral deste sistema de equagoes serd portanto:
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onde:

M1(2’> = Cklz MQ(Z) = GkQZ

(4-64)

Nesta parte se introduz a matriz de reflexdo na extremidade inicial do

cilindro onde o campo de deslocamento associado a ondas na dire¢ao positiva

de z é relacionado ao campo de deslocamento associado com ondas na

direcao negativa através da matriz de reflexdo como mostrado na Figura 4.3.

u; (0) =R Us (0)

Onde R é a matriz de reflexdo da extremidade do cilindro.

R Uz (z) u1(z)
e S vl
/ /
/o

(4-65)

Figura 4.3: Matriz de Reflexao na extremidade livre de um cilindro
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4.2.1
Tensor de Impedancia

Combinando as equagoes (4-60), (4-64) e (4-65) pode-se obter as

seguintes equacoes:

u(z) = [M;(2) RM; ' (2) + T]uy(2) (4-66)
m(z) = —iw[Z;M;(2)RM; ' (2) + Zs]uy(2) (4-67)

Explicitando uy(z) da equagdo (4-66) e substituindo na equagao (4-67)

obtém-se:

m(z) = —iw[Z;M;(2)RM; ' (2) + Zo][M; (2) RM; ' (2) + I] tu(z) (4-68)

Onde define-se o tensor de Impedancia como:

G(z) = [Z:M;(2)RM; ' (2) + Z][M; (2) RM; ' (2) + 1] 71 (4-69)

e o Tensor de Rigidez como:

K(z) = [XiM;(2)RM; ' (2) + Xo][M; (2) RM; '(2) + I]7! (4-70)

Onde a relagao entre Z e X é dado por:

Z, = —X, (4-71)

O Tensor de Impedéancia e o Tensor de Rigidez relacionam as forgas
generalizadas e as velocidades, e as forgas generalizadas e os deslocamentos,
respectivamente. Estes tensores dependem das condigoes de contorno e
representam a impedancia e a rigidez de um trecho do cilindro entre z = 0 e

uma posicao z qualquer. A solucao apresentada para o Tensor Impedancia
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aplica-se a cilindros laminados sem variacoes de geometria na direcao axial
do cilindro, nem carregamentos externos. Além disso, com esta solucao so
¢é possivel, até agora, determinar o campo de deslocamento na extremidade
do cilindro.

O método proposto neste trabalho para obter a solucao da equagao
de estado de cilindros com carregamentos externos e variagoes de geometria
na espessura do cilindro baseia-se no método de Riccati, que tem como
objetivo determinar recursivamente o Tensor de Impedancia na extremidade
final do cilindro a partir do conhecimento do Tensor de Impedancia na
extremidade inicial. Por exemplo, se a extremidade inicial do cilindro estiver
engastada o Tensor Impedancia é infinito, tratando-se de uma extremidade
livre ele assume o valor zero. Entre estes dois limites existe uma infinidade

de possibilidades.

| N\f; N+1\

M @) ) (N)

L1 L- Ln

Eixo de simetria

Figura 4.4: Varredura de ida

No caso de cilindros onde a geometria varia ao longo do comprimento
e existem carregamentos externos, torna-se necessario determinar as ma-
trizes de reflexao nas interfaces de cada secao e contabilizar a influéncia dos
carregamentos aplicados. Além disso, para possibilitar as operacoes matri-
ciais entre cilindros de espessuras diferentes empregou-se algumas rotinas

de transformagao entre trechos de espessuras diferentes. Detalhes de este

Vi
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procedimento podem ser encontrados em Gama [17].

O seguinte algoritmo foi proposto para calcular o Tensor de
Impedancia e a for¢a generalizada equivalente no extremo final do cilindro.
Este algoritmo foi adaptado a partir do algoritmo proposto por Braga [16]
e Gamma [17] para vigas piezoelétricas. As interfaces entre partes ho-
mogéneas sao numeradas com j que vao desde 1 ate N +1 como é mostrado
na Figura 4.4. Neste algoritmo o super-indice indica a posi¢ao de um trecho
homogéneo do cilindro e o sub-indice indica uma interface. f; representa

uma forca concentrada.
Dados w,Gq,n, and fi:

Repetir para j=1 a N:

R, =—(2]-G,) (2} - G))

1 ; _
Sj=——(Z1-Gj)"
H;., = M{(L;) R, (M}(L;)) "
Gy = (Z{H; 1 + Z3)(Hyyy + 1)
hj+1 = —iW(Gj+1 - Z{)M31<L])

firn=—hjnf; — i
Fim
Ao final da varredura tem-se:

my;; = —iwGyung — v (4-72)

Onde my 1 e uy, sao as forcas generalizadas e o campo de deslocamentos
no extremidade direita do cilindro.

Conhecendo as condi¢oes de contorno na extremidade final do cilindro
pode-se obter o campo de deslocamento nesta seg¢ao. Por exemplo se a
extremidade estiver livre (my,; = 0) entdo o campo de deslocamento pode

ser calculado da seguinte forma:
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Uy =~ Gylfn (4-73)

4.2.2
Campo de deslocamento

Para calcular o campo de deslocamento ao longo do cilindro empregou-

se o seguinte algoritmo chamado de varredura de volta:

Repetir para j = N a 1

oy = (T4 Hy) 7 (w40 — MY(L;)S,;)
w; = (I+R;)(M5(L;)  ugg11) + Sif;
Fim
Na varredura de volta, se for preciso, podem ser empregados aqueles pro-

cedimentos para realizar a transicao entre trechos de espessuras diferentes.
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