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Analise Nao-Linear Geométrica

3.1
Comentarios Iniciais

Este capitulo comeca com uma breve discussdao sobre o comportamento nao
linear, o objetivo da analise nao linear, e o seu lugar na engenharia estrutural. As
fontes de ndo linearidade mais importantes no projeto de pérticos sdo listadas e a
formulagdo do problema sera definida, onde sdo apresentados os referenciais
Lagrangianos. Estratégias para a solu¢do numérica de equagdes nao lineares sdo
mostradas, bem como as estratégias de incremento de carga, as estratégias de
iteragdo e os critérios de convergéncia. O capitulo termina mostrando solugdes

classicas existentes de alguns problemas elementares.

3.2
Comportamento Nao-Linear, Analise e Projeto

O objetivo da analise estrutural ¢ determinar o comportamento da estrutura
quando submetida a acdes externas, ou seja, obter tensdes, deformacdes e
deslocamentos. E importante notar que, a cada passo do processo de otimizagdo, é
necessario se determinar a resposta da estrutura de forma a verificar se as
restri¢des de projeto sao atendidas. Conseqiientemente, o processo de analise deve
ser o mais eficiente possivel.

A maioria das estruturas de engenharia exibem um comportamento linear
elastico sob cargas de servigos. Existem excegdes como arcos ¢ edificios altos, e
estruturas sujeitas a um escoamento localizado prematuro ou fissura¢dao, por
exemplo, que apresentam um comportamento ndo-linear. Antes de alcancar o seu
limite de resisténcia, quase todas essas estruturas vao apresentar uma resposta
ndo-linear significante.

Na analise ndo-linear tenta-se melhorar a simulagdo do comportamento de
uma estrutura em alguns aspectos. O objetivo fundamental ¢ se obter para fins de

projeto uma previsao segura do comportamento do sistema. Como conseqiiéncia,
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tem-se um aumento da complexidade do problema e conseqiiente aumento do

custo computacional.

3.21
Fontes de Nao-Linearidade

O comportamento ndo-linear de uma estrutura, sob acdo de um
carregamento qualquer, pode ser classificado de acordo com seus efeitos. Dentre

as varias fontes de ndo linearidade, destacam-se:

Nao-linearidade Fisica. Decorre do fato do material ndo apresentar uma relagao
tensdo-deformagdo linear (ndo segue a lei de Hooke), isto €, o comportamento do
material ndo ¢ elastico linear. Os efeitos ndo lineares sdo descritos por formas
mais complexas de equagdes constitutivas (matrizes constitutivas nao-lineares
e/ou equacdes constitutivas em termos de “taxas” ou “incrementos”). Pode-se ter
também nao linearidade fisica nas relagdes momento-rotacdo de conexdes semi-
rigidas ou flexiveis, ou de rotulas inelasticas oriundas de mecanismos de colapso
localizados (flambagem, plastificacdo ou fissuragdo localizadas em componentes

estruturais).

Nao-Linearidade Geométrica. Uma estrutura pode ter um comportamento nao-
linear, ainda que constituida de um material que obedeca a lei de Hooke. Para
valores relativamente grandes de deslocamentos, a deflexdo lateral de um membro
pode trazer como conseqiiéncia, o aparecimento de momentos fletores adicionais
(denominadas de segunda ordem), em virtude da presenga de um esfor¢o normal.
A esse tipo de comportamento ndo-linear, da-se o nome de nao-linearidade
geométrica. Neste caso os efeitos ndo lineares estdo associados as equacdes de
equilibrio, que consideram a configuracdo deformada, e as relagcdes deformagao-
deslocamento.

No presente trabalho serd considerada somente a nao-linearidade

geométrica.
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3.3
Formulagao para a Analise Nao-Linear Geométrica de Estruturas
Reticuladas

A formulagdo para a analise ndo-linear geométrica de estruturas tem seus
fundamentos tedricos na teria da elasticidade ndo-linear, que faz parte da
mecanica dos solidos. A ndo-linearidade geométrica aparece, na teoria da
elasticidade tanto nas equagdes de equilibrio, que sdo escritas utilizando-se as
configuragdes deformadas do corpo, quanto nas relagdes deformagdo-
deslocamento, que incluem termos ndo lineares nos deslocamentos e suas

derivadas.

3.31
Descricao do Problema

Neste trabalho, um procedimento incremental-iterativo sera utilizado para
tracar o caminho de equilibrio da estrutura ao longo do tempo. O problema
fundamental ¢ ilustrado na figura 3.1 onde se examina a resposta de um membro

tipico de portico (figura 3.1a), o tramo ab da estrutura. Sua configuragdo inicial,

LA H
VT b v .
H ay t, t+At
0 7
(a) by A
yA

Configuragéo 0

(c) X

Figura 3.1. Deformacdes do elemento.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0025018/CA


PUC-Rio - Certificacédo Digital N° 0025018/CA

Andlise Ndo-Linear Geométrica 37

descarregada, indeformada (configuracdo 0), pode ser definida em termos do

sistema de coordenadas global fixo, x, y, ou em termos do sistema de coordenadas
locais, "x’,"y", no qual °x’ corresponde ao eixo da barra, no sentido ay, by (figura

3.1c). Considerando-se que, ap6s a aplicacdo gradual do carregamento o sistema
muda da configuragdo (0 para a configuragdo ¢ e que todas as varidveis do
problema ja tenham sido determinadas nesta ultima configuragdo, estando o
sistema em equilibrio. Pode-se agora tomar como referéncia o elemento ab na

configuragdo ¢ ou no sistema de coordenadas globais ou no novo sistema local
atualizado, ‘x','y", com ‘x’ determinado pelos extremos do elemento na nova

configuragdo. O elemento tera mudado a sua forma e dimensdo neste processo,
mas as equagoes de equilibrio formuladas desta forma estdo satisfeitas e a posi¢ao
de qualquer ponto material, na posi¢do inicial, py, pode ser mapeada na nova
posicao p;.

Tendo-se por base um estado de equilibrio conhecido, em uma configuragao
t, os procedimentos incrementais iterativos procuram determinar o préximo estado
de equilibrio, em uma nova configuragdo 7+ Ar. As equacdes incrementais de
equilibrio sdo obtidas a partir de aproximacgdes lineares para os incrementos de
deslocamentos e deformagdes. Portanto, o equilibrio em ¢+ Afndo ¢ satisfeito
exatamente e ¢ necessario utilizar um procedimento iterativo em cada passo de
carga. Estes procedimentos serdo estudados posteriormente. A relacdo correta
entre carga-deslocamento esta indicada na figura. 3.1b.

Existem duas formas de descri¢do do movimento de um ponto material, p, a
descricdo Lagrangiana e a Euleriana (McGuire, 2000). Para a analise de estruturas
a formulacdo Lagrangiana ¢ mais natural, sendo aqui empregada. Na formulagdo
Lagrangiana usa-se as coordenadas de pontos materiais referidas a estrutura
indeformada (configuragdo () ou a uma estrutura de referéncia temporaria
(configuracdo f). No referencial Lagrangiano Total (RLT), todas as varidveis

estaticas e cinematicas no tempo ¢+Af sdao referidas a configuragdo inicial
(indeformada) da estrutura, ou seja, o membro ab é referido a “x’,°y’. Por outro

lado, no referencial Lagrangiano Atualizado (RLA), todas as varidveis estaticas e

cinematicas sdo referidas a ultima configurag@o de equilibrio da estrutura, ou seja,

0 membro ab é referidoa ‘x',"y".
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Comumente, as formulacoes RLT ¢ RLA tém sido usadas na analise
incremental nao-linear de porticos. Quando desenvolvidas consistentemente, as
duas formulagdes geram matrizes de rigidez global e vetor de forgas idénticos. Ao
longo deste trabalho, o RLA sera adotado por sua eficiéncia computacional em

resolver problemas do tipo viga (Bathe, 1996).

3.3.2
Principio dos Deslocamentos Virtuais

O principio dos deslocamentos virtuais para corpos deformaveis ¢ dado por

=oW

ext ?

ow.

int

para o equilibrio em ¢+ Af, nds temos

t+At T QAL _ At
I L;07 €, dV, =""R (3.1)
4

onde fj/ ¢ o tensor de tensdes Piola-Kirchhoff II, &, ¢ o tensor de deformagdes de

Green-Lagrange e ““R ¢é o trabalho virtual das forcas externas. Aqui, o
sobrescrito ¢+ Ar refere-se a configuracdo final e o subscrito ¢ a configuragdo de

referéncia.

As tensdes T podem ser decompostas em

t+Atfv‘ — tfw“ + Atf. — t]-;j + Atf (3.2)

i i i i

onde T

I, » tensdes Piola-Kirchhoff IT na configurag@o 7, sio idénticas as tensdes de

A r M ~ .
'T_ & o incremento das tensdes de Piola-

t ~
Cauchy, T, , na mesma configuracdo, e °, i

Kirchhoff II entre [z,7 + At].
Para as deformagdes de Green-Lagrange e os incrementos de deslocamento

e = g tem-se,

expressos em termos da configuragdo de referéncia, "¢, = &,

_1
€ _E(tui,j"_tuj,i+x”k,it”k,j) (3.3)

Decompondo (3.3) em parcelas lineares e ndo-lineares, &, = ,¢; +,7, , tem-

SC
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€y :%(tui,j-i_tuj,i) ¢ r :%(tuk,ituk,j) (3.4)

Substituindo (3.2) e (3.4) em (3.1), obtém-se

i
VI t t

At t t _t+At
[“T,6,6,a7,+ ! T8 e,dV, + ! T,6,m,dV, = "*R 35
A solucdo para a equacdo (3.5) ndo pode ser obtida diretamente, uma vez
que ela é ndo-linear nos incrementos dos deslocamentos. Para casos onde o

incremento de deformagdo ,&; dentro de cada passo da andlise incremental pode

ser considerado pequeno, as seguintes suposi¢des podem ser feitas (Yang & Kuo

1994)

= C. e e 0,6,=0¢, (3.6)

onde ,C,

ijrs

¢ o tensor da relagdo incremental de tensdo-deformagdo. O resultado é

a equacao linearizada

+A
J Cyrs 10,0 ,dV, + ! TS e,dV, + ! T, ,dV, = "R a7

t t

onde a segunda integral do lado esquerdo ¢ igual ao trabalho virtual das forgas

externas atuando no elemento na configuracao ¢ de equilibrio

‘R = ! TS e,dV, (3.8)

Entdo (3.7) se torna

J.fcz:/rs €0 ¢;dV, +I 'T,0 mydV,=""R-"R
Vi v,

t

(3.9)

Na literatura, esta equacdo ou sua forma equivalente em termos de energia

sdo geralmente adotadas como base para o desenvolvimento de equagdes de
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elementos finitos para analise ndo-linear de elementos do tipo barra (treliga,
portico), placas e solidos.

Com a discretizagdo do campo de deslocamentos pelo método dos
elementos finitos, os termos da equacdo (3.9) podem ser representados por

produtos de matrizes e vetores como se segue:

T
LCW tersé‘teijth = {5“} [ke]{AU} (310)
Vv

[ 1,6 m,av, ={ou}" [k, |{Au} (3.11)

Vv

onde [ke] ¢ a matriz de rigidez elastica, [k g] ¢ a matriz de rigidez geométrica,

Au sdo os incrementos de deslocamento gerados durante o intervalo [t,t + At] .

Assumindo que somente cargas concentradas nodais sdo aplicadas nos

elementos, tem-se que:
‘R={ou}" {'f} (3.12)
AR {511}7 {t+Azf} (3.13)

onde {’f } sdo as forgas atuando no elemento em 7 e {”A’f } sdo as forgas atuando

no elemento em ¢+ Af .

Substituindo (3.10)-(3.13) em (3.9) e tomando um campo de deslocamento

arbitrario {Su} , tem-se

[k, +k, [{Au}+{f}={""f] (3.14)

que representa o incremento de for¢as no intervalo [t,t+At]. Uma interpretacao

fisica de (3.14) pode ser dada como se segue : o incremento de forgas

{”Nf }—{tf } sera resistido ndo somente palas acdes elasticas geradas por [ke],
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mas também pelas forcas devidas a mudanga da geometria representadas pela

matriz [k . ] .

3.33
Aplicagao a Elementos de Pértico Plano

Em elementos de portico plano existem dois componentes de tensdes
independentes associados com dois componentes de deformagdo. Sejam as

tensdes de Cauchy ‘1, € trxy e o vetor de deformagdes incrementais de Green de

. e &, onde as deformagdes sdo decompostas em parcelas lineares e nao-

t~xx t~xy

lineares da seguinte forma:

tgxx:texx+t77xx € tgxy :texy+177xy (315)

Substituindo (3.15) em (3.9) tem-se

1 (Ee,de,, +4Ge, de, )dV + l( 7,00, +2'7,5n,,)dV =""R—'R (3.16)

onde os fatores 4 e 2, foram adicionados para se levar em conta a simetria das

tensOes cisalhantes e deformagdes, e o subscrito direito ¢ para V' e o subscrito

esquerdo ¢ para e, 7, ,,C, foram omitidos para melhor visualizagdo. Tem-se

ijrs
entdo que todas as variaveis da equagao estao referidas a configuracao z.
As deformagdes em um ponto arbitrario da se¢do x podem ser relacionadas

com os aos deslocamentos longitudinais e transversais,u_ € u,, por

e, =u,, ¢ e =3, +u, ) (3.17)

— 1,2 2 —1
nxx - E(MX,X +uy,x) e nxy - 7(ux,yux,x +uy,yuy,x) (3.18)

Com base nas hipoteses de Euler-Bernouli, onde as segdes transversais
inicialmente planas de uma viga permanecem planas e normais ao eixo da viga

ap0s a deformag@o, os deslocamentos u, ¢ u, em um ponto arbitrario podem ser

referenciados aos deslocamentos u e v do eixo da viga da seguinte forma
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u,=u—y' € wu,=v (3.19)

onde ()" denota a diferenciagdo em relagdo a x. Substituindo (3.19) em (3.17),

tem-se os termos lineares:

o " _
e, =u—-yw e e =0 (3.20)
€ 0s ndo-lineares

nxx :%(urz +v!2 +y2V"2 _Zyurvn) e nxy :%(_urvr_i_yvlvﬂ) (321)
As forgas inicias sdo obtidas através de integracdes das tensdes de Cauchy
Tex € Txy, OU SEja:

‘P =z, dd; ‘Q = ['r, ddie'M = ['r, ydd (3.22)
A

A A

onde ‘P sdo as forcas axiais, ‘Q o cisalhamento transversal, ‘M o momento fletor e
A ¢ a area de secdo transversal da viga.

Substituindo as equagdes (3.20) - (3.22) em (3.16), tem-se

L L

I(EAu'&t' +ELV'6V" )dx + %J[Té‘(u'z v+ ’Pl—jé'(v"z)} dx

’ L ’ (3.23)
+j[fM5(u'v") —'05u") |dx = {u}" { " f-f}

0

O elemento de viga-coluna adotado é o esquematizado na figura 3.2. Trata-
se de um segmento reto, limitado pelos nés 1 e 2, que se deforma no plano de
defini¢ao da estrutura. As fung¢des que relacionam os deslocamentos em um ponto

qualquer do elemento com os deslocamentos nodais sao

u={N i} e v={N}{v} (3.24)
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ylk

X
Figura 3.2. Elemento de portico.
onde N, e N; sdo funcdes de interpolacdo lineares dadas por
X X
N ={1-— —
| { 7 L} (3.25)
N = 1_3)62_|_2x3 x_2x2+x3 3x2_2x3 _)cszx3 )
3 LZ L3 L L2 L2 L3 L L2 (3' 6)
e os vetores de deslocamentos {iz} ¢ {V} sdo definidos como
u= {u1 uz} e v= {v1 6 v, 92} (3.27)

O primeiro termo de (3.23), de acordo com (3.10), representa a matriz de

rigidez elastica. Fazendo uso de (3.24) ele pode ser escrito como

L L

{ou}’ [ EA{NH{N} axfir} +{ov} [ EL{N3}{N7}" dx (v} (3.28)

0 0

Fazendo uso das fungdes de forma dadas em (3.25) e (3.26), integrando e

combinando-se os termos, a matriz eldstica fica da seguinte forma
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L L
12EI.  6EIL 12EI.  6EI
I I 0 I
4EI. 0 _ 6EI.  2EI
K - L I L (3.29)
£4 0 0
L
12EI 6EI
r
L. 4E]
Simétrica 7 z

Os componentes do segundo termo de (3.23), relacionados com a
deformacdo longitudinal e a interacdo entre a forca axial e flexdo, podem ser

escritos da seguinte maneira

(o [ PN N de( (o) [ PN (N ()
o o (3.30)
o [ PN ()

De acordo com a figura 3.3 e considerando a forga cisalhante constante ao

longo do elemento, ‘M e 'Q podem ser obtidos por

‘M, +'M
+—L—2x e Q9= - —1—2 (3.31)

tM:_ tMl
L L

Figura 3.3. Elemento de poértico.

O ultimo termo de (3.23) representa as fontes de interacdo entre a flexao e a

deformacao longitudinal. Fazendo uso de (3.24) e (3.31) tem-se
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vy o A
oa)' I(M +%x}{N{}{N§}T dx (5

(3.32)

Fazendo uso das fungdes de forma dadas em (3.25) e (3.26), integrando e
combinando os termos das equagdes (3.30) e (3.32), a matriz geométrica fica da

seguinte forma

k :[[kgl X, 2] (3.33)
T .

onde

P 0 _ M,
L L
[k ] B 6'P N 121_'P ’_P N 61 'P
e 5L AL 10 Al (3.34)
. 2'PL Al 'P
Simétrica + —=
i 15 AL |
__t_P ; ) th _
L L

6'P 12I.'P ‘P 6L'P
[k, | =| 0 —— =5 —+—x
Eh 5L AL 10 AL
‘M, P _6I'P P 6L'P

L 10 AL 10 AL |

(3.35)
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e .
L L
[k } 3 6'P N 121.'P B ‘PL N 21, ‘P
e s SL AL 30 AL (3.36)
N 2'PL 41 'P
Simétrica + —=
i 15 AL |

3.34
Montagem das Equagoes da Estrutura

No referencial Lagrangiano Atualizado, a tltima configuragdo calculada ¢
tomada como referéncia para descrever o movimento da estrutura no passo
incremental de ¢ para +Ar. Com base nesta formulacdo, foi desenvolvida a

equacdo incremental de equilibrio, equacdo (3.14). Nos métodos utilizados neste
trabalho a matriz k = [ke + kg] ¢ chamada de matriz de rigidez tangente.
Uma vez que a equacdo incremental de equilibrio foi desenvolvida para

cada elemento, o proximo passo ¢ transformar essa relagdo para a estrutura em

estudo. Desta forma a equacdo (3.14) fica da seguinte forma

KAu="P-'P (3.37)

onde P ¢ o vetor das forgas externas e K ¢ a matriz de rigidez da estrutura, ou de

maneira equivalente

AF = KAu = AP (3.38)

onde AP ¢ o incremento das forcas externas ¢ AF ¢ o incremento das forgas
internas.

O vetor de forcas internas e os deslocamentos totais da estrutura sao obtidos
de maneira incremental, ou seja, a cada passo de carga o acréscimo nas forcas
internas ¢ deslocamentos devem ser calculados. Para isso consideram-se validas as

seguintes relacdes

MR ='F+AF (3.39)

Ay ="u+Au (3.40)
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O problema estrutural ndo-linear a ser resolvido pode ser expresso da

seguinte forma:

t+AtR — t+AtP _ I+AtF — 0 (3.41)

onde R ¢ o vetor de forcas residuais e o sobrescrito a esquerda representa a
configuragdo considerada.

Pode-se ainda expressar P da seguinte forma

l+AtP — H-Atj/Pref (3.42)

onde A ¢é o pardmetro de carga, P, ¢ o vetor de forcas nodais tomado como

referéncia.
O vetor de forgas internas ¢ obtido no sistema local e transformado para o

sistema global através de uma matriz de rotacdo T da seguinte forma

t+AtF — z t+AtTt+Atf (3.43)

i=1

com “f dado pela equacdo (3.14).
Da mesma maneira, a matriz de rigidez global da estrutura ¢ obtida a partir
das matrizes de rigidez do elemento, (3.29) e (3.33), e transformada para o sistema

global através de uma matriz de rotacdo T da seguinte forma.

ne

K=2 T [k +k,]T (3.44

i=1

34
Estratégias de Solugao para Problemas Nao-Lineares

No esquema tradicional do método de Newton-Raphson, o pardmetro de
carga A ¢ mantido constante durante os ciclos iterativos, funcionando bem na parte
ascendente do caminho de equilibrio (trecho OA), figura 3.4, mas falha ao
descrever esta curva apds o primeiro ponto limite (ponta A), o que levaria a uma

incorreta avaliagao da capacidade pois o equilibrio sera atingido no ponto C.
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Para se tracar a curva carga-deslocamento completa (trecho OABC), com
possiveis passagens pelos pontos limites, ¢ necessdrio que seja permitida a

variacao de A a cada iteragao.

Figura 3.4. Curva carga-deslocamento.

Basicamente, as dificuldades para o tragado da curva completa se devem ao
mau condicionamento da matriz de rigidez tangente nos pontos limites, onde ela ¢
singular,e o algoritmo apresentard um erro de over-flow na fatorizagdo da matriz.
Felizmente esse ndo ¢ um problema muito sério, pois é praticamente impossivel

chegar precisamente em um ponto critico.

3.41
Analise Incremental-lterativa

Considerando um instante ¢+A4¢, que representa as diferentes etapas de
aplicacdo do carregamento e as correspondentes configuragdes de equilibrio da

estrutura, tem-se que o vetor de forcas residuais HARM yw=0,1,..., computado

ap6s a w-ésima iteragao de Newton-Raphson ¢ dado por:

t+AlR(W) — t+Al/1(w)Pref . t+Al‘F(w) — 0 (3.45)

t+AtF(w) — F(tF’ Au(W)) (346)

A fim de se obter o préximo ponto de equilibrio (w+1), as estratégias

incrementais para o tratamento de efeitos ndo-lineares consideram que em torno

t+At

de uma configuracdo deformada ““u, o problema ¢ localmente linear. Desta

forma ¢ feita uma expansdo em série de Taylor da equacdo (3.45), sendo esta
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aproximada por termos lineares obtidos a partir do truncamento dos termos de

ordem superior da série:

a t+At R(w) , a t+At R(w) ,
t+At ) (W+l) ~ t+AT Y (W) (w+1) (w+l) ~
R = R +#5u +T(w)é% =0 (3.47)
OAu 0" A
onde
aHAt R(w) . aHAZF(W) B _HA[K(T)(W) 2.48
oAu™  oAu™ (3.48)
sendo K" a matriz de rigidez tangente, e
a t+At R( w)
—8[+Atﬂ,(w) =P (3.49)

Substituindo as equagdes (3.48) e (3.49) em (3.47) e reorganizando os

termos se obtém a equacao de equilibrio

t+At K(T)(w)é‘u(w-%—l) — Pé‘ﬁ,(w“) + t+At R(W) (350)

onde OA e du sdo as corregdes do pardmetro de carga e dos deslocamentos nodais
obtidas durante o processo iterativo. De (3.50) tem-se que os deslocamentos

nodais iterativos (ou) podem ser decompostos em duas parcelas:

Su = sul 4 20 sul (3.51)
onde:

t+AtK(T)(W)§u(gW+1) — rArR ™) (3.52)

t+AtK(T)(W)5u(rW+1) =P (3.53)

~ R ) nica incoeni wach
A correcdo do parametro de carga, SA™*", Unica incdgnita da equacdo

(3.51), ¢ determinada seguindo uma das estratégias de iteracdo fornecidas a
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seguir, onde sera introduzida uma equagdo de restri¢do que deve ser respeitada a
cada iterag¢do. Para se considerar esses métodos de iteragdo tem-se inicialmente
que se supor que, para w=0, AAO tenha um valor prescrito dado pelo usuario ou
calculado automaticamente como sera visto na secao 3.4.4.

Apos a selecdo de ALY, determina-se o incremento inicial dos deslocamentos
nodais Au®. As aproximagdes AA0 e Au® caracterizam a chamada solugdo
incremental predita.

O primeiro passo para a obten¢do da solucdo incremental inicial tangente
(AKO e Auo) consiste na montagem, usando informag¢des da ultima configuragao

de equilibrio da estrutura, da matriz de rigidez tangente K. Apos a defini¢ao de K,

resolve-se o sistema de equacoes:

‘KP6u, =P (3.54)

para determinar os deslocamentos nodais tangente, du.

Com a definigdo de AL” e u, tem-se:

Au® = AXBu, (3.55)

Nesse estagio o parametro de carga e os deslocamentos nodais totais sao

atualizados, ou seja:

TN =2+ AL (3.56)

t+At

u="'u+Au’ (3.57)
onde 'A e 'u caracterizam o ponto de equilibrio obtido no Gltimo passo de carga.

A Figura 3.5 fornece um esquema de solucdo incremental-iterativa para
sistemas com um grau de liberdade, onde os parametros de carga e o

deslocamento sdo atualizados seguindo a restricdo de comprimento de arco

cilindrico (Crisfield, 1991).
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A solucéo predita
Y U U TE
7‘7 :::::¢:::::::::
. 52
AA !
A |
AL |
| restricdo
Yy vy | ¢
A | |
1 Low’
A i i i i
v 1 I "
. A’
u < Au' » ‘
Au?

Figura 3.5. Solugao incremental-iterativa: sistema com um grau de liberdade.

Com a obtencdo da solugio iterativa (A" esu™™"), faz-se a atualizacdo

das varidveis incrementais do problema:

AL = AL 4 520D (3.58)
Au = Au™ + Su (3.59)

Para o parametro de carga e os deslocamentos nodais totais tem-se que:
t+Atl(W+1) — tﬂ« +A/1(W+l) (3_60)

AL 0D L A (D (3.61)

Os procedimentos descritos nessa se¢ao sdo repetidos até que um dado

critério de convergéncia seja atendido (veja a se¢ao 3.4.3).
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3.4.2
Estratégias de Iteragao

A determinagdo do pardmetro de carga iterativo, SA™""

¢ fun¢do de uma
dada estratégia de iteragdo, ou equagdo de restri¢do imposta ao problema, que tem
a funcdo de otimizar a convergéncia do processo iterativo. A seguir sao
apresentadas duas estratégias bastante eficientes que serdo utilizadas nos capitulos

seguintes.

3.4.21
Carga Constante

Essa estratégia de iteragdo caracteriza o método tradicional de controle de
carga constante, no qual o parametro de carga ¢ mantido constante durante o ciclo
iterativo. Para esse caso, tem-se que a equagdo de restri¢do se reduz a expressao

trivial:

A =0 w20 (3.62)

Dessa forma a Equag¢do (3.51) ¢ reduzida aos deslocamentos fornecidos pelo

método convencional de Newton-Raphson.

3.4.22
Comprimento de Arco Cilindrico

Segundo Crisfield (1981), a cada iteragdo, a seguinte equacao de restri¢ao

deve ser satisfeita:

Au'Au = Al (3.63)

Substituindo (3.51) em (3.59) e o resultado desta operagdo em (3.63), chega-

se a uma equagdo quadratica em 84, a saber:

A8 +BSAL+C=0 (3.64)

onde, os coeficientes A, B e C tém a seguinte forma:
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A=5u(w+l)r Sulh
— (w+)" ) (w+1)
B=26u, (Au™ +o6u,") (3.65)
C= (Au(w) +5ufb,w”))T (Au(w) +5ll(gw+l))—A12

Com a resolucdo de (3.64), chega-se aos dois valores 641 e 84y, de forma

que se deve escolher entre as solugdes:

— Ag™ (w+1) (w+1)
Au, =Au™ +6u," + 64, Ou,

/ 3.66
Auz :Au(w) +5u(gw+l) +5ﬂ’2 5llf,w+l) ( )

aquela que mais se aproxima da solucio incremental da itera¢do anterior, Au®.

Essa escolha deve prevenir um possivel retorno, o que faria a solugdo regredir ao

longo do caminho ja calculado. Um procedimento utilizado, consiste em se achar

wtl)

o menor angulo entre Au™™" e Au™. Isto equivale a achar o maximo co-seno do

angulo:

NS AT ,
Au(W)T Ag) Au"” (Au(w) +5u(gw+1))
cosb,, = e = 7 + A,

T o (wi)
Au 52“r (3.67)
Al

Como (3.64) ¢ uma equacdo quadratica, ela podera ter raizes imaginarias se
(B> —4AC) for menor que zero. Essa situagio pode existir quando o incremento

inicial do pardmetro de carga for muito grande, ou se a estrutura exibir multiplos

caminhos de equilibrio em torno de um ponto.

3.4.3
Critérios de Convergéncia

O processo iterativo descrito termina indicando uma nova posi¢do de
equilibrio para a estrutura em analise quando um dos dois, ou os dois critérios de

convergéncia apresentados abaixo forem atendidos:

(1) o primeiro critério de convergéncia ¢ baseado em relagdes de forgas e ¢
calculado no inicio da iteragao corrente utilizando parametros da iteracao anterior.

Ele ¢ definido como segue:
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R
¢ = m <g (3.68)

onde ”R(W)” ¢ igual 4 norma euclidiana do vetor das forcas desequilibradas, que é

calculada usando-se o parametro de carga e os deslocamentos nodais totais da

a norma euclidiana do vetor de incremento de

o~

iteragcdo anterior, A/?,(W)P”

carregamento externo e £ ¢ um fator de tolerdncia fornecido pelo usuario do

programa como dado de entrada.

(2) o segundo critério de convergéncia obedece a relacdes de deslocamentos e ¢é

sempre verificado no final da iteracao corrente. Ele ¢ definido por:

lAu |S‘: (3.69)

Au(w-%—l)

¢ a norma Euclidiana dos deslocamentos incrementais, que sdo obtidos apos a

onde [[5ul é a norma euclidiana dos deslocamentos iterativos (residuais),

correcao do processo iterativo, e C segue a mesma defini¢do do critério anterior.
(3) o terceiro critério de convergéncia consiste em obedecer a ambas as relagdes

(forcas e deslocamentos) dadas em (3.68) e (3.69), assim este critério € verificado

se:
G sC e §,=C (3.70)

onde €, {; e &, sdo definidos nos itens (1) e (2).
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344
Incremento Automatico de Carga

A obtencao da solucdo incremental inicial tem como passo fundamental a
defini¢do do pardmetro de carga inicial AAY. A selegdo automatica do tamanho do
incremento desse parametro ¢ importante, e deve refletir o grau de nao-linearidade
corrente do sistema estrutural em estudo. Em outras palavras, uma estratégia
eficiente de incremento automatico de carga deve satisfazer basicamente os
seguintes requisitos: (i) produzir grandes incrementos quando a resposta da
estrutura for aproximadamente linear; (ii) gerar pequenos incrementos quando a
resposta da estrutura for fortemente nao-linear; (iii) ser capaz de escolher o sinal
correto para o incremento, introduzindo medidas capazes de detectar quando os
pontos limites sao ultrapassados.

A seguir sdo apresentadas algumas estratégias de incremento de carga que

satisfazem esses requerimentos.

3.4.4.1
Incremento do Comprimento de Arco

Como proposto por Crisfield (1991), o incremento do comprimento de arco
a ser adotado como parametro de controle no passo de carga corrente pode ser

definido como:

1/2
a7 [ Na

onde ‘Al e Al representam os incrementos do comprimento de arco no passos de
carga anterior (valor conhecido) e no passo de carga corrente (incognita),
respectivamente; N,y ¢ o numero de iteragdes desejadas para o processo iterativo
corrente, especificado pelo usuario, € ‘N ¢é o numero de iteragdes que foram
necessarias para convergir no passo de carga anterior.

Através da Equacdao (3.71) e da condigdo de restricdo escrita para a solugdo

incremental inicial:

Au” Au’ = AP (3.72)
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chega-se facilmente, usando-se (3.55) e (3.72), a expressdo do incremento inicial

do pardmetro de carga:

Al

/é‘utT 5ut (3.73)

ALY =+

O critério utilizado para escolher o sinal correto na expressdo (3.73) é o
sugerido por Yang e Kuo (1994), baseando-se no sinal do pardmetro GSP, que

sera apresentado na se¢do seguinte.

No programa desenvolvido nesse trabalho, o usuédrio deve especificar A4’ como
dado de entrada, sendo este valor usado em seguida para calcular Au; através de
(3.55). Substituindo-se Au’ na Equagdo (3.72), chega-se a Al,. Para os passos de

carga seguintes, calcula-se automaticamente A/ através de (3.71).

3.44.2
Incremento Baseado no Parametro GSP

Uma estratégia baseada na introducdo de um pardmetro de rigidez
generalizado foi adotada por Yang e Kuo (1994) para limitar o incremento inicial
do parametro de carga. O método de solu¢do ¢ denominado de estratégia de
controle de deslocamento generalizado. Yang e Kuo (1994) propuseram a seguinte

equacdo para avaliar o parametro de carga:

1 T 1
ou, ou,

AL = _ou,_ou,
‘Su  Ou,

I+

AX (3.74)

considerando-se o parametro de rigidez generalizado (GSP) do sistema como se

segue:

'Su] 'Su,

GSP =
‘Sul Su,

(3.75)

Pode-se, portanto, reescrever (3.74) da seguinte forma:
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A=+ AL |GSP| (3.76)

Observa-se que o sinal do incremento inicial de carga pode ser positivo ou
negativo. A escolha do sinal correto ¢ de suma importancia na defini¢do de
seqiiéncias de solucdes (u, A) que permitam um avango continuo na resposta

carga-deslocamento. De acordo com Yang e Kuo (1994), o sinal do parametro de

rigidez corrente depende exclusivamente dos vetores ‘Ou, (passo de carga

anterior) € ou, (passo de carga corrente), conforme (3.75).

Figura 3.6. Variacdo do sinal do pardmetro de rigidez generalizado (GSP).

O GSP torna-se negativo somente para o passo imediatamente apds o ponto
limite, para os demais passos este permanecera sempre positivo, o que pode ser

visto na figura 3.6.

3.5
Determinacao dos Pontos Criticos

Os pontos criticos sdo aqueles em que um caminho de equilibrio atinge um
valor extremo ou aqueles onde diferentes caminhos de equilibrio se encontram.
Na figura 3.7 podem ser observados trés pontos criticos (A,B e C), onde os pontos
(B e C) sao chamados de pontos limite e o ponto (A) ponto de bifurcacdo. No

presente trabalho serdo considerados somente pontos limite. Caso a estrutura
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apresente ponto de bifurcagcdo, uma pequena imperfeicao sera considerada para se
eliminar a bifurcacao.

Matematicamente, um ponto de equilibrio ¢ um ponto critico se a matriz de
rigidez do modelo de elementos finitos for singular detK” =0. Além disso,
sabe-se que o equilibrio € estavel quando todos os autovalores sdo positivos o que
leva a det K"’ > 0 e torna-se instavel quando o menor autovalor se torna negativo

e, portanto, det K" <0.

u

Figura 3.7. Pontos criticos de uma estrutura.

Conforme visto na se¢do acima, as estratégias de incremento automatico de
carga tém como objetivo gerar pequenos incrementos quando a resposta da
estrutura for fortemente ndo-linear além de detectar pontos limites. A
determinagdo dos pontos criticos se faz de forma aproximada, através do sinal do
GSP, que controla os incrementos de carga, ou seja, a medida que o problema se
aproxima de um ponto limite, os incremento de carga dados pela equagdo (3.76)
se tornam muito pequenos, sendo tomado como ponto limite o valor

imediatamente apos a inversao de sinal do GSP.

3.6
Exemplos

Nesta se¢ao sdo apresentadas as solugdes de alguns problemas estruturais
encontrados freqiientemente na literatura em fun¢do da acentuada nao-linearidade
da relacdo carga-deslocamento. Pretende-se, assim, verificar a eficiéncia da
formulagdo de elementos finitos ndo-linear aqui apresentada, bem como
determinar a melhor malha a ser utilizada no processo de otimizagdo. As

estruturas escolhidas apresentam grandes deslocamentos e pontos limite.
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Detalhes adicionais e outros problemas podem ser encontrados nas

referéncias ao longo do texto.

3.6.1
Pértico de Lee

Neste exemplo ¢ feita a andlise do chamado Portico de Lee. Esta estrutura ¢
interessante porque apresenta instabilidade por ponto limite depois de sofrer
grandes deslocamentos e rotagdes. E usada freqiientemente por pesquisadores para
validar estratégias de solucdo nao-linear (Galvao, 2000; Parente, 2000). A
geometria do portico ¢ mostrada na figura 3.8. Os valores numéricos empregados
sdo L =120, H= 120, Lp =24 ¢ P = 1. A secdo transversal do pdrtico ¢ retangular

de dimensdes b=3 e h =2 e 0 mddulo de elasticidade do material é 720.

Lp =]

Figura 3.8. Pdrtico de Lee.

A estrutura foi analisada utilizando-se 5 malhas distintas, sendo 3 delas
ilustradas na figura 3.9. As malhas sdo formadas por elementos de portico. As
malhas com 20 e 100 elementos, ndo mostradas na figura, sdo subdivisdes dos
modelos de 10 elementos

24 48 48 24 32,32 32 F%—%

6 elem. 8 elem. 10 elem.

Figura 3.9. Pdrtico de Lee — malhas utilizadas.

Adotou-se a estratégia de iteracdo comprimento de arco cilindrico

juntamente com o método de Newton-Raphson, com incremento automatico do
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comprimento de arco controlando o valor inicial do pardmetro de carga, AA1°. No
inicio do processo adotou-se: A4’ =0.01. Para controlar a convergéncia foi

adotado ¢ =10"".

Foram efetuadas andlises para modelos estruturais com: 6, 8, 10 e 20
elementos finitos, mostradas na figura 3.10. A andlise considerando um modelo
com 100 elementos foi feita para servir de referéncia e avaliar a precisdao dos

resultados analisados.

u 6 elementos
@) 8 elementos
A 10 elementos
< 20 elementos
—— 100 elementos

fator de carga

deslocamento w

Figura 3.10. Pértico de Lee — curvas de equilibrio.

L1

L2

Figura 3.11. Pértico de Lee — configuragdo deformada.

Utilizando os resultados apresentados na figura 3.10, pode-se verificar que a
estrutura apresenta dois pontos limite. Estes pontos, encontrados ao longo da

curva, foram detectados através da mudanca de sinal do pardmetro GSP.
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TABELA 3.1
Pértico de Lee — cargas criticas
EdI:anear#]oas L1 L1 —erro (%) L2 L2 - erro (%)

06 1.97095 6.21 -1.24505 32.23
08 1.90181 2.48 -1.09332 16.11
10 1.88497 1.58 -1.04141 10.60
20 1.86291 0.39 -0.96560 2.55
100 1.85570 - -0.94161 -

A configuragdo deformada correspondente a cada um dos dois pontos limite
(L1 e L2) ¢ ilustrada na figura 3.11. Pode-se verificar que esses pontos ocorrem
depois da estrutura sofrer grandes deslocamentos e rotagdes. O valor do fator de
carga critica para as cinco malhas ¢ mostrado na tabela 3.1. Estes resultados
mostram que o fator de carga em L1, obtido para a malha com 20 elementos, ¢
praticamente o mesmo que para a malha de 100. Portanto, como o interesse na
otimizagdo ¢ o ramo ascendente, utilizando-se apenas 20 elementos ao longo das
barras, o comportamento do portico ¢ modelado com a precisdo desejada. Os
valores obtidos para L1 e L2 concordam com os valores encontrados na literatura:

A, =1.855 e A, =-0.9298 (Parente, 2000), respectivamente.

3.6.2
Poértico de Williams

Neste exemplo ¢ feita a analise ndo-linear do Poértico de Williams. Este
problema possui resultados analiticos e experimentais apresentados por (Williams
,1964), sendo freqiientemente utilizados para validar modelos numéricos (Yang e

Kuo, 1994). Esta estrutura apresenta um caminho de equilibrio acentuadamente

Figura 3.12. Portico de Williams.

ndo linear com perda de estabilidade por ponto limite. A geometria do portico ¢é

mostrada na figura 3.12. Os valores numéricos empregados sdo L = 12.943, H =
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0.386, ¢ P = 1. A secdo transversal do portico € retangular de dimensdes b = 0.753
e h=0.243 ¢ 0 modulo de elasticidade é 1.03 x10”.
A estrutura foi analisada utilizando 5 malhas distintas formadas por 6, 8, 10,
20 e 100 elementos, sendo a subdivisdo feita de forma uniforme para cada barra.
Adotou-se a estratégia de iteracdo com comprimento de arco cilindrico
juntamente com o método de Newton-Raphson Padrdo, com incremento

automatico do comprimento de arco controlando o valor inicial do pardmetro de

carga, AA’. No inicio do processo adotou-se: AA’ =0.01. Para controlar a

convergéncia foi adotado ¢ =10"".

Os resultados das andlises para as malhas selecionadas sdo apresentados na
figura 3.13. A andlise considerando um modelo com 100 elementos foi feita para

servir de referéncia e avaliar a precisdo dos resultados obtidos.

70

60

50 Q

X

40

30
20 /f L 6 elementos
o 8 elementos
1 A 10 elementos
10 & 20 elementos [
—— 100 elementos

u Op
]

fator de carga
u

. . . ] . ] .
0,00 0,15 0,30 0,45 0,60 075

deslocamento w

Figura 3.13. Portico de Williams — curvas de equilibrio.

Analisando as curvas da figura 3.13, pode-se verificar que a estrutura
apresenta dois pontos limite. Estes pontos foram detectados através da mudanca
de sinal do parametro GSP.

O valor do fator de carga critica para as cinco malhas ¢ mostrado na tabela
3.2. Estes resultados mostram que o fator de carga em L1 obtido para a malha com

20 elementos ¢ praticamente o0 mesmo que o obtido com a malha de 100. Portanto,
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TABELA 3.2
Portico de Williams — cargas criticas
Elementos L1 L1 —erro L2 L2 —erro
da malha (%) (%)
06 35.46690 4.41 30.40257 2.81
08 34.75060 2.60 30.89583 1.24
10 34.42747 1.65 31.06543 0.69
20 34.00402 0.40 31.23855 0.14
100 33.87000 - 31.28282 -

como o interesse na otimizagdo ¢ apenas ramo ascendente, utilizando-se apenas

20 elementos ao longo das barras, o comportamento do pértico ¢ modelado com a

precisdo desejada.
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