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3.
O Método dos Elementos Finitos Aplicado a
Analise Nao-Linear

3.1.

Introdugao

Neste capitulo, faz-se uma breve apresentacdo do Método dos Elementos
Finitos e dos conceitos aplicdveis para elaboragdo e aplicacdo em andlises ndo-
lineares. Discute-se a introdu¢do de elementos de interpolagdo, o tratamento
necessario para considera¢do das caracteristicas do concreto armado, estratégias
de solugdo adequadas a problemas de natureza ndo-linear e os critérios de
convergéncia necessarios. Todos os conceitos apresentados neste capitulo, mesmo
que resumidamente, fazem parte da modificagdes implementadas no programa
FEPARCS ¢ s3o de extrema importancia para compreensdo do trabalho

desenvolvido nos capitulos 4 e 5.

3.2.

Método dos Elementos Finitos

O método dos Elementos Finitos (MEF) ¢ um processo numérico proprio da
era da informatica, sendo muito utilizado para analise de problemas da mecanica e
engenharia em geral. No caso especifico de estruturas de concreto armado, desde
a década de sessenta, com o trabalho pioneiro de Ngo & Scordelis (1967), essa
técnica tem sido uma importante ferramenta de analise.

O MEF, baseado no método de Rayleigh-Ritz, prevé a divisdo do dominio
de integragdo, tornando o meio originalmente continuo em discreto através da

divisdo em pequenas areas denominadas Elementos Finitos.
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Figura 3. 1 — Divis@o do dominio de integracdo em pequenas areas denominadas Elementos Finitos.
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O numero de divisdes do dominio ¢ diretamente proporcional a precisdo e
aproximacao do resultado obtido com a realidade do modelo, sendo esta divisao
do dominio chamada de malha de elementos finitos e as intersegdes de nds. Neste
caso, ao invés de se procurar uma fun¢do admissivel para todo o modelo ou
dominio, as fun¢des admissiveis sao definidas no dominio de cada elemento
finito.

Para cada elemento i ¢ associado um funcional IT;, que junto aos outros

elementos formam o funcional IT de todo o dominio:
n=>1,, [3.1]
i=1

onde para cada elemento i, forma-se uma fun¢do aproximadora, v, através de
variaveis, a; referidas aos nos do elemento e por func¢des de forma ¢;. Sendo j o

numero dos nos que compoe o elemento:
v=>Ya,9; [3.2]
Desta forma, o funcional passa a ser expresso por:
H(aj):Z::Hi(aj) [3.3]

A condicdo de estacionaridade gera um sistema de equagdes algébricas

lineares, tal como:
Jll. (a.

8H(aj)=25ni(aj)=zz%=o [3.4]

aj

A solucao do sistema de equagdes formado pela expressao anterior fornece
os valores dos pardmetros nodais a;, que podem ser deslocamentos, forgas
internas, ou ambos, dependendo da formulagdo que se utiliza.

No caso de descrever-se o campo de deslocamentos por fungdes
aproximadoras e empregar-se o principio da minima energia potencial, as
incognitas sdo as componentes dos deslocamentos nodais, e o processo ¢
denominado de método dos elementos finitos modelo dos deslocamentos, ou
método dos elementos finitos modelo da rigidez. Utilizando-se outra formulagao,
pode-se descrever o campo de tensdes ou esforcos internos nodais por funcdes
aproximadoras e empregar-se o principio da minima energia complementar, as

incognitas sdo tensdes ou esfor¢os internos nodais, e o método dos elementos
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finitos ¢ denominado de método dos elementos finitos modelo das forgas, ou
método dos elementos finitos modelo da flexibilidade.

No presente trabalho e na andlise empregada pelo programa FEPARCS, a
formulagdo do método dos elementos finitos utiliza a composi¢do do campo de
deslocamentos através de funcdes aproximadoras, onde os deslocamentos sdo
tomados como varidveis independentes, tipico em um problema de analise de

tensoes.

3.2.1.
Método dos Elementos Finitos — Modelo da Rigidez

Na mecanica, a solucdo dos sistemas estruturais pode ser baseada nas
parcelas referentes a energia de deformacdo e ao trabalho realizado, sempre em
fun¢do de agdes externas implementadas ao sistema. Sendo assim, ao associar-se
um funcional IT a um dominio, na verdade associa-se um funcional, uma func¢ao
que depende de outra funcdo, que representa a energia potencial total do sistema
analisado.

O funcional que representa a energia potencial total para uma solucao
apropriada ao tipo Rayleigh-Ritz, ¢ representado por:

[, =U+Q, [3.5]

onde:

ITp — energia potencial total do sistema;
U - energia de deformacao da estrutura;
Q2 —energia Potencial das acdes externas ao sistema.

A energia de deformacao da estrutura corresponde ao trabalho realizado em
fun¢do de tensdo e, conseqliente deformacdo, no material que compde os
elementos estruturais. Desta forma, pode-se definir um cubo infinitesimal de
material da estrutura, e obter:

dU, =o,de, +o,de, +0,de, +1,,d,, +7,d,, +1,,d,, [3.6]

Que também pode ser representado por:

Zo —{o)=[Ellg}-[Elleo}+ o, ) 37

Sendo U, a energia de deformacgao por unidade de volume, {€} o vetor de

deformacgdes, {&,} o vetor de deformagdes iniciais, [E] a matriz constitutiva e


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0016584/CA


PUC-Rio - Certificacédo Digital N° 0016584/CA

O Método dos Elementos Finitos Aplicado a Analise Nao-Linear 49

{o,} o vetor de tensdes iniciais, através do tratamento matematico adequado das

expressoes anteriores, obtém-se:

U, =~ le)" [EJie} fe) [Elee, )+ e llo, ) [3.8]

2

A energia de deformagao da estrutura ¢ calculada através da relacao:

U=[U,dv [3.9]
\

onde dV ¢ o volume infinitesimal de material da estrutura.
Substituindo a expressdo [3.8] em [3.9], chega-se a expressdo final para a

energia de deformagao da estrutura:
U= J(3 oI N 61T e} + )", ov 3.10)

Utilizando-se os conceitos de discretizagdo e interpolagdo por elementos
finitos para os graus de liberdade, tem-se:
) =[Nfu, ) [3.11]
onde:
{u} - campo de deslocamentos dos nos;
[N] - funcdes de interpolacdo de deslocamentos para o tipo de
elemento finito utilizado;

{ur} - deslocamentos nodais do elemento.

Desta forma:
9
€y Ox
bl=lll=1 s, 1= 0 2| B2
Txy g i {u}
{e} oy x|
(o]
que gera:
U
€, N, 0 .. N, 0 ||v
tef=[Bllu j=4e,p=| 0 N, .. 0 N [{..r [313]
ny Nl,y Nl,x Nl,y Nn,x n
e} (B] v,
{u}

onde:
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[B]=[6]{N}¢é a Matriz que relaciona deformagdes e deslocamentos, e [0]¢é a

matriz de operadores diferenciais, que gera através das  expressdes de
nods nos
interpolacdo do elemento finito utilizado-se u=ZNi.ui e V:Z:Ni.vi ,
i=l i=1
demonstradas na se¢do seguinte.
O potencial correspondente as agdes externas QQ, refere-se ao trabalho

realizado pelas forcas concentradas e/ou momentos aplicados se a estrutura

recuperasse sua configuragdo original. Desta forma, tem-se:
Q=-Fu-Fv=-{u}' Ry} [3.14]

onde:

{fu} — vetor de deslocamentos associados aos graus de liberdade
globais da estrutura;

Rext — vetor de forgas externas nodais.
Substituindo-se a expressao [3.13] em [3.10], seu produto em [3.5], e,

também a expressao [3.14] em [3.5] obtém-se:

1 nelem

e = 2teudy[ehfuc, —fof Rex) [3.15]

onde:

{ur}» — vetor de deslocamentos nodais do elemento n;
[k, ]=[B]. [C],[B], - matriz de rigidez do elemento n.

Executando-se o somatorio na expressao [3.15], obtém-se:

1

Ty =o' [Kfw)— o) Rex ) [3.16]
onde,
[K]= nfik]n 3.17]

sendo [K] a matriz rigidez global da estrutura.

Aplicando-se o principio da energia potencial estacionaria, mencionado
anteriormente, tem-se:

SI1, =0 que é o principio da energia potencial estacionaria,

utilizado em [3.16]:

o}’ [Kuj—{8u}" R\ =0 [3.18]
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De [3.15], obtém-se:

[KJfuj-{R.. =10} [3.19]
que também pode ser escrito na forma:
{AQ} = {Rext }_ {Fint } = {0} [320]

com {F, }=[K]{u}, sendo o vetor de forcas internas ou equilibrantes, ¢,

{AQ} ¢ o vetor das for¢as desbalanceadas.
Solucionando-se o sistema representado pela expressdo [3.19] obtém-se o
vetor de deslocamentos nodais {u}, com o qual pode-se calcular:

- As deformacdes implementadas {e}=[BJ{u, };

- As tensdes decorrentes das deformagdes {o}=[E]fe}.

3.2.2.
Elementos Finitos Bidimensionais Planos

Quando se deseja analisar o comportamento mecanico de uma estrutura
utilizando-se o método dos elementos finitos, ¢ de extrema importancia a escolha
adequada do campo de deslocamentos a ser empregado para definir o melhor tipo
de elemento finito a ser utilizado. Dentre as possibilidades podem ser citados
elementos bidimensionais com dois graus de liberdade por n6, elementos de casca
possuindo de trés a nove graus de liberdade por n6 e elementos ndo planos com
trés graus de liberdade por no.

Ao analisar-se pelo método dos elementos finitos uma placa de espessura
‘e’, composta por um determinado material, solicitada por forgas externas P, e Py
atuando em seu plano médio, este pode ser discretizado por elementos de formas e
funcdes aproximadoras diferentes. Esta variacdo de elementos e sua adequagdo,
dependem da forma que se deseja dar a malha composta por estes.

Plano médio

A\/R\/ZRV/ZRV/AR\VAR\ VARV

y
Placa de
espessura ‘e’
T
X

Figura 3. 2 — Placa de espessura ‘e’ solicitada por for¢as externas atuando em seu plano médio.

\

= *R}A <o
AN

Os elementos mais utilizados sdo os retangulares com quatro e oito nds e os

triangulares com trés e seis nods, onde o sistema de coordenadas cartesianas ¢
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convertido em um sistema de coordenadas naturais. A utilizacdo de fungdes
baseadas em coordenadas naturais na constru¢do de elementos finitos, compde a
chamada formulag¢ao isoparamétrica.

De acordo com o elemento utilizado por esta versdo do programa
FEPARCS, serdo analisados apenas os elementos isoparamétricos retangulares

com quatro e oito nos.

Elemento Isoparamétrico Q4

O elemento Q4 ¢ composto por quatro nds, situados nas arestas do
elemento, e define um campo retangular, ou quadrado, de interpolacdo linear, ou
seja, todos os valores intermediarios aos atribuidos aos nos, terdo sua posi¢ao
definida dentro do elemento através de fungdes intepoladoras do primeiro grau.

Os valores atribuidos a estes ndés podem ser deslocamentos, tensdes e
deformagdes, sendo utilizadas as mesmas fun¢des de interpolacdo para todos os

Casos.

n (&=—1 &=12m Fe=r1/2; Eetl

4 3 7
\4 3/ n=+1/2

YV

1 2 i 5] 1

X,u

Figura 3. 3 — a) Elem. isoparamétrico Q4 no espaco &n; b) Elem. isoparamétrico Q4 no espaco xy

Trabalhando-se com elementos bidimensionais e cada um dos nds possuindo
dois graus de liberdade, tem-se oito possibilidades de valores diferentes, sendo
entdo os deslocamentos u e v aproximados por polindmios completos do primeiro
grauemx e y:

u(x,y) =d; + dox + dsy + daxy e v(x,y) = ds + dex + d7y + dgxy

As expressdes acima podem ser colocadas em fun¢do de coordenadas
naturais E =x/aemn =y/b. Resolvendo as mesmas para: E=-len=-1,E=+1¢e
n=-1, =+l en=+1 ¢ § = -1 e n= +1, e, explicitando as funcdes

aproximadoras em relacdo aos deslocamentos nodais, com objetivo de:
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XY
N3 :ﬂ transf.coord. N3 =l 1+§ 1+Z a n b
lh 4 a b

XY
N4 — l_i X transf.coord. N4 =l l—i 1+Z a n b
1 /h 4 a b

N, =5 (1=gli+n)

. . N, 0 N, 0 N; O N, O
Que compde a matriz  [N]= e

de acordo com o exposto no inicio desta secao:

ul [N, 0 N, 0 Ny 0 N, 0 .
v |0 N, 0 N, 0 N, 0 N,

b =

<2

&
Qo o R|o
|02l o
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U
€x Nl,x 0 N2,x 0 N3,x 0 N4,X 0 Vi
= (&, = 0 Ny, 0 Ny, 0 N;, 0 Ny,
YXy Nl,y Nl,x N2,y N2,x N3,y N3,x N4,y N4,x Uy
Vy

Onde, introduzindo-se o conceito da matriz do Jacobiano [J]:

Ol |ox dy|lo 0
o | | 0§ aé;ax_[Jax
O & oy||of Fa
on on  on |9y oy

Se | J | é o determinante do Jacobiano, tem-se um fator de escala de area
para o mapeamento que leva do espago paramétrico para o espago cartesiano.

Utilizando este conceito e de acordo com a expressdo [3.15], obtém-se:

[k]= j [E]Blv =[[[B]'[E]B]t.dxdy = j j [E]B]t.|J| dedn

-1-1
Onde [k] ¢ a matriz de rigidez do elemento isoparamétrico Q4, e t ¢ a

espessura da placa representada pelo elemento finito.

Elemento Isoparamétrico Q8

O elemento Q8 é composto por oito nds, sendo quatro situados nas arestas
do elemento e mais quatro em seus pontos médios, e define um campo retangular,
ou quadrado, de interpolacdo quadratica. Todos os valores intermediarios aos
atribuidos aos noés, terdo sua posicdo definida, dentro do elemento, através de
fungdes intepoladoras do segundo grau. Como no elemento Q4, os valores
atribuidos a estes nds podem ser deslocamentos, tensoes e deformagdes, sendo

utilizadas as mesmas fung¢des de interpolagdo para todos os casos.
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n =1 ) -
y /°
T - T n=+1
3
8 ¥ 6 |
y’V \/
| > 2 |
-
X,u
X

Figura 3. 4 — a) Elem. isoparamétrico Q8 no espaco &n; b) Elem. isoparamétrico Q8 no espago xy.

Trabalhando-se com elementos bidimensionais ¢ cada um dos nds possuindo
dois graus de liberdade, obtém-se dezesseis possibilidades de valores diferentes,
sendo entdo os deslocamentos u e v aproximados por polindmios do segundo grau
emxey.

u(x,y) =d;+ dox + dsy + dyx?+ dsxy + d6y2 + d7x2y + dgxy2

v(x,y) =do + diox + dj1y + diox” + disxy + digy” + disx’y + diexy’

Fazendo as expressdes acima em fung¢do de coordenadas naturais E =x/ae
n=y/b,resolvendo para: E=-len=-1,§=+len=-1,E=+len=+1,§=-1
en=+,=0en=-1,E=+len=0,=0en=+lef=-len=0,c¢,
explicitando as fung¢des aproximadoras em relagdao aos deslocamentos nodais, com

objetivo de:

nos nos

i=l i=l

obtém-se:
Ny = (=80 -m)- (N +N) N, = - Ji-n)
N, = (L8 -n)-S(N; +N) N = +i-n?)
Ny = (1-8)1-m)- (NG +N) N, = l-g2ien)
N, = (=t-n)+ S (N, + ) Ny = (1-8fi-n)

Sendo a formulagdo para montagem da matriz rigidez do elemento,

semelhante ao procedimento apresentado para o elemento isoparamétrico Q4.
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3.2.3.
Consideragoes Sobre o MEF e Nao-Linearidade

A abordagem feita até a secdo anterior descreve o Método dos Elementos
Finitos para um modelo de material isotrdépico e de comportamento linear.
Contudo, implementando-se uma relagdo constitutiva nao-linear entre as tensoes e
as deformagdes, caso do concreto armado, o vetor das forgas internas passa a
depender ndo linearmente do vetor de deslocamentos {u}, logo a equagao AQ(u) =
{Rext} — {Fine} = 0, apresentada na sec¢do 3.1.1, serd ndo linear, tornando
necessaria a implementagdo de uma solugdo incremental e iterativa
(Crisfield,1991).

Analisando estruturas de concreto armado, pode-se observar que as nao-
linearidades a serem implementadas no método surgem, principalmente, através
de fissuracdo, esmagamento, perda de encaixe do agregado e escoamento do ago.
Apresentando um comportamento progressivo e vinculado ao carregamento
implementado na estrutura, ¢ necessario que a solucdo seja obtida aplicando-se
incrementos de carga, para possibilitar uma boa aproximac¢do do comportamento
real.

De acordo com o exposto anteriormente, constata-se a existéncia de dois
pontos fundamentais na analise de estruturas de concreto armado pelo método dos
elementos finitos:

1. Um modelo constitutivo capaz de descrever as nao-linearidades do
concreto e do ago;

2.Um método eficiente para solugdo incremental e iterativa das
equacdes de equilibrio.

Nas secdes seguintes serdo apresentados o modelo constitutivo referente ao
concreto armado e os tipos de solucdo incremental implementados no programa

FEPARCS.

3.3.
Modelos Adotados Originalmente

Na analise ndo-linear de estruturas em concreto armado por elementos
finitos ¢ fundamental um modelo constitutivo capaz de representar as nao-

linearidades do material de forma que o comportamento da formacdo e
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propagacao de fissuras, esmagamento e perda de encaixe de agregados sejam

descritos realisticamente ao longo da histdria de carregamento da estrutura.

3.3.1.
Modelo Constitutivo Hipoelastico Para o Concreto Simples
De acordo com o modelo hipoelastico ortotropico, originalmente
desenvolvido por Elwi & Murray (1979), define-se um modelo constitutivo para
concreto na forma de uma equacao incremental “tensdo x deformagao”, sendo os
parametros dos materiais atualizados através de relagdes “tensdo x deformagdo
uniaxial equivalente” introduzidas por Darwin & Pecknold (1977). Para simular e
descrever as caracteristicas de resisténcia do concreto sob estados multiaxiais de
tensdo e deformagdo, o modelo utiliza o conceito das superficies de ruptura de
Willam & Warkne (1974) utilizando cinco parametros.
As principais caracteristicas deste modelo sdo:
- O material ¢ ortotrdpico, com os eixos de ortrotopia seguindo os e€ixos
de deformagoes principais;
- Desacoplamento entre tensdes normais e deformacodes cisalhantes;
- Dependéncia das tensdes as trajetorias de equilibrio;

- Reversibilidade incremental dos estados de tensao e de deformagao.

3.31.1.
Relagao Constitutiva Incremental

As relagdes incrementais constitutivas sdo dadas por:

{do}=[Clide} [3.21]

sendo {do} o vetor de tensdes incrementais, {de} o vetor de deformagdes
incrementais e [C] a matriz constitutiva incremental.

De acordo com Darwin & Pecnold (1977), para o estado plano de tensdes, a
matriz constitutiva hipoelastica [C] ¢ dada em funcdo de seis constantes
independentes ( E; , Bz, Wiz, i3, t23, Giz ), € assume a forma:

E1(1—M§2) m-(ulzun ) 0

[c]=- E,(1-u3) 0 [3.22]
Simétrico G0

onde:
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M212: szl =Vi2 V21

M223 = M232 = V23 V32

M213: M231 = Vi3 V31

b=1-1l- s - 13- 2t to3 W3
E; e E; s3o os modulos de elasticidade longitudinal de acordo com os eixos
principais de ortotropia, Gi2 ¢ o modulo de elasticidade transversal do material
dado em relagdo aos eixos ortotropicos 1 e 2, e vjj sdo os coeficientes de Poisson

em relacdo aos eixos de ortotropiaie j.

3.3.1.2.
Deformacgao Uniaxial Equivalente

Deve-se entao incorporar o conceito de deformagao uniaxial equivalente de
modo a tornar possivel a derivagdo dos pardmetros correntes dos materiais em
funcdo do nivel de tensdo corrente. Ou seja:

_do;

dey, =—b,i=12,3 [3.23]
dE,

1

sendo que dg;, corresponde fisicamente, ao incremento de deformagdao que o
material exibiria se submetido a um incremento de tensdo doj, com as outras
tensdes iguais a zero.

Integrando a expressao anterior:

do; .
szjEiJ—lﬂﬁ [3.24]

sendo &, a deformacdo uniaxial equivalente total, para as direcdes i, pela
integracao da expressao [3.23] ao longo da trajetdria de carregamento. O que pode
ser interpretado no modelo utilizado, que para um ponto qualquer do material faz-
se seguir e coincidir os eixos de ortotropia com os eixos das deformagdes
principais até a fissuragdo. Desta maneira, €;, ndo proveé a historia de deformagao

em uma direcdo fixa i, mas na direcdo “continuamente modificada” do eixo de

ortotropia i ( Chen & Salleb, 1982).
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Relagao “Tensdao x Deformag¢ao” Uniaxial Equivalente Para
Compressao

A relacdo uniaxial “tensdo x deformagao” para a compressao implementada
no modelo desenvolvido por Elwi & Murray (1979), segue a relacdo de Saenz
(1964) que interpola os dados do concreto. Esta relacdo em termos de deformagao
uniaxial equivalente assume a seguinte forma:

o = Eo 2y [3.25]

i 2
1+[E°—2jgi“+[gi“]
Es €ic €ic

Sendo E, o modulo de elasticidade inicial, E; o modulo de elasticidade

secante dado por:

E, =i [3.26]

onde, oj. ¢ a tensdo maxima, associada a dire¢do i, que ocorre para um estado
corrente de tensdes principais, &, ¢ a correspondente deformacdo uniaxial
equivalente.

O modulo de elasticidade incremental pode ser definido como:

g -39

= 3.27
T4 [3.27]

Efetuando-se a derivacao, tem-se:

E = - [3.28]
2
Es 8ic 8ic

A curva “tensdo x deformag¢do” uniaxial equivalente para a compressao ¢é

descrita em termos de suas componentes no ponto critico ( Gey , €u ) que
corresponde a ( oj¢, € ) € dos modulos de elasticidade inicial E, e secante Eg. A
analise de comportamento do material implementado no modelo pode se dividida
em trés etapas:
» Trecho de curva ascendente do grafico, onde o material resiste
plenamente as acdes introduzidas no sistema e deve ser considerado

intacto e praticamente elastico;
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» Trecho de curva descendente do grafico, onde se indica que existe
esmagamento parcial, com o material ainda apresentando uma reserva
de resisténcia, ¢ modulo de elasticidade representado por seu valor
secante;

» Atingida a deformacdo & o material ¢ considerado rompido por
esmagamento, ndo havendo mais qualquer reserva de resisténcia em

termos de tensao.

SA
1
3, i —_
,:f ; / \
i i -
/ /[( ‘F.s . A
. . -
{1/ : g =
f _r’lr ’ . ‘ ofs
i/ A
"j.l’f / o~
ﬂ{' _,/ -~
i/
i -~
,-’/ ,.-/. .
' e, T »

Figura 3. 5 — Relag8o “tensdo x deformacdo” uniaxial para compressdo do concreto

Relagao “Tensao x Deformagao” Uniaxial Equivalente Para Tragao e
“Tensao x Distorgao”

A relacdo “tensdo x deformacdao” uniaxial equivalente para tracdo e
cisalhamento sdo representados em sua parte ascendente do grafico pela mesma

expressao da relagdo para compressao, que ¢ equagdo de Saenz.

A
Ea .,’r !
=y § Ty / .
.’.’. / ."/ i \
O lf,' y Vrd /;' \\..
O / S/ : \
[ 7/ ' \
A g \
! ) / /f : 1
;f / t N, (CeS

.”fa; “35 \.\'\

¥ L AY
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_r{"f I 4 ' \-\
W7
\
"-"/ ' '\\
4 :
| hY
» o e Y

Figura 3. 6 — Relagédo “tensdo x deformagdo” uniaxial para trag@o e “tensdo x distor¢ao”

respectivamente.
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Em sua parte descendente considera-se um modelo simplificado com o
comportamento descrito por seguimentos lineares, onde as curvas sdo descritas em
termos dos modulos de elasticidade inicial E, e secante E;, ¢ dos valores
correspondentes a tensdo maxima, ( Gy , &y ) para tragdo € ( Tey , Yeu ) para
cisalhamento. Além destes pontos, ha ainda aqueles referentes a ruptura, ( Gy, & )
para tra¢do e ( Ter, Yor ) para cisalhamento. Para tracdo considera-se ainda o valor
ofis correspondente a g, sendo ofs um parametro de entrada podendo assumir o
valor de 0,206y, a o, (Elwi, 1990). Este ponto de descontinuidade ¢ para simular a
perda instantanea de parte da resisténcia a tracdo devida a energia consumida
durante a formagdo brusca da fissura. Incorporando-se no modelo a energia de
fratura Gy, definida como sendo a energia por unidade de area consumida na
formagao e propagacao das microfissuras. O segmento reto da parte descendente é
descrito em funcdo de Gy, ofs, € € &, € serve para indicar o grau de redugdo de
tensao com a propaga¢ao das microfissuras.

Assim como na andlise da curva de compressdo, a analise de
comportamento do material implementado no modelo para tragdo e cisalhamento
pode se dividida em trés etapas:

» Trecho de curva ascendente do grafico, onde o material resiste
plenamente as agdes introduzidas no sistema e deve ser considerado
intacto e praticamente elastico;

» Trecho onde o material apresenta-se fissurado para tragdo e com perda
gradual do encaixe do agregado para o cisalhamento;

» Por fim o material ndo apresenta mais resisténcia mecanica quando
experimenta fissuras largas a tragdo e perda de encaixe do agregado ao
cisalhamento.

Na parte pos-pico os moddulos de elasticidade longitudinal e transversal
também sao representados por seus valores secantes.

O fator apgr para a curva de cisalhamento x distor¢ao € para indicar o grau

de reducdo gradual do efeito de engrenamento do agregado.
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3.3.1.3.
Coeficiente de Poisson

Para implementagdo da relagdo incremental “tensdo x deformacdo” ¢
necessario determinar, além dos moddulos de elasticidade longitudinais e
transversais, o coeficiente de Poisson.

De acordo com resultados obtidos em ensaios de compressdo uniaxial
realizados por Kupfer et al (1969) e apods ajustes das curvas experimentais pelo
método dos minimos quadrados, Elwi & Murray (1979) representam o coeficiente

de Poisson em funcdo da deformag¢do uniaxial equivalente &;,, como segue:

8ic 8ic 8ic

2 3
v, =vy| 1,0+1,3763 51 —5,360(SAJ +8,586(8“‘J [3.29]

onde, vo; € v; sao coeficientes de Poisson inicial ¢ corrente e g € a deformacao

correspondente ao ponto de tensdo maxima.

3.3.1.4.
Superficie de Ruptura de Willam-Warnke

Para obtencdo da relacdo “tensdo x deformag¢do” uniaxial equivalente sdo
necessarios os valores de Gj. € €;. correspondentes ao ponto critico da curva, sendo
estes parametros modificados de acordo com o estado de tensdes corrente, o que
gera a necessidade da aplicagdo de critérios de ruptura convenientes.

Para obtencdo dos valores de oj, define-se uma superficie de ruptura no
espaco das tensdes, da qual possa ser gerada uma superficie analoga no espago das
deformagdes uniaxiais para se obter os valores de &;.. A superficie de Willam-
Warnke (1974) ¢ descrita no espaco das tensdes ou deformacgdes principais em
termos dos invariantes de tensdo ou deformagdo. Trata-se de um critério de
ruptura de cinco pardmetros obtidos através de dados experimentais.

O modelo constitutivo de Elwi & Murray (1979) utiliza a formulacao
proposta por Willam-Warnke (1974), tendo, de acordo com Simdes (1998), como
principais caracteristicas:

- Sua construgdo requer cinco parametros envolvendo invariantes de
tensdo e deformacao do material utilizado. Sdo estes:
Espaco das tensdes:

f.” - Resisténcia uniaxial & compressao do concreto;
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fi’ - Resisténcia uniaxial a tragdo do concreto ;

f - Resisténcia biaxial a compressdo para uma razao entre as
tensdes principais de 1;

(-&1 . p1) - Ponto qualquer sobre o meridiano de tragdo —
normalizado com respeito a f’ — para altos valores de tensdo
hidrostatica ;

(-&2 . p2) - Ponto qualquer sobre o meridiano de compressdo —
normalizado com respeito a f°; — para altos valores de tensao
hidrostatica.

Espago das deformacgdes:

€. - deformagdo correspondente a f’;

K¢ - deformagdo correspondente a f’;

Kcb - deformagdo correspondente a £, em uma das direcdes de
carregamento;

(-B1 , A1) - Ponto qualquer sobre o meridiano de tragdo —
normalizado com respeito a & — para altos valores de
deformacao hidrostatica;

(-B2 , A2) - Ponto qualquer sobre o meridiano de tragdo —
normalizado com respeito a & — para altos valores de
deformacao hidrostatica;

Sendo os trés primeiros parametros utilizados para descrever os
meridianos de compressdo e tragdo, ¢ 0s outros dois para descrever a se¢ao
transversal da superficie;

- Possui se¢do desviadora ndo-circular, composta por trechos de elipse a
cada 120°, e seus meridianos descritos por parabolas do 2° grau;

- E valida para todas as combina¢des tensdo / deformagdo em
compressao e tracdo, e possui relatos de boas aproximagdes com
resultados experimentais;

- E suave, possuindo um tnico gradiente em cada ponto (derivada
continua);

- Tem convexidade garantida tanto nos planos desviadores, quanto ao

longo dos meridianos, desde que algumas condi¢cdes basicas sejam

satisfeitas (Chen,1992).
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De acordo com o mencionado, pode-se definir a superficie de ruptura no
espaco das tensdes, empregada neste trabalho, por:

£(,,7,,0)=0 [3.30]
sendo G, € Ty as tensdes normal e cisalhante médias, 6 o angulo de similaridade,
onde estas grandezas sdo constituidas através das tensdes principais Gj, 0, € G3

compondo as fung¢des:

_01%6, %065

Gm
3

[3.31]

1

[(Gf—cg)er(G%—G§)2+(612—G§)2]2, [3.32]

=
—_ —
=

—:0°<0<60° [3.33]

sendo o> 0, > Os.

Definido um espaco tridimensional de tensdes em fungdo das grandezas
adimensionais c; / f.’, 6,/ f.” € o3/ f.” para descrever a superficie de ruptura no
espago das tensdes, esta forma-se no entorno do eixo hidrostatico.
Perpendicularmente a este eixo, definido por ¢; =6, =03, tem-se o plano
desviador, definido pelo invariante adimensional p, e posicionado ao longo do
eixo hidrostatico pelo também invariante adimensional &.

G,/ fé

A

& “Fixo hidrostitico

'. “c 0,=0,=65,
E | . :lano desviador

Gy

=
W'O\

-

c/f!

Figura 3. 7 — Espaco tridimensional de tensdes, eixo hidrostatico e plano desviador.
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Os invariantes p e & sao definidos a partir das expressoes [3.31] e [3.32], e

sA0 expressos por:

E=43 (;—“ 13.34]
2

—2 T_m

5% = 5( fJ 3.35]

Nota-se que ao compor as possibilidades para um valor constante de &,
contido no plano desviador, se formara em fung¢do de p um contorno composto
por trés trechos de elipse definidos a cada 120°, que ¢ chamado de segdo
desviadora, sendo que para andlise, esta secdo sO necessita ser descrita no

intervalo de 0° <0 < 60°. O contorno desta se¢ao ¢ expresso por:

25, [p% ~ % Jeos0+ 7. (25, W 4lp% 57 Jeos 0+ 55% ~ 4pip

D _,9
) 4p2 ~P2 Jeos? 0+(p, 25, )

[3.36]
onde p. € p; sa0 0s raios maximo para 6 = 60° e minimo para 6 = 60° da secao

desviadora, para um determinado valor de &.

-/ 1,
A
P2
g=0¢
~
e
o | fe
-
>
o v o
\‘
| Pl l'm

Figura 3. 8 — Superficie de Willam-Warnke: se¢do desviadora.
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Os parametros p. ¢ p; variam de acordo a tensdo hidrostatica, o que gera
alteracdes na se¢do desviadora ao longo do eixo hidrostatico, produzindo
meridianos de tragcdo e compressdo, ou se¢oes meridionais.

AP

z

3 f!

\DD o~ ol
i
J"_’\

APEX
= = = =~
S %,
| =
/J_(,W b ;
P -0 1

1

Figura 3. 9 — Superficie de Willam-Warnke: Se¢ao meridonal.

Estes meridianos sdo descritos por parabolas do 2° grau, e sdo construidos a
partir dos cinco invariantes de tensdo e deformagdo do material utilizado,

mencionados no inicio da se¢do, e podem ser expressos por:

p.(E)=a,+a,E+a,& [3.37]
pe(E)=by +b,E+1,2> [3.38]
sendo,
2 4 , 2
a, :gocbca1 —aocbca2 +1/EocbC [3.39]
1 6 a, —a
a, =—20,. —a, Ja, +,|— —t——be 3.40
1 =3 (20—t Jay \Emmmt [3.40]

6— 6 _
\/;Fol (O('t _a’bc)_ gatabc + P (20(‘bc +O(‘t)

5 1 3 [3.41]
(2O(‘bc +O“t)(§12 _70Lbcé1 +70(‘té_70LtOLbc)
3 3 9
bo = _Eobl _Eobz [3.42]
6 _
_ g—3pz
1 (&2 3) 2 3@2_1 [ ]
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(= 1 2 = =
pz(&o +j_\/7(§0 "'&2)
3 15
N N
(‘20 + &2{&2 _3j(‘20 +3j
os coeficientes da pardbola do 2° grau, e

[,2

So = 2a,

o vértice comum das parabolas ou apex da superficie.

[3.44]

[3.45]

A defini¢do da superficie de Willam-Warnke (1974) em termos das

deformacdes uniaxiais equivalentes possui expressdes analogas.

3.3.2.

Modelo Elasto-Plastico Multilinear Para Armadura Inicial

Originalmente foi utilizado para se descrever o comportamento das

armagdes de reforgo transversal e longitudinal o modelo -elasto-plastico

multilinear, onde os elementos de armadura podem ser interpolados linearmente

ou de forma quadratica, e podem ficar de forma arbitraria no interior do elemento

de concreto (Elwi & Hrudey, 1989; Pinto, 1982).

Esta curva, Figura 3.10, ¢ descrita em funcao dos pontos ( oi, &; ), obtidos

através de ensaios do material utilizado nos reforgos ou, na auséncia destes,

através de curvas correspondentes existentes na literatura.

c _ e
" |E; P o
G | 1. e
(o3 A o
;", r "lr
o ¥
..ll .".:
[E
/1 /)
/ ¢ E:
Jrll ffl :
JII J'.I 1 1
g &, ¢ & g >

Figura 3. 10 — Relacdo “tensdo x deformagdo” que descreve o comportamento do material

utilizado nos reforgos.

A relacdo constitutiva ¢ dada por:

6 =01 +Ei(e—gi1)

[3.46]
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onde, cj.; e &1 sdo os valores prescritos da tensdo ¢ da deformacdo, e E; é o
modulo de elasticidade secante dado por:

_0i ~6Giq

E, [3.47]

€ —&iy

No caso de descarregamento a relagdo assume um comportamento linear da
forma:

c=E(e—¢gp), [3.48]
onde, ce ¢ sdo a tensdo e deformacdo total e &p ¢ a deformagdo pléstica
acumulada.

Este modelo ¢ bastante flexivel, pois permite a descricdo de uma grande
variedade de comportamentos, ja que os pontos obtidos no ensaio do aco entram

como input para a descrigdo da curva.

3.3.3.
Modelo Elasto-Plastico Multilinear Modificado Para o Reforgo

De acordo com o modelo implementado no programa FEPARCS, descreve-
se o comportamento das armacdes de reforgo transversal e longitudinal utilizando
cinco pontos do comportamento “tensdo x deformacdo”, incluindo a origem, para
que seja descrito o comportamento do material utilizado na analise.

Neste trabalho adapta-se a formatagdo de entrada para dados de reforgo
fazendo-se com que o programa administre e introduza reforcos no sistema
estrutural, tanto antes do inicio do célculo como também apds um numero

determinado de “steps” do tipo de andlise ndo-linear utilizada.

inicial

PI{O\U)'

P2 / . Lo
e, 1 " -
; |
Cinicia &p 68 & €

Figura 3. 11 — Relacgdo “tensdo x deformag@o” que descreve o material dos reforgos inseridos

durante o calculo.
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Assim, a curva “tensao x deformacdo” modificada, Figura 3.11, como a
original, ¢ descrita em fung¢do dos pontos ( o; , & ), sendo o ponto dois
correspondente a origem real do sistema, e de acordo com o estado de tensdes
atuante em cada elemento de reforco.

A relacdo constitutiva ¢ dada por:

6 = 6i1 + Ei (€ — €i.1) — Einicial €inicial [3.49]
onde, Einicial © E€inicial S0, respectivamente, o moddulo de elasticidade e a
deformacao do elemento analisado no momento da ativacao do reforco, Gi.; € &;.;
sdo os valores prescritos da tensdo e da deformagdo e E; ¢ o moédulo de
elasticidade secante dado por:

g =Z2i~ 0%

1

[3.50]
€ —8&,

No caso de descarregamento a relagdo assume um comportamento linear da

forma:

c=E> (&~ &p— &inicial ) [3.51]
onde, e ¢ s3o a tensdo e deformacdo total e gp ¢ a deformacdo plastica
acumulada.
3.4.

Estratégias De Solugao Para Anadlise Nao-Linear

3.41.
O Método de Newton-Raphson

O método de Newton-Raphson ¢ uma estratégia muito utilizada na solugao
de problemas que envolvem equagdes de equilibrio nio-lineares, sendo o método
implementado através da aproximagdo da trajetoria de equilibrio da estrutura por
tangentes a mesma, até a obten¢ao da convergéncia.

A formulagdo do método permite dois tipos de abordagens: através de
controle de deslocamentos, e através do controle de carga. O controle de
deslocamentos ¢ feito através da defini¢do de incrementos pelo analista e os
incrementos de carga correspondentes obtidos por processo iterativo, € o controle
de cargas e feito através da defini¢do prévia de incrementos pelo analista e os
deslocamentos correspondentes obtidos por processo iterativo. Neste trabalho e
nos programas desenvolvidos, toda a formulacdo e comentérios sobre o método de

Newton-Raphson dizem respeito a formulagdo baseada em controle de carga.
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, . . i-1
O método consiste em obter o incremento de deslocamento {Au}'"", para
uma iteracdo tipica de um passo de solucdo allb, através de sucessivas

aproximacoes da forma,

K] {auf ={aQ}™ [3.52]
rPA
. i L0
@ / = =9
/|
/
r'///..
ﬂ"/ - K,'
o) a/ l
: L

Figura 3. 12 — Representagdo grafica do Método de Newton-Raphson standard.

sendo [K1]™' a matriz de rigidez tangente na iteragdo i-1, {Au}' ¢ uma
correcido do vetor de deslocamento corrente u, ¢ {AQ}"' é o vetor de forcas ndo

equilibradas dada por:

BQf™ = 0" Ry}~ {F, ) [3.53]
com {Ro} sendo o vetor das cargas de referéncia, {Fiy}"™"' é o vetor das forcas
internas na iteragdo i-1, e ¢° é o fator de carga associado ao passo de solugio allb.

Ao final de cada iteragdo, calculado o vetor de incrementos de
deslocamento{Au}i, o mesmo ¢ utilizado para corrigir o vetor de deslocamento
total {u}i, ou seja,

{uf = {u}™" +{Au} [3.54]

Sendo que, as equacdes acima estdo sujeitas as seguintes condi¢des iniciais:

K] =[K.] [3.55]
{F }* = {Fint* [3.56]
{uf® ={uf’ [3.57]

De acordo com a expressao [3.52] e o exposto na Figura 3.12, tem-se que a

matriz de rigidez ¢ atualizada a cada iteracdo, caracterizando o método de
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Newton-Raphson padrao ou standard. De acordo com o procedimento para
atualizacdo da matriz de rigidez, a técnica de Newton-Raphson admite duas

variagoes:
» Me¢étodo de Newton-Raphson modificado (MNRm), onde a matriz de
rigidez ¢ atualizada apenas no inicio de cada passo de carga, reduzindo

a expressao [3.52] a forma:

[K: ] {Au) = {aQ}™ [3.58]
A

. ¥

! . : >
a L] ]
u u u u

Figura 3. 13 — Representacéo grafica do Método de Newton-Raphson modificado.

» Me¢étodo de Newton-Raphson com rigidez inicial(MNR1i), onde a matriz
de rigidez, previamente calculada, ¢ utilizada em todos os passos de

carga subseqiientes, reduzindo a expressio [3.52] a forma:

Ky {Auf ={aQ}™ [3.59]

| . . >
[ b ]
u u u u

Figura 3. 14 — Representagdo grafica do Método de Newton-Raphson rigidez inicial.
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A vantagem em se utilizar o Método de Newton-Raphson com rigidez
inicial (MNRi) e o Método de Newton-Raphson modificado (MNRm), esta no
menor esforco computacional associado a cada iteracdo executada, ndo
necessitando-se calcular, reduzir e armazenar a matriz rigidez da estrutura ao final
de cada uma destas etapas. Contudo, o Método de Newton-Raphson standard
conduz a uma convergéncia mais rapida ao ponto de equilibrio.

Mesmo sendo amplamente aplicavel, o Método de Newton-Raphson possui
limitacdes e s6 pode ser aplicado com sucesso enquanto a matriz de rigidez do
sistema permanece positiva e definida, o que, em geral, ocorre no trecho
ascendente da curva “carga x deslocamento* (Simodes, 1998). Sendo assim, a
aplicagdo da estratégia a problemas que envolvem ponto-limite ndo permite que a
trajetoria de equilibrio do sistema seja seguida completamente (Napoledo, 1994).

Desta forma, ao aplicar-se 0 MNRs para problemas de ponto limite, sempre
acontecera de a matriz de rigidez [K] tender a se singularizar nas proximidades
deste ponto em sua trajetdria ascendente. Mesmo ao se aplicar MNRi ou MNRm,
manipulando-se a matriz de rigidez [K] para que ndo atinja a singularidade, o fato
de os incrementos serem controlados pelo analista gera dificuldade em se situar o
equilibrio para as forcas desequilibradas.

Deve-se portanto, buscar outros métodos de solug¢do, para que associado
com o método de Newton-Raphson seja possivel detectar e ultrapassar o ponto

limite.

P Ponto-limite

s ™~

'_,’(['rujl:[n‘u'ia de
/ equilibrio

ll’

Figura 3. 15 — Tipica trajetoria de equilibrio com ponto-limite para o caso unidimensional.
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3.4.2.
O Método do Comprimento de Arco

Esta técnica caracteriza-se por apresentar um controle concomitante de
carga ¢ deslocamento, através do conceito do comprimento de arco (Simdes,
1998). Sendo assim, surgem duas incégnitas: o incremento do fator de carga A e
o vetor de incrementos de deslocamento {Au}. Em cada passo de solu¢do, as
trajetorias de iteragdo sdo perpendiculares aos arcos, que por sua vez podem ser
aproximados por tangentes a trajetoria de equilibrio, nos pontos iniciais destes

passos, conforme (Ramm, 1981).
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Figura 3. 16 — Representacdo grafica do Método do Comprimento de Arco com processo iterativo

do tipo Newton-Raphson modificado para um caso unidimensional.

Trata-se de um método muito eficiente, pois ao definir-se um comprimento
de arco finito, na forma de equacao de restricao, determina-se a existéncia de uma
relagdo Unica entre o comprimento de arco, o fator de carga e a norma de
incremento de deslocamentos.

O método do comprimento de arco com o processo de iteragdo tipo Newton-
Raphson modificado (Ramm, 1981) ¢ ilustrado graficamente para um passo de
solugdo allb, em um problema ndo-linear, onde, objetiva-se encontrar o ponto de
equilibrio ‘b’ a partir de ‘a’, sobre a trajetoria de equilibrio, na forma “carga x
deslocamento” de uma estrutura qualquer.

Considerando-se uma iteragio tipica i —j, o vetor iteragio{Aw}’ & ortogonal

ao vetor comprimento de arco {A}*, sendo que o Gltimo tem a direcio da matriz
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de rigidez tangente [Kr]* da estrutura no ponto ‘a’. Como componentes do vetor

comprimento de arco, tem-se:
(T)*: ({Au}i;A(pl) [3.60]
sendo {Au}' o primeiro vetor de incrementos de deslocamento do passo de

solugdo allb, e A o primeiro incremento do fator de carga no referido passo.

Como componentes do vetor de iteragdo, tem-se:

(aw) - ({Au} ;¢ [3.61]
sendo {Au}’ correspondente aos incrementos de deslocamento associados a
iteracdo i, e A¢' correspondente ao incremento do fator de carga nesta iteragio.

Pode-se impor a condi¢do de ortogonalidade, o que implica o produto escalar

entre o vetor comprimento de arco{T}" transposto e o vetor iteragdo ser nulo, ou

seja:

(T)" {aw} =0 [3.62]
portanto,

(Au) (Au) +Ap'AQ =0;  i=23,.... [3.63]

As equacdes de equilibrio para i-ésima iteracdo podem ser escritas como:
[K. [ {Au} = A0 R, }+ {AQ} [3.64]
onde {Ro} ¢ o vetor de cargas de referéncia ¢ {AQ}' é o vetor de cargas ndo

equilibradas ao final da iteragdo i-1, dado por:

Q™ = RS ~{Ff [3.65]
sendo, {Rext}i'1 o vetor das forcas externas e {Fim}i'l o vetor de forcas nodais
internas, ao final da iteracdo i, este ultimo ¢ obtido através da integragdo das
tensdes. O vetor {Req} deve ser escrito em fungdo do fator de carga ¢ ',

atualizado ao final da iteragdo anterior, e do vetor cargas de referéncia {Ro},

constante, através da relagao:

R =0™{R, } [3.66]
Colocando-se em forma matricial as expressdes [3.63] e [3.64], que formam

um sistema de ordem n+1, equivalendo n ao numero de graus de liberdade da

estrutura, tem-se:
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Pode-se notar que a resolu¢do acima, mesmo que a matriz de rigidez [Kt]*
seja singular, gera um sistema de equacdes com solucdo ndo-trivial, o que
representa uma grande vantagem para solucao de problemas com ponto limite.

Contudo, existe o problema de a matriz rigidez nao ser simétrica, o que
torna desaconselhavel, em termos praticos, a resolu¢do do sistema. Afim de
contornar este problema, Welssels (1977) propds uma alternativa que consistiu em
dividir o vetor de incremento de deslocamentos {Au}' em duas parcelas, {AuQ}i e

{Aug}’, ou seja:
(aw)' = ({aug )'50)+ (a9 {Aug_bagl) [3.68]

onde, tais parcelas sdo obtidas pela resolu¢do dos sistemas:

{AQ}™ [3.69]
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Figura 3. 18 — Representagdo grafica dos sistemas de equagdes,

caso unidimensional, da decomposicao de Welssels (1977).
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Implementando-se mais uma vez o conceito de ortogonalidade dado pela

expressao [3.62], obtém-se:
(Au) {Aug 7+ Ag (Au) {Aug [+ AgiAg! =0, [3.70]
de onde se pode-se obter o incremento do fator de carga, colocando-o em

evidéncia na expressao acima:

Al =— <AU>I{AUQ}i [3.71]

<Au>l {AuR }i +AQ'

3.4.3.
Critérios de Convergéncia

Com objetivo de limitar os processos iterativos descritos neste item, sdo
estabelecidos dois critérios de convergéncia: um para deslocamentos e outro para
forcas.

O critério de convergéncia para deslocamentos deve obedecer a relagao:
H{Au }i
i .

> {Au}

J=l

<u

= “Tol

[3.72]

onde o numerador ¢ a norma euclidiana do incremento de deslocamento
correspondente a iteragdo i, a0 passo que o denominador ¢ a norma euclidiana do
incremento de deslocamento acumulado, desde a primeira iteragdo até a i-ésima
iteracdo. Esta relagdo deve ser menor ou igual a tolerancia arbitrada pelo analista
para deslocamentos uro|,

O critério de convergéncia para forcas deve obedecer a relagdo:
laqy
H((Pl - (Pa ){Ro

onde o numerador ¢ a norma euclidiana do incremento da carga nao

<Qral [3.73]

equilibrada correspondente a iteragdo i, a0 passo que o denominador ¢ a norma
euclidiana do incremento de forca do passo de solugdo. Esta relagdo deve ser

menor ou igual a tolerancia arbitrada pelo analista para forgas Qrol,
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