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Prof. Hugo Alexander de la Cruz Cansino
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Agradeço à minha famı́lia, aos professores e funcionários do departamento
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Resumo

Carvalho da Silva, Clauson; Tomei, Carlos; . Representação Estocás-
tica para Soluções do Problema de Dirichlet para Equações
Diferenciais Parciais Eĺıpticas. Rio de Janeiro, 2016. 59p. Dissertação
de Mestrado — Departamento de Matemática, Pontif́ıcia Universidade
Católica do Rio de Janeiro.

Como motivação, apresentaremos alguns problemas que ilustram a conexão

entre a teoria da probabilidade e algumas equações diferenciais parciais. Suas

soluções mesclam os dois assuntos e provocam a suspeita de que alguns pro-

cessos estocásticos e operadores diferenciais caminham juntos. Em seguida,

exibiremos a teoria das difusões de Itô. Mostraremos algumas de suas carac-

teŕısticas, como a propriedade de Markov e cada um destes processos possuirá

o que chamaremos de gerador infinitesimal da difusão. Este será um oper-

ador diferencial de segunda ordem cujo estudo detalhado revela caracteŕısticas

do processo. Apresentaremos também a fórmula de Dynkin. Com essas ferra-

mentas probabiĺısticas, encontraremos uma representação estocástica para a

solução do problema de Dirichlet para operadores diferenciais eĺıpticos, gener-

alizando as soluções dos problemas inicialmente propostos.

Palavras–chave

Problema de Dirichlet; Equações Diferenciais Parciais Eĺıpticas; Difusões

de Itô; Gerador Infinitesimal; Fórmula de Dynkin; Representação Estocástica.
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Abstract

Carvalho da Silva, Clauson; Tomei, Carlos (Advisor); . Stochastic Rep-
resentation for Solutions of the Dirichlet Problem for Elliptic
Partial Differential Equations . Rio de Janeiro, 2016. 59p. MSc.
Dissertation — Departamento de Matemática, Pontif́ıcia Universidade
Católica do Rio de Janeiro.

Firstly, for motivation purposes, we briefly present a few problems mixing

notions of probability theory and of partial differential equations (PDE). In

discussing the solution to such problems it will become apparent that some

stochastic process and differential equations walk together. Next, we introduce

a class of stochastic processes called the Ito diffusions, and some of its features

such as the Markov property. Each such process has an associated linear

operator – the, so called, infinitesimal generator. This operator acts as a second-

order differential operator on smooth functions, and controls the LOCAL

behavior of these diffusions. We discuss these features together with Dynkin’s

formula – a convenient relation derived from the infinitesimal generator, which

informs us about the AVERAGE behavior of the diffusion. Finally, we apply

these probabilistic tools to find a formula for the solution of the Dirichlet

problem for a somewhat general linear elliptic second order PDE. This formula

connects the solution of the PDE to the aggregated/average behavior and

associated (Ito) diffusion. This type of stochastic representation generalizes

the solution method of the problems firstly discussed.

Keywords

Dirichlet Problem; Elliptic partial differential equations; Itô Diffusions;

Infinitesimal generator of a diffusion; Dynkin’s Fórmula; Stochastic Represen-

tation.
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1
Introdução

Relações entre diferentes ramos da matemática são comuns. Há quem

acredite que todos as áreas da matemática estão conectadas e são apenas

formas distintas de enxergar uma ciência maior. Um importante exemplo

contemporâneo é a demonstração do Último Teorema de Fermat, na qual

Andrew Wiles evidenciou a conexão entre curvas eĺıpticas e formas modulares

(“Fermat’s Last Theorem” de Simon Singh é um ótimo livro sobre a história

e demonstração deste teorema ). Neste trabalho, evidenciaremos uma conexão

bem menos pretensiosa, mas ainda assim, muito bonita.

Ao passar por cursos introdutórios de probabilidade ou equações diferen-

ciais parciais (EDP’s), um aluno de matemática pode nem suspeitar que exista

uma conexão entre tais tópicos. Entretanto, em cursos mais avançados e livros

de pós-graduação, é posśıvel encontrar problemas com origem em uma dessas

áreas, cujas soluções utilizam ferramentas da outra e vice-versa. Ainda assim,

a conexão entre tais assuntos pode não ficar clara.

Na teoria da probabilidade, encontramos as chamadas equações diferenci-

ais estocásticas (EDE’s). A pesquisa sobre o assunto é muito viva e produtiva

uma vez que possui aplicações em outros campos da ciência como finanças,

biologia e mecânica. Em matemática, essa ferramenta possui conexões, entre

outros assuntos, com as equações diferenciais parciais de segunda ordem.

As soluções de determinadas EDE’s são chamadas difusões de Itô. Se

tratam de processos estocásticos e nos permitem abordar o problema de

Dirichlet para EDP’s eĺıpticas de uma forma probabiĺıstica. Essa abordagem

é também útil, do ponto de vista numérico, uma vez que permite explorar as

soluções do problema de Dirichlet usando métodos de Monte Carlo.

O objetivo da presente dissertação é justamente representar a solução do

problema de Dirichlet para EDP’s eĺıpticas estocasticamente e assim tornar

este elo entre a teoria da probabilidade e a teoria de EDP’s mais viśıvel.
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2
Mesclando os tópicos

Neste caṕıtulo, apresentaremos três problemas cujas soluções caminham

na fronteira entre o campo das Equações Diferenciais e a Teoria da Probabili-

dade. Tais soluções provocam a suspeita de que alguns processos estocásticos

e operadores diferenciais possuem uma relação mais profunda. Começamos

com uma motivação discreta. Encontraremos uma fórmula para a solução da

equação discreta de Laplace usando um processo estocástico discreto (passeio

aleatório). O segundo problema aparece como uma generalização do primeiro

para o caso cont́ınuo. Baseados no problema discreto daremos um palpite para

uma fórmula da solução da equação de Laplace com certas condições de fron-

teira usando um processo estocástico cont́ınuo (movimento Browniano) e, no

caṕıtulo 4, utilizaremos suas propriedades para provar que nosso palpite se

trata realmente de uma solução. O terceiro problema ilustra a situação in-

versa. Começamos com um problema de probabilidade, onde queremos medir

a chance de certo evento, envolvendo o movimento Browniano, acontecer e en-

contraremos o resultado resolvendo a equação de Laplace e avaliando a solução

em um ponto.

2.1
Um passeio na equação de Laplace

Para mais informações sobre a presente seção ver pág. 14-22 em [1]. Ao

longo dessa seção, A será um subconjunto limitado de Zd.

Definição 2.1. Definimos a fronteira de A como

∂A = {z ∈ Zd; d(z, A) = min{d(z, a); a ∈ A} = 1},

onde d é a distância euclidiana em Rd. Usaremos a notação Ā = A ∪ ∂A.

DBD
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Caṕıtulo 2. Mesclando os tópicos 12

Figura 2.1: Exemplo de Ā ∈ Z2.

Definição 2.2. Dada uma função G : Ā ⊂ Zd → R definimos o operador

Laplaciano discreto L como

L(G(x)) =
∑

d(x,y)=1

G(y)

2d
−G(x),

ou seja, L(G(x)) é a diferença entre a média do valor de G ao redor de x e G(x).

Problema 2.1. Dada uma função φ : ∂A → R, encontrar uma função

F : Ā ⊂ Zd → R que satisfaça a equação discreta de Laplace

L(F (x)) = 0 em A (2.1.1)

com condicão de fronteira F (x) = φ(x) quando x ∈ ∂A.

Usaremos passeios aleatórios para construir uma solução para o problema.

Dado z ∈ A, seja Szn o passeio aleatório em Zd começando em z (ver apêndice

C para mais detalhes sobre o passeio aleatório) e o tempo de parada

τA = inf{k ∈ N ; Szk /∈ A}.

O tempo de parada definido acima pode ser visto como o primeiro tempo

de sáıda de A ou como o primeiro tempo em que o processo atinge ∂A.

Observação 2.1. A variável aleatória τA depende do ponto inicial z, portanto

seria correto escrever τA,z. Porém, escreveremos apenas τA quando não houver

DBD
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Caṕıtulo 2. Mesclando os tópicos 13

perigo de confusão. Para mais detalhes sobre tempos de parada, ver apêndice

B.

A ideia é a seguinte: Queremos uma função que satisfaça

F (x) =
∑

d(x,y)=1

F (y)

2d
.

Dado x ∈ A. Sabemos que o passeio aleatório satisfaz P (Sx1 = y) = 1/2d

sempre que d(x, y) = 1. Assim, se F é uma solução, então F (x) = E[F (Sx1 )].

Se d(x, ∂A) ≥ 2 repetimos isso para cada y tal que d(x, y) = 1 veremos que

F (x) = E[F (Sx2 )] e assim por diante. Isso nos mostra que o valor de F em

x é sempre a média dos valores de F aplicados onde o passeio aleatório Sxn

pode estar em determinado tempo n. Se consideramos Sxn∧τA em vez de Sxn o

passeio aleatório estaria parando na fronteira e assim F (x) = E[F (Sxn∧τA)] para

todo n > 0. Como sabemos que o processo atinge a fronteira do conjunto (a

propriedade (iv) no apêndice C diz que P (τA < ∞) = 1) podemos tomar o

limite com n→∞, e usar o teorema da convergência dominada para concluir

que F (x) = E[F (SxτA)]. Sendo F solução do problema, F = φ em ∂A e assim

F (x) = E[φ(SxτA)]. (2.1.2)

Porém, o que temos até o momento é uma heuŕıstica. Em seguida

provaremos que a função definida por (2.1.2) é, de fato, uma solução.

Claramente, F = φ em ∂A. Dado x ∈ A, temos

F (x) = E[φ(SxτA)] =
∑
y∈∂A

P (SxτA = y)φ(y)

=
∑
y∈∂A

(∑
d(z,x)=1 P (SxτA = y|Sx1 = z)

2d

)
φ(y)

=
∑

d(z,x)=1

∑
y∈∂A P (SxτA = y|Sx1 = z)φ(y)

2d

=
∑

d(z,x)=1

∑
y∈∂A P (SzτA = y)φ(y)

2d

=
∑

d(z,x)=1

F (z)

2d
,

onde a penúltima igualdade é não trivial e colocaremos os detalhes na obser-

vação C.1 e portanto, L(F (x)) = 0 em A.

Acabamos de encontrar uma solução para um problema de equações de

diferenças usando um processo estocástico e suas propriedades. De fato essa
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Caṕıtulo 2. Mesclando os tópicos 14

solução é única (ver teorema 1.4.5 em [2]).

2.2
Um passeio na equação de Laplace 2.0

Nesta seção, considere D ⊂ Rn aberto e limitado tal que a fronteira ∂D

é C2.

Problema 2.2. Dada φ : ∂D → R cont́ınua e limitada. Encontrar uma função

F : D̄ → R para a equação de Laplace com condição de fronteira,

∆F (x) =
n∑
i=1

Fxixi(x) = 0 em D (2.2.1)

F (x) = φ(x) em ∂D. (2.2.2)

Dado z ∈ D, considere Bz
t o movimento Browniano em Rn começando

em z (ver apêndice D) e o tempo de parada

τD = inf{t ∈ [0,∞) ; Bz
t /∈ D}.

Sabendo que a equação (2.1.1) é a discretização de (2.2.1) (ver [3]

seção 6.3) e considerando a relação entre o passeio aleatório e o movimento

Browniano (ver observação D.1), podemos dizer que o problema 2.1 é uma

discretização do problema 2.2. Sendo assim, após o resultado obtido no caso

discreto, suspeitamos que uma solução para o problema seria

F (x) = E[φ(Bx
τD

)], x ∈ D. (2.2.3)

Considere o seguinte resultado cuja demonstração pode ser encontrada

em [1] (pág. 62) .

Proposição 2.1. Uma função F : D → R é C2 e satisfaz ∆F (x) = 0 em D

se, e somente se, é cont́ınua em D e possui a propriedade do valor médio em

D, i.e, para todo x ∈ D e para toda bola B centrada em x e contida em D vale

F (x) =

∫
∂B

F (y)dS(y).

onde dS é a medida de superf́ıcie em ∂B ⊂ Rn normalizada.

Portanto, para verificar se nosso palpite F , definido em (2.2.3), é solução

do problema 2.2, devemos mostrar

(i) F possui a propriedade do valor médio em D.

DBD
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Caṕıtulo 2. Mesclando os tópicos 15

(ii) F = φ em ∂D e F é cont́ınua em D̄

Enquanto (i) é sempre verdade (mostraremos na seção 3.3), (ii) depende

da fronteira de ∂D (á condição ∂U ∈ C2 é suficiente). No caṕıtulo 4 mostrare-

mos condições sobre a fronteira que garantem que F é solução do problema.

A equação de Laplace é um exemplo clássico e simples de equação

diferencial parcial eĺıptica. A existência e unicidade da solução do problema

2.2 são garantidas por resultados clássicos da teoria de EDP’s (ver [4] seção

2.1 ou [5] caṕıtulo 4). Somente para domı́nios convenientes são encontradas

fórmulas expĺıcitas para a solução. O uso de ferramentas probabiĺısticas nos

permite chegar na fórmula mais geral (2.2.3).

2.3
A situação inversa

Vejamos agora uma situação, de certa forma, inversa. Apresentamos um

problema de probabilidade e uma solução que se baseia fundamentalmente

em resolver uma EDP e avaliar a solução em um ponto. “Hitting the Ends”

(“Atingindo os Extremos” é uma aproximação em português) é um dos dez

problemas propostos por Nick Trefethen em 2002 no que ficou conhecido como

“O desafio dos cem d́ıgitos”. Para cada um das dez questões, os participantes

deveriam encontrar uma aproximação numérica para as soluções com certa

precisão numérica e assim receberiam pontos por cada d́ıgito correto. Eis o

enunciado.

Problema 2.3. Uma part́ıcula realiza um movimento browniano com ponto

inicial no centro de um retângulo 10 × 1 até atingir a fronteira deste. Qual a

probabilidade da part́ıcula atingir a fronteira do retângulo em um dos lados de

comprimento unitário?

Para encontrar mais informações sobre o desafio e o problema “Hitting

the Ends” ver [6].

Figura 2.2: Realização do movimento Browninano no retângulo.

A resposta para o problema é aproximadamente 3 ·10−7, e para encontrá-

la tornaremos o problema determińıstico da seguinte maneira:

Sejam n ∈ N, h = 1
2n

e R = {(x, y) ∈ R2; x ∈ (−5, 5) e y ∈
(−1

2
, 1

2
)}. Defina ainda Lh = hZ × hZ, ∂R1 = {(x, y) ∈ ∂R; x = ±5} e

DBD
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Caṕıtulo 2. Mesclando os tópicos 16

∂R0 = ∂R − ∂R1. Assim, R será o retângulo, onde supomos que a part́ıcula

realizará o movimento Browniano, enquanto ∂R1 serão as arestas de lado

unitário e ∂R0 as arestas maiores. Ver figura 2.3.

Figura 2.3: Discretização do retângulo R.

Dado S
(x,y)
n o passeio aleatório simétrico, cujos passos possuem compri-

mento h começando em (x, y) ∈ R ∩ Lh e

τ = inf{k ∈ N ; S
(x,y)
k ∈ ∂R},

considere uh(x, y) = P (S
(x,y)
τ ∈ ∂R1). Não é dif́ıcil perceber que a função uh é

solução da equação de diferenças

uh(x, y) =
1

4
[uh(x+ h, y) + uh(x− h, y) + uh(x, y + h) + uh(x, y − h)]

com condições de fronteira uh|∂R1∩Lh = 1 e uh|∂R0∩Lh = 0.

Considerando a observação D.1, o problema está resolvido se encontramos

limh→0 uh(0, 0). Modificando um pouco a equação de diferenças se percebe que

esta é equivalente a discretização da equação de Laplace

uh(x+ h, y)− 2uh(x, y) + uh(x− h, y)

h2
+
uh(x, y + h)− 2uh(x, y) + uh(x, y − h)

h2
= 0

Seja u(x, y) solução de

∆u(x, y) = 0 em R
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Caṕıtulo 2. Mesclando os tópicos 17

com condições de fronteira u|∂R1 = 1 e u|∂R0 = 0.

É posśıvel mostrar que uh converge pontualmente para u quando h→ 0

(ver seção 10.3 em [6]). Portanto para resolver nosso problema, basta resolver

a equação de Laplace com tais condições de fronteira e avaliar a solução na

origem.

Usaremos separação de variáveis. Buscamos uma solução da forma

u(x, y) =
∞∑
k=0

vk(x)wk(y)

onde ∆vk(x)wk(y) = 0 para todo k ∈ N. Assim,

v′′k(x)wk(y) = −vk(x)w′′k(y)⇒ v′′k(x)

vk(x)
=
w′′k(y)

wk(y)
= λk

onde λk ∈ R é constante.

Olhando para wk queremosw′′k(y) + λkwk(y) = 0

wk(−1
2
) = wk(

1
2
) = 0

Não é dif́ıcil ver que λk > 0 e wk(y) = Ak cos(
√
λky)+Bk sin(

√
λky), onde

Ak, Bk ∈ R constantes. As condições de fronteira implicam que wk precisa ser

par e portanto wk(y) = Ak cos(
√
λky). Além disso,

wk

(
−1

2

)
= wk

(
1

2

)
= 0⇒ λk =

(
2

(
k +

1

2

)
π

)2

e podemos tomar wk(y) = cos(2(k + 1
2
)πy), sem perda de generalidade.

Agora tratemos de vk. Queremos

u(5, y) =
∞∑
k=0

vk(5)wk(y) = u(−5, y) =
∞∑
k=0

vk(−5)wk(y) = 1

Portanto,

∞∑
k=0

vk(5) cos(2(k +
1

2
)πy) = 1.

Pela ortogonalidade das funções wk temos vk(5) = vk(−5) = 4(−1)k

π(2k+1)
.
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Caṕıtulo 2. Mesclando os tópicos 18

Dessa forma, queremos que vk resolvav′′k(x) = λkvk(x)

vk(5) = vk(−5) = 4(−1)k

π(2k+1)

o que implica que, vk(x) = 4(−1)k

π(2k+1)
cosh(2k+1)πx)

cosh((k+ 1
2

)π10)
(O Maple resolve essa

equação diferencial). Conclúımos que

u(x, y) =
∞∑
k=0

4(−1)k

π(2k + 1)

cosh((2k + 1)πx)

cosh((k + 1
2
)π10)

cos

(
2

(
k +

1

2

)
πy

)
.

O decaimento exponencial do valor absoluto dos termos da série nos

permite derivar série termo a termo e mostrar que u realmente se trata de uma

solução para a equação de Laplace.

Agora basta encontrar

p = u(0, 0) =
∞∑
k=0

4(−1)k

π(2k + 1)
sech(10(k +

1

2
)π)

Acima, temos uma série alternada cujos valores absolutos dos termos

tendem para zero monotonamente. Portanto a série converge e o limite está

entre quaisquer duas somas parciais consecutivas. Sendo Tn as somas parciais

desta série e calculando T2 e T1 (usando o Maple no nosso caso), já é posśıvel

perceber que

p u 3.8375 · 10−7. (2.3.1)

Terminamos o caṕıtulo considerando as seguintes perguntas:

(i) Vimos dois problemas que misturam o movimento Browniano e a Equação

de Laplace. Existe uma relação mais profunda entre este processo e esta

equação diferencial parcial ?

(ii) É posśıvel utilizar abordagens parecidas para outras EDP’s ? Existem

outros processos que podem nos auxiliar nessa busca por fórmulas para

soluções de EDP’s ?

Os próximos caṕıtulos revelam as respostas para essas questões.
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3
Difusões de Itô

Neste caṕıtulo, definiremos as difusões de Itô e mostraremos que se tra-

tam de uma classe de processos estocásticos que permitirá uma generalização

das ideias usadas no caṕıtulo anterior. A cada difusão de Itô Xt será associado

um operador eĺıptico L que de certa forma carrega informação sobre a difu-

são. Em particular, para o movimento Browniano, o operador associado será

L = 1
2
∆, onde ∆ é o operador Laplaciano. Mostraremos a Fórmula de Dynkin,

que desempenhará um papel decisivo no caṕıtulo seguinte.

3.1
Definição

Definição 3.1. Uma difusão de Itô n-dimensional é um processo estocástico

que satisfaz uma equação diferencial estocástica da formadXt = b(Xt)dt+ σ(Xt)dBt

X0 = x

onde Bt = B0
t é o movimento Browniano com B0

0 = 0 ∈ Rm, x ∈ Rn,

b : Rn → Rn e σ : Rn → Rn×m tais que

|b(x)− b(y)|+ |σ(x)− σ(y)| ≤ D(|x− y|); x, y ∈ Rn

para alguma constante D. Ver Teorema E.1 para existência e unicidade da

solução.

Observação. Para melhor entendimento do significado da integral∫ t

0

σ(Xs)dBs (3.1.1)

e suas propriedades, ver apêndice E.
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Exemplo 3.1. Dado x ∈ Rn, o Movimento Browniano Bx
t é solução dedXt = dBt

Xt = x

Aqui, b = (0, . . . , 0) ∈ Rn e σ = In×n. Portanto, o movimento Browniano

é uma difusão de Itô.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−2.5

−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

t

B
(t

)

Figura 3.1: Realizações do movimento Browniano começando em 0 (n = 1). A curva
azul representa E[B(t)].

Exemplo 3.2. Considere m = 1. Usando a fórmula de Itô (ver E.7) vemos

que o processo Nt = x · e(r−α
2

2
)t+αBt é solução dedNt = r ·Ntdt+ α ·NtdBt

N0 = x

onde r, α, x ∈ R. A difusão Nt é chamada movimento Browniano geométrico.

Exemplo 3.3. Considere m = 1. O processo de Ornstein-Uhlenbeck

Xt = x · eµt +

∫ t

0

σ · e−µ(s−t)dBs (3.1.2)

é solução de dXt = µ ·Xtdt+ σdBt

X0 = x
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

1
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3
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8

9

t

N
(t

)

Figura 3.2: Realizações do movimento Browniano geométrico com parâmetros r =
9/8, α = 1/2 e x = 1. A curva azul representa E[N(t)].

onde µ, σ, x ∈ R.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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t

X
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)

Figura 3.3: Realizações do processo de Oernstein-Uhlenbeck com parâmetros µ = 2
e σ = x = 1. A curva azul representa E[X(t)].
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3.2
Propriedade de Markov para difusões de Itô

Uma caracteŕıstica importante das difusões de Itô é que estas acabam

por ser também processos de Markov. Isso significa que satisfazem uma

propriedade que basicamente diz: o comportamento do processo no passado

não influencia em seu comportamento futuro, apenas o presente importa. Nesta

seção, omitiremos alguns detalhes técnicos das demonstrações visando maior

clareza do texto.

Notação: Escreveremos

Xs,x
t := x+

∫ t

s

b(Xs,x
u )du+

∫ t

s

σ(Xs,x
u )dBu ∀t ≥ s

para a solução dedXt = b(Xt)dt+ σ(Xt)dBt ∀t ≥ s

Xs = x.

Denotaremos Ft como a σ-álgebra gerada por {Bs : s ≤ t}. Ainda, dado

um tempo de parada τ com respeito a Ft, Fτ será a σ-álgebra gerada por

{Bs∧τ : s ≥ 0}. Assumiremos sempre que Ft = Ft+ e que (Ω,F , P ) é completo.

Proposição 3.1. Propriedade de Markov: Dado x ∈ Rn. Seja f : Rn → R
uma função mensurável e limitada. Então para quaisquer t, h ≥ 0 vale

E[f(Xx
t+h)|Ft](ω) = E[f(X

Xx
t (ω)

h )]

Observação 3.1. A igualdade acima é em quase todo ponto ω uma vez que a

esperança condicional é unica a menos de um conjunto de medida nula (ver

Proposição A.1).

Demonstração.

Fato 1: Dados s, h > 0. Xs,x
s+h e Xx

h possuem as mesmas funções de

distribuição de dimensão finita.

Isso acontece pois Xx
t é solução dedXt = b(Xt)dt+ σ(Xt)dBt ∀t > 0

X0 = x

e Xs,x
s+h é solução de

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1412637/CA
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dXt = b(Xt)dt+ σ(Xt)dB̃t ∀t > s

Xs = x

onde B̃r = Bs+r − Bs. Portanto são duas soluções fracas da mesma

equação (ver Proposição E.9 para unicidade fraca).

Fato 2: Dados t, h > 0 , então Xx
t+h = X

t,Xx
t

t+h q.t.p.

Isso acontece pois, dado com r ≥ t

Xx
r = x+

∫ r

0

b(Xx
s )ds+

∫ r

0

σ(Xx
s )dBs

= Xx
t +

∫ r

t

b(Xx
s )ds+

∫ r

t

σ(Xx
s )dBs

e portanto, {Xx
r }r≥t é solução(forte) dedXr = b(Xr)dt+ σ(Xr)dBt ∀r > t

Xt = Xx
t

Em particular, Xx
t+h = X

t,Xx
t

t+h q.t.p concluindo a demonstração do fato 2.

Dados t, h > 0, seja g(z, ω) = f(X t,z
t+h(ω)).

Fato 3: Para z fixo, g(z, ·) é variável aleatória independente de Ft.

A difusão {X t,z
r }r≥t é solução de

dXr = b(Xr)dr + σ(Xr)dB̃r (3.2.1)

onde B̃r = Br −Bt é também o movimento Browniano (ver seção D).

Assim, X t,z
t+h é mensurável com respeito a σ-álgebra F̃t+h gerada por

{Br − Bt; t ≤ r ≤ t + h}. Uma vez que, para todo r ∈ (t, t + h], Br − Bt é

independente de Bs para todo s ∈ [0, t] então X t,z
t+h é independente de Ft assim

como f(X t,z
t+h).

Fato 4: A função g é B × F -mensurável e pode ser aproximada (q.t.p)

por funções limitadas do tipo

gn(z, ω) =
∑

φk(z) · ψk(ω)

Levando em consideração esses quatro fatos e as propriedades da espe-

rança condicional (ver apêndice A) temos
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E[f(Xx
t+h)|Ft](ω) = E[f(X

t,Xx
t

t+h )|Ft](ω)

= E[g(Xx
t , ·)|Ft](ω)

= E[ lim
n→∞

gn(Xx
t , ·)|Ft](ω)

= lim
n→∞

E
[∑

φk(X
x
t ) · ψk|Ft

]
(ω)

= lim
n→∞

∑
φk(X

x
t (ω))E[ψk|Ft](ω)

= E
[

lim
n→∞

∑
φk(X

x
t (ω))ψk|Ft

]
(ω)

= E[g(Xx
t (ω), ·)|Ft](ω)

= E[f(X
t,Xt(ω)
t+h )]

= E[f(X
Xx
t (ω)

h )]

onde as igualdades acima são todas q.t.p.

Com uma demonstração inteiramente análoga a anterior, podemos gene-

ralizar o resultado acima.

Proposição 3.2. Propriedade forte de Markov: Dado x ∈ Rn. Seja

f : Rn → R uma função mensurável e limitada e τ um tempo de parada

com respeito a Ft tal que τ <∞ q.t.p. Então

E[f(Xx
τ+h)|Fτ ](ω) = E[f(X

Xx
τ (ω)

h )] ∀h > 0.

onde Fτ é a σ-álgebra gerada por {Bτ∧s : s ≥ 0}.

Usando indução em k ∈ N, podemos generalizar ainda mais o resultado

para

E[f1(Xx
τ+h1

) · · · fk(Xx
τ+hk

)|Fτ ](ω) = E[f1(X
Xx
τ (ω)

h1
) · · · fk(XXx

τ (ω)
hk

)] ∀hi > 0

onde fi : Rn → R é limitada e mensurável para i = 1, . . . , k.

Considere H = {X : Ω → Rn; X ∈ M∞}, onde M∞ é a σ-álgebra

gerada por {Xt; t ≥ 0}. Para t > 0 defina o operador shift

θt : H → H

da seguinte maneira:

Se η̇ = g1(Xt1)...gk(Xtk) (gi : Rn → R mensuráveis), então
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θtη̇ = g1(Xt+t1)...gk(Xt+tk).

As demais funções de H podem ser aproximadas (q.t.p) por somas de

funções do tipo η̇ e nesse caso para η ∈ H arbitrária, o shift θt fica definido

como:

θtη = lim
n→∞

θtηn

onde o limite é q.t.p e para todo n ∈ N, ηn é soma de funções da forma η̇.

Usando essa notação, a propriedade de Markov se escreve da seguinte

maneira: para qualquer η ∈ H limitada vale

Ex[θτη |Fτ ] = EXx
τ [η] (3.2.2)

onde (θτη)(ω) = (θtη)(ω) quando τ(ω) = t e o exponente do valor esperado

apenas serve para esclarecer o ponto inicial da difusão em cada lado da

igualdade.

3.3
Propriedade do Valor Médio (generalizada)

Seja D um aberto de Rn, x ∈ D e considere Xx
t difusão de Itô. Seja

B uma bola aberta de centro em x tal que o fecho está em contido em D e

f : Rn → R uma função limitada e cont́ınua.

Definam-se

τB = inf{t > 0;Xx
t /∈ B};

τD = inf{t > 0;Xx
t /∈ D};

ϕ(x) = E[f(Xx
τD

)].

Lembramos que τD, τB são tempos de parada com respeito ao filtro Ft+ ,

onde Ft é a σ−álgebra gerada por Bs, s ≤ t. (ver Seção B). Além disso, se

τD <∞ q.t.p., então, por continuidade, τB <∞, q.t.p..

A propriedade forte de Markov nos permite obter o seguinte resultado

Proposição 3.3. Se τD <∞ q.t.p., então

ϕ(x) =

∫
∂B

ϕ(y)dµxB(y), (3.3.1)

onde µxB(E) := P (Xx
τB
∈ E), para todo E ⊂ ∂B Borel mensurável.

Dizemos que µxB é a medida harmônica de Xx
t sobre ∂B e dizemos

também que ϕ(·) = E[f(X ·τD)] satisfaz a propriedade do valor médio (3.3.1).
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A justificativa para esta nomenclatura é que a Proposição 3.3 consiste em uma

generalização da propriedade clássica do valor médio (ver Proposição 2.1) como

explicaremos em seguida. De fato, no caso particular do movimento Browniano,

µxB = P (Bx
τB
∈ ·) é uma medida probabilidade invariante por rotações nos

Borelianos da esfera ∂B: dada uma rotação da esfera, equivalentemente, uma

transformação ortogonal de A de Rn, e um Boreliano E de ∂B

P (Bx
τB
∈ A(E)) = P (A−1Bx

τB
∈ E)

= P (Bx
τB
∈ E),

onde na última igualdade usamos a invariância do movimento Browniano

para transformações ortogonais (ver propriedade (vi) na seção D). Então,

conclúımos que dµxG = dS onde dS é a usual medida de superf́ıcie de Lebesgue

normalizada da esfera. Ver em [7], p. 78 para definição da medida de Lebesgue

na esfera (que é invariante por rotações) e teorema 11.9 para unicidade da

medida invariante por rotações. Assim, temos a propriedade clássica do valor

médio

ϕ(x) =

∫
∂B

ϕ(y)dS(y),

como pretendido.

Acabamos de mostrar que F definida em (2.2.3) satisfaz a condição (i)

da seção 2.2.

Demonstração. Afirmamos que

(θtf(Xx
τD

)) · 1{t<τD} = f(Xx
τD

) · 1{t<τD}. (3.3.2)

De fato, defina

fk =
∑
j

f(Xx
tj

) · 1[tj ,tj+1)(τD)

onde tj = j
2k

com j, k ∈ {0, 1, 2, . . .}. Claramente, fk converge para f(Xx
τD

)

q.t.p., portanto

(θtf(Xx
τD

)) · 1{t<τD} = lim
k→∞

(θtfk) · 1{t<τD} (3.3.3)

Temos que (θt1[tj ,tj+1)(τD)) · 1{t<τD} = 1[t+tj ,t+tj+1)(τD) · 1{t<τD}. Essa

igualdade não é trivial, e sua justificativa se encontra na observação B.2. Assim,
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(θtf(Xx
τD

)) · 1{t<τD} = lim
k→∞

(θtfk) · 1{t<τD}

= lim
k→∞

∑
j

f(Xx
t+tj

) · 1[t+tj ,t+tj+1)(τD) · 1{t<τD}

= f(Xx
τD

) · 1{t<τD}

Pela continuidade dos caminhos de Xx
t , τB < τD q.t.p. e portanto

θτBf(Xx
τD

) = f(Xx
τD

). Além disso, pela propriedade de Markov forte

ϕ(x) = E[f(Xx
τD

)]

= E[E[θτBf(Xx
τD

)|FτB ]]

= E[E[f(X
Xx
τB

τD )]]

= E[ϕ(Xx
τB

)]

=

∫
∂B

ϕ(y)P (Xx
τB
∈ dy),

como queŕıamos mostrar.

3.4
Gerador de uma difusão de Itô

Definição 3.2. Dada uma difusão de Itô n-dimensional Xt. Definimos o

gerador(infinitesimal) de Xt como

Af(x) = lim
t→0

E[f(Xx
t )]− f(x)

t
; x ∈ Rn.

O conjunto de funções f : Rn → R tais que o limite existe para todo x ∈ Rn

será denotado por DA.

A proposição a seguir nos ajudará a encontrar uma expressão para o

gerador.

Proposição 3.4. Dado x ∈ Rn, seja Y x
t um processo estocástico da forma

Y x
t = x+

∫ t

0

u(s, ·)ds+

∫ t

0

v(s, ·)dBs

com u e v satisfazendo as hipóteses da proposição E.8. Seja f ∈ C2
0(Rn)

e seja τ um Ft-tempo de parada tal que E[τ ] < ∞. Assuma que quando

Y x
t (ω) ∈ supp(f), u(t, ω) e v(t, ω) são limitadas. Então
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E[f(Y x
τ )] = f(x)+E

[∫ τ

0

(
n∑
i=1

ui(s, ω)fxi(Y
x
s ) +

1

2

∑
i,j

(vvT )i,j(s, ω)fxixj(Y
x
s )

)
ds

]

Demonstração. Pela fórmula de Itô (ver proposição E.8) e simplificando a

notação para Yt = Y x
t

df(Yt) =
∑
i

∂f

∂xi
(Yt)dYi +

1

2

∑
i,j

∂2f

∂xi∂xj
(Yt)dYidYj ,

onde

dYi = uidt+ vi1dB1 + . . .+ vimdBm

e

dYi · dYj = vi1vj1dt+ . . .+ vimvjmdt.

Temos assim,

df(Yt) =

(
n∑
i=1

fxi(Yt)ui +
1

2

∑
i,j

(vvT )ijfxixj

)
dt+

∑
i,j

fxi(Yt) · vijdBj

e portanto,

f(Yt) = f(x)+

∫ t

0

(
n∑
i=1

fxi(Ys)ui +
1

2

∑
i,j

(vvT )ijfxixj(Ys)

)
ds+

∑
i,j

∫ t

0

fxi(Yt)·vijdBj.

Dessa forma,

E[f(Yτ )] = f(x)+E

[∫ τ

0

(
n∑
i=1

fxi(Ys)ui +
1

2

∑
i,j

(vvT )ijfxixj(Ys)

)
ds

]
+
∑
i,j

E

[∫ τ

0

fxi(Yt) · vijdBj

]
.

Basta mostrar que o último somatório vale zero. De fato cada parcela do

somatório vale zero.

Sendo g : Rn → R mensurável e |g| < M ∈ R temos

E

[∫ τ∧k

0

g(Ys)dBj

]
= E

[∫ k

0

1{s<τ}g(Ys)dBj

]
= 0

Fazendo k → ∞ temos que
∫ τ∧k

0
g(Ys)dBj →

∫ τ
0
g(Ys)dBj em L2(P ) e

portanto
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E

[∫ τ

0

g(Ys)dBj

]
= 0

Como desejado.

Com esse resultado, provamos

Teorema 3.1. Seja Xt uma difusão de Itô (dXt = bdt+σdBt). Se f ∈ C2
0(Rn)

então f ∈ DA e

Af(x) =
n∑
i=1

fxi(x)bi(x) +
1

2

∑
i,j

(σσT )ij(x)fxixj(x)

Demonstração.

Seja t > 0. Aplicamos a proposição 3.4 com τ = t e temos,

E[f(Xx
t )] = f(x)+E

[∫ t

0

(
n∑
i=1

bi(X
x
s )fxi(X

x
s ) +

1

2

∑
i,j

(σσT )i,j(X
x
s )fxixj(X

x
s )

)
ds

]

Assim,

Af(x) = lim
t→0

E[f(Xx
t )]− f(x)

t

= lim
t→0

E
[∫ t

0

(∑n
i=1 bi(Xs)fxi(Xs) + 1

2

∑
i,j(σσ

T )i,j(Xs)fxixj(Xs)
)
ds
]

t

=E

d
(∫ t

0

∑n
i=1 bi(Xs)fxi(Xs) + 1

2

∑
i,j(σσ

T )i,j(Xs)fxixj(Xs)ds
)

dt
(0)


=

n∑
i=1

bi(x)fxi(x) +
1

2

∑
i,j

(σσT )i,j(x)fxixj(x)

onde na segunda igualdade usamos o teorema da convergência dominada

e na terceira utilizamos o teorema fundamental do cálculo.

Aplicando o último resultado aos exemplos dados na seção 3.1 temos que

(i)

Af(x) =
1

2

n∑
i=1

fxixi(x) =
1

2
∆f(x)

quando f ∈ C2
0(Rn) e Xt é o movimento Browniano n-dimensional.

(ii)

Af(x) =
α2x2

2
f ′′(x) + rxf ′(x)

quando f ∈ C2
0(R) e Xt é o movimento Browniano geométrico.
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(iii)

Af(x) =
σ2

2
f ′′(x) + µxf ′(x)

quando f ∈ C2
0(R) e Xt é o processo de Ornstein Uhlenbeck.

Para um melhor entendimento da relação entre uma difusão e seu gerador

suponha f ∈ DA. Por definição

Af(x) = lim
t→0

E[f(Xx
t )]− f(x)

t
x ∈ Rn,

que equivale a dizer que

E[f(Xx
t )]− f(x) = t · Af(x) + o(t) x ∈ Rn, t > 0.

Pela propriedade de Markov,

E[f(Xx
t+h)|Ft]− f(Xx

t ) = E[f(X
Xx
t

h )]− f(Xx
t )

portanto,

E[f(Xx
t+h)|Ft] = f(Xx

t ) + h · Af(Xx
t ) + o(h).

A expressão acima nos remete a expansão de Taylor de primeira ordem e

assim o gerador nos permite uma aproximação para o comportamento médio

variável aleatória f(Xx
t ) para tempos próximos a t.

3.5
Fórmula de Dynkin

Sendo f ∈ C2
0(Rn) e τ um tempo de parada com respeito a {Ft} tal que

E[τ ] <∞. Então juntando o Teorema 3.1 e a demonstração da proposição 3.4

temos

E[f(Xx
τ )] = f(x) + E

[∫ τ

0

Af(Xx
s )ds

]
. (3.5.1)

Nesta dissertação, chamamos a (3.5.1) de fórmula de Dynkin.

Observação 3.2. Se τ for o tempo de sáıda de um conjunto limitado e

Ex[τ ] < ∞, então podemos considerar os últimos resultados para quaisquer

funções f ∈ C2(Rn).

Uma aplicação da fórmula de Dynkin:
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Seja Bt o movimento Browniano começando em a ∈ Rn e assuma que

|a| < R. Qual o valor esperado para o primeiro tempo de sáıda τK onde,

K = {x ∈ Rn; |x| < R} , τK = inf{t ∈ (0,∞);Bt /∈ K}?

Ideia: Quem é E[τK ] ?

Podemos pensar em E[τK ] =
∫

Ω
τKdP , porém não sabemos como ope-

rar com essa integral de forma fácil. Podemos também considerar que

E[τK ] = E[
∫ τK

0
ds] e essa abordagem parece ser acesśıvel a partir da fór-

mula de Dynkin. Basta encontrar uma função f ∈ C2 para qual o Laplaciano

seja constante.

Aparece um problema. Queremos calcular E[τK ] usando a fórmula de Dynkin,

porém essa fórmula resulta de hipóteses sobre E[τK ](este tem que ser finito).

Para resolver tal problema podemos aproximar τK por σk = min(k, τK) com

k ∈ N. Claramente, limk→∞ σk = τK (q.t.p).

Considere f ∈ C2
0(Rn), tal que f(x) = |x|2 em K. Então ∆f(x) = 2n em

K e aplicando Dynkin, temos

E[f(Bσk)] = |a|2 + n · Ea[σk]

e portanto,

E[σk] =
1

n
(Ea[f(Bσk)]− |a|2)

≤ 1

n
(R2 − |a|2) <∞

para todo k ∈ N.

Pelo Lema de Fatou, temos que E[τK ] é finito e portanto podemos usar

novamente a fórmula de Dynkin concluindo que

E[τK ] =
1

n
(R2 − |a|2).

Assim, usamos a fórmula de Dynkin para mostrar que os caminhos do

movimento Browniano saem, em tempo finito, de uma bola K com probabili-

dade total. Conseguimos também calcular o tempo médio que o processo leva

para sair.
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4
O problema de Dirichlet para operadores eĺıpticos

Neste caṕıtulo, usaremos a teoria das difusões de Itô para finalmente

encontrar a representação estocástica da solução do Problema de Dirichlet para

um operador eĺıptico L. Enunciaremos o problema e estabeleceremos condições

suficientes sobre o operador L e a fronteira do domı́nio D que resultarão

na existência e unicidade da solução do problema. Em seguida enunciaremos

alguns resultados sobre matrizes de funções que nos ajudarão a encontrar a

difusão de Itô Xt que possui L como gerador. Por fim, usaremos a fórmula de

Dynkin, que nos permitirá obter uma fórmula para a solução.

4.1
O problema de Dirichlet e resultados auxiliares

Considere o operador diferencial L da forma

Lu(x) =
1

2

n∑
i,j=1

aij(x)
∂2u(x)

∂xi∂xj
+

n∑
i=1

bi(x)
∂u(x)

∂xi
+ c(x)u(x)

com coeficientes reais definidos em um aberto D ∈ Rn.

Definição 4.1. Dizemos que L é eĺıptico em D quando a matriz (aij(x)) é

positiva definida, i.e, é simétrica e

n∑
i,j=1

aij(x)ξiξj > 0

para todo x ∈ D, ξ ∈ Rn, ξ 6= 0.

Se existe µ > 0 tal que

n∑
i,j=1

aij(x)ξiξj ≥ µ|ξ|
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para todo x ∈ D e ξ ∈ Rn, então dizemos que L é uniformemente eĺıptico

em D.

No que segue consideramos D um aberto e limitado em Rn. Dado um

operador eĺıptico L, considere o problema de Dirichlet :

Encontrar uma função u ∈ C2(D) ∩ C(D̄) tal que

Lu(x) = f(x) em D (4.1.1)

u(x) = φ(x) em ∂D. (4.1.2)

onde f ∈ C(D) e φ ∈ C(∂D).

Definição 4.2. Uma barreira wy(x) em um ponto y ∈ ∂D é uma função

cont́ınua não-negativa em D̄ tal que se x 6= y então wy(x) > 0, wy(y) = 0 e

Lwy(x) ≤ −1.

Observação 4.1. Se existe uma bola B tal que B∩D = ∅ e B∩ D̄ = {y}, então

wy(x) = k(|x0 − y|−p − |x− y|−p), (x0 = centro de B) (4.1.3)

é uma barreira em y quando k e p são suficientemente grandes. Além disso,

não é dif́ıcil mostrar que quando ∂D é C2 então para todo y ∈ ∂D existe uma

bola B tal que B ∩D = ∅ e B ∩ D̄ = {y}.

Teorema 4.1. Considere L uniformemente eĺıptico em D e que

– c(x) ≤ 0 para todo x ∈ D,

– aij, bi, c e f são uniformemente Hölder cont́ınuas com expoente α ∈ (0, 1]

em D̄,

– cada ponto de ∂D possui uma barreira,

– φ é cont́ınua em ∂D.

Então existe uma única solução u ∈ C2(D) ∩ C0(D̄) para o problema de

Dirichlet.

Ver seção 10.3 em [8] para a demonstração da existência e seção 6.2 em

[9] para a unicidade (que segue do chamado prinćıpio do máximo).

A álgebra linear básica nos diz que se a é uma matriz n × n positiva

definida, então existe uma única matriz σ positiva definida tal que a = σσ.

Quando a matriz a depende de um parâmetro, a = a(x), então σ = σ(x).
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O seguinte resultado nos mostra como a regularidade das entradas de a(x)

implicam a regularidade das entradas de σ(x). Dado α ∈ (0, 1], denotaremos

por Cm+α(D) o espaço das funções que estão em Cm(D), cujas derivadas de

ordem m são Hölder cont́ınuas com expoente α. Lembramos que quando α = 1

a condição de Hölder e a de Lipschitz são equivalentes.

Proposição 4.1. Seja D ⊂ Rn aberto. Se a(x) é positiva definida para todo

x ∈ D e se aij ∈ Cm+α(D) para todo i, j e 0 < α ≤ 1, então as entradas de

σ(x) pertencem a Cm+α(D).

Ver seção 6.1 em [9] para demonstração.

4.2
Representação estocástica da solução do problema de Dirichlet

Seja D um domı́nio limitado em Rn com fronteira ∂D ∈ C2, L um

operador uniformemente eĺıptico tal que aij e bi são uniformemente Lipschitz

em D̄ e c = 0.

Consideramos o problema de Dirichlet para f Hölder cont́ınua em D̄ e φ

cont́ınua em ∂D. Diante da Observação 4.1 podemos usar o teorema 4.1 que

nos garante a existência de uma solução u que é única.

Trataremos agora de encontrar uma representação para essa solução

usando uma difusão de Itô Xt que possui L como gerador.

Teorema 4.2. A solução u do problema de Dirichlet pode ser representada

pela seguinte fórmula

u(x) = E[φ(Xx
τD

)]− E
[∫ τD

0

f(Xx
s )ds

]
. (4.2.1)

onde Xt é uma difusão de Itô que possui L como gerador.

Demonstração. Podemos aplicar a proposição 4.1 para encontrar uma matriz

σ(x) Lipschitz tal que σ(x)σ(s) = a(x) para todo x ∈ D. Estendemos σ e b

para todo o Rn (é posśıvel pois são Lipschitz). Agora, dado x ∈ D consideramos

Xx
t a solução, que existe e é única (ver Teorema E.1), dedXt = b(Xt)dt+ σ(Xt)dBt

X0 = x

Dado ε > 0, seja Vε = {y ∈ Rn; d(x, ∂D) < ε} e Dε = D − Vε. Tomamos

ε suficientemente pequeno para que x ∈ Dε. Seja v ∈ C2(Rn) tal que v = u em

Dε/2. Considere τε o tempo de sáıda de Dε. Usando a Fórmula de Dynkin e o

fato que L é o gerador de Xx
t em C2

0(Rn) (teorema 3.1), conclúımos que para

todo t > 0
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E[v(Xx
τε∧t)] = v(x) + E

[∫ τε∧t

0

Lv(Xx
s )ds

]
.

E portanto,

E[u(Xx
τε∧t)] = u(x) + E

[∫ τε∧t

0

Lu(Xx
s )ds

]
.

Fazendo ε→ 0 e usando o teorema da convergência limitada,

u(x) = E[u(Xx
τD∧t)]− E

[∫ τD∧t

0

f(Xx
s )ds

]
Se, além disso, mostramos que E[τD] <∞ então podemos tomar o limite

quando t→∞ e usar o teorema da convergência limitada novamente e teremos

u(x) = E[φ(Xx
τD

)]− E
[∫ τD

0

f(Xx
s )ds

]
Para mostrar que E[τD] <∞ considere a função h : Rn → R tal que

h(x) = − exp(λ · x1) ∀x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn

onde λ é uma constante positiva.

Temos que

L(h(x)) = −λ · exp(λ · x1)

(
λ · a11(x)

2
+ b1(x)

)
(4.2.2)

Podemos tomar λ grande o suficiente para L(h) ≤ −1 em D. Aplicando

a fórmula de Dynkin temos

E[h(Xx
τD∧t)]− h(x) =E

[∫ τD∧t

0

Lh(Xx
s )ds

]
≤− E[τD ∧ t]

para todo t > 0.

Se K > 0 é uma cota superior para |h| em D então E[τD ∧ t] ≤ 2K.

Fazendo t → ∞ e usando o teorema da convergência monótona temos

E[τD] ≤ 2K <∞.

A solução (4.2.1) confirma a solução sugerida para o problema 2.2. De

fato, F satisfaz ∆F = 0 se, e somente se, satisfaz ∆
2
F = 0. Quando L = ∆

2
,

temos b = 0 e a é a matriz identidade. Nessas condições, σ também é a matriz

identidade e portanto a difusão de Itô Xx
t = Bx

t possui L como gerador. Dessa
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forma, u(x) = E[φ(Bx
τD

)] = F (x) é a solução do problema 2.2.

Observação 4.2. No caso mais geral em que c é não nulo, mas tal que:

c ≤ 0, c é uniformemente Hölder cont́ınua em D

de modo a nos manter ainda no contexto de existência e unicidade

do teorema 4.1, um argumento muito semelhante pode ser utilizado para

mostrar que a única solução em C2(D) ∩ C(D) do problema de Dirichlet fica

representada (ver seção 6.5 em [9]) por

u(x) = E

[
φ(Xx

τD
) exp

(∫ τD

0

c(Xx
s )ds

)]
− E

∫ τD

0

f(Xt) exp (c(Xx
s )) dt

A representação (4.2.1) nos permite analisar numericamente as soluções

do problema de Dirichlet usando métodos estat́ısticos como Monte Carlo. Em

dimensões altas o método de Monte Carlo é mais eficiente que os métodos

numéricos convencionais como diferenças finitas. Além disso, uma mesma

simulação da difusão de Itô permite a análise numérica para o problema com

diferentes condições de fronteira, enquanto as iterações de diferenças finitas

deveriam ser repetidas para cada função φ.

Também é posśıvel usar as difusões de Itô para encontrar a representação

estocástica da solução do problema de Cauchy para equações parabólicas (ver

caṕıtulo 6 em [9] e seção 8.2 em [10]). Nesse caso, a representação estocástica

da solução é clássica Fórmula de Feynman-Kac.
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A
Esperança Condicional

Definição A.1. Seja (Ω,U , P ) um espaço de probabilidade e considere V uma

σ-álgebra contida em U . Se X : Ω → Rn é uma variável aleatória integrável,

definimos a esperança condicional de X em relação a V como qualquer

variável aleatória E[X|V ] que satisfaça

(i) E[X|V ] é V-mensurável, e

(ii)
∫
A
XdP =

∫
A
E[X|V ]dP para todo A ⊂ V .

Temos o seguinte resultado sobre existência e unicidade da esperança

condicional cuja demonstração pode ser encontrada na seção 5.1 em [11].

Proposição A.1. Seja X uma variável aleatória integrável. Então para cada

σ-álgebra V ⊂ U , a esperança condicional E[X|V ] existe é única a menos de

conjuntos V-mensuráveis de probabilidade nula.

Notação: Usaremos E[X|Y ] no caso em que V for a σ-álgebra gerada por

uma variável aleatória Y . Ou seja E[X|Y ] = E[X|σ(Y )].

Exemplo A.1. Considere uma variável aleatória discreta Y =
∑m

i=1 ai · 1{Ai}
definidas num espaço de probabilidade (Ω,U , P ). Portanto

Y =



a1 em A1

a2 em A2

...

am em Am

onde a1, a2, . . . , am são números reais distintos, A1, A2, . . . , Am são eventos

com probabilidade não nula e formam uma partição de Ω.
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Seja X uma outra variável aleatória integrável em Ω. Temos que σ(Y ) é

finita e portanto, a condição (i) implica que E[X|Y ] tem que ser uma variável

aleatória discreta e constante em cada Ai (uma vez que esses eventos geram a

σ-álgebra). A condição (ii) implica que

E[X|Y ] =



1
P (A1)

∫
A1
XdP em A1

1
P (A2)

∫
A2
XdP em A2

...

1
P (Am)

∫
Am

XdP em Am

ou seja, E[X|Y ] =
∑m

i=1

1{Ak}
P (Ai)

∫
Ai
XdP .

Abaixo, listamos algumas propriedades da esperança condicional. Ver

também seção 5.1 em [11] para as demonstrações.

Seja X variável aleatória integrável.

(a) E[E[X|V ]] = E[X]

(b) E[X] = E[X|W ] quando W é a σ-álgebra trivial.

(c) Se X é V-mensurável, então E[X|V ] = X.

(d) Se a ∈ R é constante, então E[aX + Y |V ] = aE[X|V ] + E[Y |V ]

(e) Se X é V-mensurável e Y,XY integráveis, então E[XY |V ] = XE[Y |V ].

(f) Se X é independente de V , então E[X|V ] = E[X] .

(g) Se W ⊂ V , então

E[X|W ] = E[E[X|V ]|W ] = E[E[X|W ]|V ].

(h) Se X ≤ Y q.t.p então E[X|V ] ≤ E[Y |V ].

Observação. Uma vez que a esperança condicional está definida a menos

de um conjunto de medida nula, as igualdades acima são todas q.t.p..
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B
Filtros, martingais e tempos de parada

Definição B.1. Seja (Ω,F , P ) um espaço de probabilidade. A uma sequência

de sigma álgebras {Fn}n∈N tal que

Fn−1 ⊂ Fn ⊂ F para todo n ∈ N,

chamamos filtro discreto.

Definição B.2. Seja (Ω,F , P ) um espaço de probabilidade. A uma famı́lia de

sigma álgebras {Ft}t≥0 tal que

Fs ⊂ Ft ⊂ F para todo 0 ≤ s ≤ t,

chamamos filtro.

Definição B.3. Seja {Xt}t≥0 um processo estocástico em Rn tal que, para

todo t ≥ 0, E[|Xt|] <∞. Considere {Ft}t≥0 um filtro. Se

(i) Xt ∈ Ft para todo t ≥ 0 e

(ii) Xs = E[Xt|Fs] q.t.p, para todo t ≥ s ≥ 0

chamamos {Xt}t≥0 de martingal com respeito a {Ft}.

Observação B.1. Usando as propriedades da esperança condicional se conclui

facilmente que um martingal Xt possui média constante, i.e,

E[Xt] = E[Xs] ∀t, s ≥ 0.

Teorema B.1. Desigualdade de Doob para martingais cont́ınuos. Se

Mt é um martingal com caminhos cont́ınuos q.t.p, i.e, o conjunto dos caminhos

ω para os quais Mt(ω) é cont́ınuo em t possui medida total. Então para todo

p ≥ 1, T ≥ 0 e todo λ > 0
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P [ sup
0≤t≤T

|Mt| ≥ λ] ≤ 1

λp
· E[|MT |p]

Este teorema está demonstrado em [12], Teorema II.1.7.

Definição B.4. Considere o filtro discreto {Fn}n≥N no espaço de probabili-

dade (Ω,F , P ). A uma variável aleatória τ : Ω → {N ∪ ∞} ⊂ R chamamos

tempo de parada discreto com respeito a {Fn} se

{τ = n} = {ω; τ(ω) = n} ∈ Fn, ∀n ∈ N.

Exemplo. Seja A ⊂ Zd limitado e considere o passeio aleatório começando

em z ∈ A, Szn. O primeiro tempo de sáıda de A

τA,z := min{n > 0;Szn /∈ A} (B.0.1)

é um tempo de parada com respeito ao filtro {Fn}n∈N onde Fn é a σ-álgebra

gerada por {S1, . . . , Sn}. De fato,

{τA,z = n} =

(
n−1⋂
k=0

{Szk ∈ A}

)
∩ {Szn ∈ A}c

e como {Szk ∈ A} ∈ Fk ⊂ Fn para todo k ∈ {0, . . . , n} então {τA,z = n} ∈ Fn.

Definição B.5. Dado o espaço de probabilidade (Ω,F , P ), considere o filtro

{Ft}t≥0 cont́ınuo à direita, i.e Ft = Ft+ , onde Ft+ = ∩h>0Ft+h. A uma variável

aleatória τ : Ω→ [0,∞] chamamos tempo de parada com respeito a {Ft} se

{ω; τ(ω) < t} ∈ Ft, ∀t ≥ 0.

A continuidade à direita do filtro nos dá o seguinte resultado

Proposição B.1. A variável aleatória τ : Ω→ [0,∞] é tempo de parada se e

somente se {τ ≤ t} ∈ Ft para todo t ≥ 0.

Demonstração. Se τ é tempo de parada, então

{τ ≤ t} =
⋂
n>N

{τ < t+ 1/n} ∈
⋂
n>N

Ft+1/n

para cada N . Logo, {τ ≤ t} ∈ Ft+ = Ft. Por outro lado, se {τ ≤ t} ∈ Ft para

todo o t, então

{τ < t} =
∞⋃
n=1

{τ ≤ t− 1/n} ∈ Ft,

pois Ft é crescente.
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As seguintes propriedades seguem diretamente das definições acima.

(a) Tempos determińısticos t ≥ 0 são tempos de parada com respeito a

qualquer filtro.

(b) Se S e T são tempo de parada, então S ∧ T e S ∨ T também o são.

(c) Se Tn é uma sequência crescente de tempos de parada, então supn Tn

também o é.

(d) Se Tn é uma sequência decrescente de tempos de parada, então infn Tn

também o é.

(e) Se S é um tempo de parada e t ≥ 0, então S + t também o é.

Os exemplos em que temos mais interesse são os do seguinte contexto:

– Xt é um processo estocástico com caminhos cont́ınuos q.t.p;

– Xt é adaptado a Ft, i.e., para todo o t, Xt é Ft-mensurável.

Definição B.6. Dado A ⊂ Rn, defina-se o primeiro tempo de sáıda

τA := inf{t > 0;Xt /∈ A},

e o primeiro tempo de entrada

TA := inf{t > 0;Xt ∈ A}.

Claramente, τAc = TA e τA = TAc .

Em geral, o primeiro tempo de sáıda (ou de entrada) para um Boreliano

qualquer é um tempo de parada. Indicamos a seção II.2 em [13] para os detalhes

desse resultado. De seguida mostramos os casos mais simples que são suficientes

neste documento.

Proposição B.2. (a) Se A é um aberto, então TA é um tempo de parada.

(b) Se A é um fechado, então TA é um tempo de parada.

Demonstração. Seja A um aberto. Se TA < t, então, Xs ∈ A para algum

s < t. Por continuidade dos caminhos, existe um racional r < t com Xr ∈ A.

Logo,

{TA < t} =
⋂

r racional <t

{Xr ∈ Km} ∈ Ft,

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1412637/CA
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onde {Km} é uma sequência crescente de fechados tais que A = ∪mKm. O

que prova a primeira parte. Se A é fechado, seja An = {x; d(x,A) < 1/n}.
Os Ans são abertos, portanto TAn é uma sequência de crescente de tempos de

parada e T := supn TAn também é um tempo de parada. Como TA ≥ TAn para

cada n, então TA ≥ T . Agora, ou T = ∞ e logo TA = ∞, ou T < ∞ e, por

continuidade dos caminhos, XT = limXTAn
. Como XTAn

pertence ao fecho de

Am para n ≥ m, então também XT pertence a esse fecho, para cada m. Donde

segue que XT ∈ A ou TA ≤ T . Em qualquer caso, TA = T , o que mostra a

segunda parte.

Assim, também o tempo de sáıda τA é um tempo de parada, para A

aberto ou fechado.

Observação B.2. Queremos mostrar que a igualdade

(θt1[tj ,tj+1)(τD)) · 1{t<τD} = 1[t+tj ,t+tj+1)(τD) · 1{t<τD}

é válida. Quando ω ∈ {t < τD}c a igualdade é clara. Seja ω ∈ {t < τD}.
Sejam também {rk}k∈N e {r̃k}k∈N enumerações de [0, tj) ∩ Q e [tj, tj+1) ∩ Q
respectivamente. Temos

1[tj ,tj+1)(τD))(ω) = 1{∀r∈[0,tj)∩QXx
r ∈D&∃s∈[tj ,tj+1)∩QXx

s /∈D}(ω)

= 1{∀r∈[0,tj)∩QXx
r ∈D}(ω) · 1{∃s∈[tj ,tj+1)∩QXx

s /∈D}(ω)

= 1{∀r∈[0,tj)∩QXx
r ∈D}(ω) · 1{∀s∈[tj ,tj+1)∩QXx

s ∈D}c(ω)

= 1{∀r∈[0,tj)∩QXx
r ∈D}(ω) · |1{∀s∈[tj ,tj+1)∩QXx

s ∈D}(ω)− 1|

= lim
i,j→∞

(
i∏

k=1

1{Xx
rk
∈D}(ω) ·

∣∣∣∣∣
j∏

k=1

1{Xx
r̃k
∈D}(ω)− 1

∣∣∣∣∣
)

Portanto,

θt1[tj ,tj+1)(τD))(ω) = lim
i,j→∞

θt

(
i∏

k=1

1{Xx
rk
∈D}(ω) ·

∣∣∣∣∣
j∏

k=1

1{Xx
r̃k
∈D}(ω)− 1

∣∣∣∣∣
)

= lim
i,j→∞

(
i∏

k=1

1{Xx
t+rk

∈D}(ω) ·

∣∣∣∣∣
j∏

k=1

1{Xx
t+r̃k

∈D}(ω)− 1

∣∣∣∣∣
)

= 1{∀u∈[t,t+tj)∩QXx
r ∈D&∃v∈[t+tj ,t+tj+1)∩QXx

s /∈D}(ω)

= 1{∀u∈[0,t+tj)∩QXx
r ∈D&∃v∈[t+tj ,t+tj+1)∩QXx

s /∈D}(ω)

= 1[t+tj ,t+tj+1)(τD(ω))
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C
Passeio aleatório

Definição C.1. Seja x ∈ Zd. Considere {Sxn}n∈N, uma sequência de variáveis

aleatórias definidas da seguinte maneira: Sx0 = x (q.t.p) e para n > 0,

Sxn = x+X1 +X2 + . . .+Xn = x+
n∑
i=1

Xi

onde, {Xj}j∈N é uma sequência de variáveis aleatórias independentes e identi-

camente distribuidas em Zd tais que

P (Xn = ei) = P (Xn = −ei) =
1

2d
, para i = 1, . . . , d

e {e1, . . . , ed} é a base canônica de Rd.

A sequência {Sxn} é um processo estocástico discreto chamado passeio

aleatório simples d-dimensional começando em x.

0 5 10 15 20 25
n

−5

−4

−3

−2

−1

0

S
_n

 

Figura C.1: Passeio aleatório começando em 0 (d=1).
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−1 0 1 2 3 4 5
x

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

y

Figura C.2: Passeio aleatório começando em (0,0) (d=2).

Abaixo, listamos algumas propriedades do passeio aleatório Sxn.

(i) E[Sxn] = x.

(ii) (homogeneidade) Para todo n,m, k ∈ N e x, y ∈ Zd,

P (Szn+k = y|Szn = x) = P (Szm+k = y|Szm = x)

(iii) (simetria) Para todo n, k ∈ N e x, y ∈ Zd,

P (Szn+k = y|Szn = x) = P (Szn+k = x|Szn = y)

(iv) Seja B ∈ Zd limitado. Então,

P (τB,x <∞) = 1, para todo x ∈ B.

onde τB,x = inf{n ∈ N : Sxn /∈ B} é o primeiro tempo de sáıda do conjunto

B definido no apêndice B.

Essa propriedade pode ser vista como“O passeio sai de qualquer conjunto

limitado em tempo finito”.

Observação C.1. Explicaremos a penúltima igualdade nas contas do fim da

seção 2.1.
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Queremos mostrar que, dados x ∈ A, y ∈ ∂A e z ∈ Ā com d(z, x) = 1,

então P (SxτA = y|Sx1 = z) = P (SzτA = y). Se z ∈ ∂A a igualdade é trivial.

Considere z ∈ A. Temos,

P (SxτA = y|Sx1 = z) =
P (SxτA = y ∩ Sx1 = z)

P (Sx1 = z)
= P (SxτA = y, Sx1 = z) · 2d.

Além disso,

{SxτA = y, Sx1 = z} = ({∃n > 2∀k ∈ {2, . . . , n− 1}Sxk ∈ A&Sxn = y} ∪ {Sx2 = y}) ∩ {Sx1 = z}

=

([
∞⋃
n>2

n−1⋂
k=2

{Sxk ∈ A} ∩ {Sxn = y}

]
∩ {Sx1 = z}

)
∪ ({Sx2 = y} ∩ {Sx1 = z})

=

[
∞⋃
n>2

n−1⋂
k=2

{z +X2 + . . .+Xk ∈ A} ∩ {z +X2 + . . .+Xn = y}

]
∩ {X1 = z − x} ∪ ({X2 = y − z} ∩ {X1 = z − x})

Seja X̃i−1 = Xi.

{SxτA,x = y, Sx1 = z} =

[
∞⋃
n>2

n−1⋂
k=2

{z +X2 + . . .+Xk ∈ A} ∩ {z +X2 + . . .+Xn = y}

]
∩ {X1 = z − x} ∪ ({X2 = y − z} ∩ {X1 = z − x})

=

[
∞⋃
n>2

n−1⋂
k=2

{z + X̃1 + . . .+ X̃k−1 ∈ A} ∩ {z + X̃1 + . . .+ X̃n−1 = y}

]
∩ {X̃0 = z − x} ∪ ({X̃1 = y − z} ∩ {X̃0 = z − x})

=

[
∞⋃
m>1

m−1⋂
l=1

{z + X̃1 + . . .+ X̃l ∈ A} ∩ {z + X̃1 + . . .+ X̃m = y}

]
∩ {X̃0 = z − x} ∪ ({z + X̃1 = y} ∩ {X̃0 = z − x})

= (S̃zτA = y) ∩ {X̃0 = z − x})

onde o passeio aleatório S̃zm = z + X̃1 + . . . + X̃m para todo m ∈ {1, 2, . . .}.
Como X̃0 é independente de S̃zm para todo m ∈ {1, 2, . . .}, temos que
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P (SxτA,x = y, Sx1 = z) = P ((S̃zτA = y) ∩ {X̃0 = z − x}))

= P (S̃zτA = y) · P (X̃0 = z − x)

=
P (S̃zτA = y)

2d

e portanto

P (SxτA = y|Sx1 = z) = P (S̃zτA = y) = P (SzτA = y).
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D
O movimento Browniano

Definição. Dado um espaço de probabilidade (Ω,F , P ), um processo esto-

cástico n-dimensional é uma famı́lia de variáveis aleatórias n-dimensionais

{Xt}t≥0 definidas em (Ω,F , P ). Um processo estocástico define um conjunto

de distribuições

νt1,··· ,tk(F1 × · · · × Fk) = P (Xt1 ∈ F1, · · · , Xtk ∈ Fk),

onde k ∈ N, 0 ≤ t1 ≤ . . . ≤ tk <∞ e Fi ∈ Rn é um boreliano. O chamamos de

conjunto das distribuições de dimensão finita de {Xt}.

Teorema D.1. Extensão de Kolmogorov. Para cada k ∈ N e 0 ≤ t1 ≤
. . . ≤ tk <∞, seja νt1,...,tk medida de probabilidade em Rk tal que

νtσ(1),...,tσ(k)(F1 × . . .× Fk) = νt1,...,tk(Fσ−1(1) × . . .× Fσ−1(k)) (D.0.1)

para todas as permutações σ sobre {1, 2, . . . , k} e

νt1,...,tk(F1×. . .×Fk) = νt1,...,tk,tk+1,...,tk+m(F1×. . .×Fk×Rn×. . .×Rn) (D.0.2)

para todo m ∈ N. Então existe um espaço de probabilidade (Ω,F , P ) e um

processo estocástico {Xt} em Ω tal que,

νt1,··· ,tk(F1 × · · · × Fk) = P (Xt1 ∈ F1, · · · , Xtk ∈ Fk),

para todo k ∈ N, 0 ≤ t1 ≤ . . . ≤ tk <∞ e todo boreliano Fi.

Ver [14] apêndice 1.

Definição D.1. Seja x ∈ Rn e defina

p(t, x, y) := (2πt)−
n
2 · exp(−|x− y|

2

2t
) para y ∈ Rn, t > 0
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Para 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ · · · ≤ tk definimos as medidas

νt1,··· ,tk(F1 × · · · × Fk) :=∫
F1×···×Fk

p(t1, x, x1)p(t2 − t1, x1, x2) · · · p(tk − tk−1, xk−1, xk)dx1 · · · dxk

onde dy = dy1 · · · dyk é a notação para a medida de Lebesgue em Rn e por con-

venção p(0, x, y)dy = δx(y). Estendemos essa definição para todas as sequências

finitas de t′is (não precisam ser crescentes) de forma que satisfaçam a condição

(D.0.1). As medidas definidas acima satisfazem as hipóteses do teorema da ex-

tensão de Kolmogorov e portanto, existe um espaço de probabilidade (Ω,F , P )

e um processo estocástico {Bx
t }t≥0 sobre (Ω,F , P ) tal que as distribuições de

dimensão finita de Bx
t são dadas por tais medidas. Tal processo é chamado

movimento Browniano n-dimensional começando em x.

A seguir, listaremos algumas das propriedades do movimento Browniano:

(i) Bx
0 = x (q.t.p).

(ii) E[〈Bx
t − x,Bx

s − x〉] = n · min(s, t), onde 〈 , 〉 representa o produto

interno usual em Rn.

(iii) Dados t > s ≥ 0, Bx
t − Bx

s possui distribuição Normal multivariada

N (x, (t − s) · In), i.e, a distribuição de Bx
t − Bx

s possui densidade da

forma

p(y) =

(
|A|

(2π)n

) 1
2

·
(
−1

2
· (y − x)TA(y − x)

)
onde y ∈ Rn e A = ((t − s) · In)−1 onde In é a matriz identidade n-

dimensional.

(iv) O movimento Browniano possui incrementos independentes, i.e,

Bt1 , Bt2 −Bt1 , . . . , Btk −Btk−1

são independentes para quaisquer 0 ≤ t1 < t2 < . . . < tk.

(v) Existe uma versão do movimento Browniano que possui caminhos cont́ı-

nuos (q.t.p), i.e, existe um processo estocástico Yt satisfazendo

P ({ω;Bx
t (ω) = Yt(ω)}) = 1 ∀t
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tal que o conjunto dos caminhos ω para os quais Yt(ω) é cont́ınuo em t

possui medida total. Os processos Yt e Bx
t possuem as mesmas funções

de distribuição de dimensão finita e portanto, ao longo do texto, consi-

deraremos que Bx
t é essa versão de caminhos cont́ınuos.

(vi) O movimento Browniano é invariante por transformações ortogonais,

i.e, se A : Rn → Rn é uma transformação ortogonal então A(B0
t ) é o

movimento Browniano começando em 0.

(vii) Seja t0 ≥ 0 e x ∈ Rn. Então B̃t = Bx
t0+t − Bx

t0
é o movimento browniano

começando na origem.

As demonstrações destas propriedades podem ser encontradas seção 2.2

e no apêndice A de [10].

Observação D.1. Acima discutimos a existência de um processo estocástico,

que chamamos movimento Browniano, utilizando o teorema da extensão de

Kolmogorov e partindo de suas distribuições de dimensão finita. Vimos tam-

bém algumas propriedades deste processo. Uma rota alternativa, seria partir

do passeio aleatório e construir linhas poligonais convenientemente reescalo-

nadas que no limite (em um sentido apropriado) aproximam os caminhos do

movimento Browniano. Esta aproximação é justificada pelo chamado teorema

de Donsker. Para detalhes, ver seção 8. em [15].
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E
Integral de Itô e EDE’s

Para demonstrações dos resultados encontrados na presente seção, ver

caṕıtulos 3,4 e 5 em [10]. Considere o espaço de probabilidade (ω,F , P ).

Queremos dar significado matemático a equações em Xt do tipo:dXt = b(t,Xt)dt+ σ(t,Xt)dBt

X0 = x

onde Bt = B0
t é o movimento Browniano com B0

0 = 0 ∈ R, x ∈ R,

t ∈ [0,∞) e b, σ : [0, T ]× R → R são funções. Dizemos que uma solução para

essa equação é um processo estocástico Xx
t tal que

Xx
t = x+

∫ t

0

b(s,Xx
s )ds+

∫ t

0

σ(s,Xx
s )dBs.

Mostraremos, em seguida, a interpretação de Itô para a última integral.

Queremos dar significado a ∫ t

r

f(s, ω)dBs(ω)

para classes convenientes de processos {f(s, ·), s ∈ [S, T ]}. Começaremos com

uma classe simples de funções f e estenderemos o conceito para uma classe

maior de funções. Assuma 0 ≤ S ≤ T e que f é da forma

φ(t, ω) =
∑
j≥0

ej(ω) · 1[tj ,tj+1)(t),

onde n ∈ N e S ≤ t1 ≤ . . . ≤ tn ≤ T . Para tais funções definimos:∫ T

S

φ(t, ω)dBt(ω) =
∑
j≥0

ej(ω)[Btj+1
−Btj ],

Definição E.1. Considere o conjunto V = V(S, T ) a classe de funções

f : [0,∞)× Ω→ R tais que
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(i) f is B × F -mensurável onde B é a σ-álgebra de Borel em [0,∞).

(ii) f(t, ·) é adaptado com respeito ao filtro {Ft}, onde Ft é a σ-álgebra

gerada por {Bs : 0 ≤ s ≤ t}, i.e, f(t, ·) é CFt-mensurável para todo

t ∈ [0,∞].

(iii) E[
∫ T
S
f(t, ω)2dt] <∞

As funções φ ∈ V da forma φ(t, ω) =
∑

j≥0 ej(ω) · 1[tj ,tj+1)(t) serão

chamadas elementares daqui em diante.

Proposição E.1. Isometria de Itô Se φ(t, ω) é limitada e elementar então

E

[(∫ T

S

φ(t, ω)dBt(ω)

)2
]

= E

[∫ T

S

φ(t, ω)2dt

]
.

Demonstração. De fato, sendo ∆Bj = Btj+1
−Btj , temos

E[eiej∆Bi∆Bj] =

0 se i 6= j

E[e2
j ] · (tj+1 − tj) se i = j

uma vez que eiej∆Bi e ∆Bj são independentes quando i < j. Portanto,

E

[(∫ T

S

φ(t, ω)dBt(ω)

)2
]

=
∑
i,j

E[eiej∆Bi∆Bj] =
∑
j

E[e2
j ] · (tj+1 − tj)

= E

[∫ T

S

φ(t, ω)2dt

]
,

como queriamos demonstrar.

Para qualquer função f ∈ V podemos escolher funções elementares e

limitadas φn ∈ V tais que

E

[∫ T

S

(f − φn)2dt

]
→ 0, quando n→∞.

Para mais detalhes sobre essa aproximação, ver seção 3.1 em [10].

Defina

I[f ](ω) :=

∫ T

S

f(t, ω)dBt(ω) := lim
n→∞

∫ T

S

φn(t, ω)dBt(ω).

O limite existe e é um elemento de L2(P ) uma vez que, pela isometria

de Itô, {
∫ T
S
φn(t, ω)dBt(ω)} é uma sequência de Cauchy em L2(P ). Portanto,
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podemos definir a integral de Itô para uma função arbitrária f ∈ V(S, T ) da

seguinte forma:

∫ T

S

f(t, ω)dBt(ω) = lim
n→∞

∫ T

S

φn(t, ω)dBt(ω) (limite em L2(P ))

onde {φn} é uma sequência de funções elementares tais que

E

[∫ T

S

(f(t, ω)− φn(t, ω))2dt

]
→ 0, quando n→∞.

Além disso, temos:

Proposição E.2. Isometria de Itô

E

[(∫ T

S

f(t, ω)dBt(ω)

)2
]

= E

[∫ T

S

f(t, ω)2dt

]
, para toda f ∈ V(S, T ).

Proposição E.3. Se f, fn ∈ V(S, T ) para n = 1, 2, . . . e

E[
∫ T
S

(f(t, ω)− fn(t, ω))2dt]→ 0, quando n→∞, então∫ T

S

fn(t, ω)dBt(ω)→
∫ T

S

f(t, ω)dBt(ω), em L2(P )

Agora apresentamos algumas propriedades da integral de Itô.

Proposição E.4. Sejam f, g ∈ V(0, T ) e 0 ≤ S ≤ U ≤ T . Então

(i)
∫ T
S
fdBt =

∫ U
S
fdBt +

∫ T
U
fdBt q.t.p. em Ω.

(ii)
∫ T
S
cf + gdBt = c ·

∫ T
S
fdBt +

∫ T
S
gdBt q.t.p em Ω.

(iii)E[
∫ T
S
fdBt] = 0.

(iv)
∫ T
S
fdBt é FT -mensurável.

Podemos ver a integral de Itô como um processo estocástico.

Proposição E.5. Seja f ∈ V(0, T ). Então existe uma versão de∫ t

0

f(s, ω)dBs(ω); 0 ≤ t ≤ T,
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que possui os caminhos cont́ınuos q.t.p. Ou seja, existe um processo estocástico

com caminhos cont́ınuos q.t.p Jt em (Ω,F , P ) tal que

P [Jt =

∫ t

0

fdBs] = 1

para todo t, 0 ≤ t ≤ T .

Além disso, uma das vantagens da integral de Itô é que esta se trata de

um Martingal.

Proposição E.6. Seja f ∈ V(0, T ) para todo T . Então

Mt(ω) =

∫ t

0

f(s, ω)dBs(ω)

é um martingal com respeito a Ft e (pela desigualdade de Doob B.1)

P [ sup
0≤t≤T

|Mt| ≥ λ] ≤ 1

λ2
· E[

∫ T

0

f(s, ω)2ds]; λ, T > 0.

Até aqui temos a integral de Itô para funções f ∈ V . Vamos estender tal

definição. Mudando a condição (ii) na definição de V para

– (ii’) Existe um filtro Ht; t ≥ 0 tal que

a) Bt é um martingal com respeito a Ht

b) f(t, ·) é Ht-adaptado.

Com essa condição, toda a construção anterior funciona da mesma ma-

neira. Tal extensão se mostra útil uma vez que nos permite definir a integral

de Itô multidimensional. A ideia é a seguinte:

Suponha que Bk(t, ω) seja a k-ésima coordenada do movimento Browni-

ano n-dimensional começando na origem (B1, . . . , Bn). Seja F (n)
t a σ-álgebra

gerada por B1(s1, ·), . . . , Bn(sn, ·); sk ≤ t. Então Bk é martingal com respeito

a F (n)
t e portanto podemos tomar Ht = F (n)

t para (ii’). Até agora temos inte-

grais do tipo
∫ t

0
f(s, ω)dBk(s, ω) para funções f que são F (n)

t -adaptadas. Por

exemplo, ∫ t

0

B2dB1 ou

∫ t

0

sen(B1 +B2)dB2

e assim,
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Definição E.2. Seja B = (B1, . . . , Bm) o movimento browniano m-

dimensional. Defina ainda Vn×mH (S, T ) conjunto das matrizes n × m, v =

[vij(t, ω)], onde cada entrada vij(t, ω) satisfazem (i) e (iii) da definição de

V e (ii)′ com respeito a algum filtro Ht. Se v ∈ Vn×mH (S, T ) definimos

∫ T

S

vdB =

∫ T

S


v11 . . . v1m

...
...

vn1 . . . vnm




dB1

...

dbm


Vemos que a integral de Itô multidimensional é um vetor-coluna cuja

i-ésima componente é a seguinte soma de integrais de Itô

m∑
j=1

∫ T

S

vij(s, ω)dBj(s, ω).

Para notação, quando H = F (m) escreveremos Vn×m(S, T ) e se m = 1,

VnH(S, T ). E também,

Vn×m = Vn×m(0,∞) =
⋂
T>0

Vn×m(0, T )

Com a integral de Itô multidimensional podemos trabalhar sistemas de

equações diferenciais estocásticasdXt = b(t,Xt)dt+ σ(t,Xt)dBt

Xt = x

onde Bt = B0
t é o movimento Browniano com B0

0 = 0 ∈ Rm, x ∈ Rn,

b(·, ·) : [0, T ]× Rn → Rn e σ(·, ·) : [0, T ]× Rn → Rn×m.

Uma solução para essa equação é um processo estocástico Xx
t em Rn tal

que

Xx
t = x+

∫ t

0

b(s,Xx
s )ds+

∫ t

0

σ(s,Xx
s )dBs.

Proposição E.7. Fórmula de Itô 1-dimensional Sejam g(t, x) ∈
C2([0,∞))×R e Bt o movimento Browniano 1-dimensional e Xt um processo

estocástico que satisfaz

dXt = u(t, ω)dt+ v(t, ω)dBt
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onde v satisfaz (i) e (iii) na definição E.1 e (ii’). Suponha ainda que u é

adaptado com respeito a Ht e

P

[∫ t

0

|u(s, ω)|ds <∞ ∀t ≥ 0

]
.

Então

Yt = g(t,Xt)

satisfaz

dYt =
∂g

∂t
(t,Xt)dt+

∂g

∂x
(t,Xt)dXt +

1

2

∂2g

∂2x
(t,Xt) · (dXt)

2,

onde (dXt)
2 = (dXt) · (dXt) é calculado seguindo

dt · dt = dt · dBt = dBt · dt = 0, dBt · dBt = dt.

Ou seja,

dYt =

(
∂g

∂t
(t,Xt) +

∂g

∂x
(t,Xt) · u(t, ω) +

1

2

∂2g

∂2x
(t,Xt) · v2(t, ω)

)
dt

+ gx(t,Xt) · v(t, ω)dBt.

Proposição E.8. Fórmula de Itô n-dimensional Sejam g(t, x) =

(g1(t, x), . . . , gp(t, x)) : ([0,∞)) × Rn → Rp uma aplicação C2 e Bt o movi-

mento Browniano m-dimensional e Xt processo estocástico que satisfaz

dXt = udt+ vdBt

ou usando notação matricial,
dX1 = u1dt+ v11dB1 + . . .+ v1mdBm

... =
...

dXn = undt+ vn1dB1 + . . .+ vnmdBm

onde vij satisfaz (i) e (ii) na definição E.1 e (ii)’ para 1 ≤ i ≤ n. Suponha

ainda que uij é adaptado com respeito a Ht e

P

[∫ t

0

|uij(s, ω)|ds <∞ ∀t ≥ 0

]
para 1 ≤ i ≤ n e 1 ≤ j ≤ m.
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Então a k-ésima coordenada de

Y (t) = (Y1(t), . . . , Yp(t)) = g(t,Xt)

satisfaz

dYk =
∂gk
∂t

(t,Xt)dt+
∑
i

∂gk
∂xi

(t,Xt)dXi +
1

2

∑
i,j

∂2gk
∂xi∂xj

(t,Xt)dXidXj,

onde

dt · dBi = dBi · dt = 0, dBi · dBj = δijdt.

Ou seja,

dYk =

(
∂gk
∂t

(t,Xt) +
∑
i

∂gk
∂xi

(t,Xt) · ui(t, ω) +
1

2

∑
i,j

∂2gk
∂xi∂xj

(t,Xt) · (vvT )ij(t, ω)

)
dt

+
∑
i,l

∂gk
∂xi

(t,Xt) · vil(t, ω)dBl.

Teorema E.1. (Existência e unicidade para equações diferenciais

estocásticas.) Seja T > 0 e b(·, ·) : [0, T ] × Rn → Rn, σ(·, ·) : [0, T ] × Rn →
Rn×m funções mensuráveis satisfazendo

|b(t, x)|+ |σ(t, x)| ≤ C(1 + |x|); x ∈ Rn, t ∈ [0, T ]

para alguma constante C e

|b(t, x)− b(t, y)|+ |σ(t, x)− σ(t, y)| ≤ D(|x− y|); x, y ∈ Rn, t ∈ [0, T ]

para alguma constante D.

Seja Z uma variável aleatória independente de F∞ =
⋃
t≥0Ft e tal que

E[|Z|2] <∞.

Então a equação diferencial estocásticadXt = b(t,Xt)dt+ σ(t,Xt)dBt, 0 ≤ t ≤ T

X0 = Z
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Possui uma solução única com os caminhos cont́ınuos q.t.p tal que

Xt é FZt -adaptado onde FZt é gerada por Z e {Bs; s ≤ t} e

E

[∫ T

0

|Xt|2dt
]
<∞

A solução Xt encontrada acima é chamada solução forte, por que a versão

Bt do movimento Browniano é dada anteriormente e a solução Xt constrúıda

a partir desta é FZt -adaptada. Se nos são dadas apenas as funções b e σ e

buscamos um par de processos estocásticos ((X̃t, B̃t),Ht) em um espaço de

probabilidade (Ω,H, P ) que satisfaça

dX̃t = b(t, X̃t)dt+ σ(t, X̃t)dB̃t, 0 ≤ t ≤ T, X̃0 = Z,

então X̃t é chamada solução fraca. AquiHt é um filtro tal que X̃t éHt-adaptado

e B̃t é um martingal com respeito a Ht.

Proposição E.9. Se b e σ satisfazem as hipóteses da proposição anterior

então temos que uma solução (fraca ou forte) é fracamente única, i.e, duas

soluções possuem as mesmas funções de distribuição de dimensão finita.
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