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Método Hibrido dos Elementos de Contorno

O método hibrido dos elementos de contorno (MHECRpresentado em
1987, baseado no potencial de Hellinger-Reissrem® uma generalizagado do
método hibrido dos elementos finitos de Pian [Fi864), Dumont (1989)]. A
formulacdo do MHEC requer a avaliacdo de integsaisente ao longo do
contorno e usa solugdes fundamentais (Fungdes ekni5para interpolar campos
no dominio. Por conseguinte, um corpo elastico atend arbitraria pode ser
tratado como um unico macro-elemento finito comndgpsm graus de liberdade de
contorno, conforme exigido pelo problema. Ao lomigotempo a formulacao tem
evoluido para muitas aplicacdes, incluindo probkrdapendentes do tempo
(Dumont e de Oliveira, 2001), mecanica da fratubanjont e Lopes, 2003;
Dumont e Mamani, 2011), materiais ndo homogéneasm(t, Chaves e
Paulino, 2004) e elasticidade gradiente (Dumonuaniain, 2009).

2.1.
Formulacdo do problema

Dado um corpo elastico submetido a forcas de sigpeif na parter, do
contornor e a deslocamentos na parte complementar,. Por simplicidade,

nao sdo incluidas forcas de corpo [Dumont (20IMghta-se encontrar a melhor
aproximacao para as tensoes e deslocamentes, , de tal modo que
o;,; =0 no dominioQ, (2.1)

u =7 aolongo de, et =0,/ ={ aolongo de’, (2.2)

onden; € o vetor unitario externo normal ao contorno.agab indicial € usada.

2.2.
TensoOes e deslocamentos assumidos

S&o0 assumidos dois campos, um campo de deslocamentmtro de
tensdes. [Pian (1964), Dumont (1989)]. O campo dslodamentos €

explicitamente aproximado ao longo do contorno pdr onde ()* significa


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1112061/CA


PUC-RiIo - Certificacdo Digital N° 1112061/CA

24

deslocamentos pressupostesn termos de func¢des polinomiais com suporte

compacto e parametros de deslocamentos nadgié, ] OR™ , paran® graus de

liberdade de deslocamento do modelo discretizadaa@po independente de

tensbesss

ij ?

onde()® significatensdes pressupostasdado no dominio em termos
de uma serie de solugdes fundamentgjs com suporte global, multiplicado por
parametros de forca =[p,]OR" aplicado nos mesmos pontos nodaisaos
quais os deslocamentos nodajs estéo ligadosr( =n"). Deslocamentos® sao

obtidos a partir der; . Entao,

u? =y, d, emr de modo qua’ =7 emr, e (2.3)
o =a,, p, de modo quer,,, =0 emQ (2.4)
= U=y, Bt U G b EMQ (2.5)

ondeu, séo solugcbes fundamentais em termos de deslocasnsorrespondentes
a o,,. O deslocamento de corpo rigido € incluido em dsrrda funcéou;
multiplicada por uma constante,, em principio arbitraria [Dumont (2003,

2011)].

2.3.
Equacgbes matriciais que governam o problema

O potencial de Hellinger-Reissner, baseado nos ciigpos apresentados
na Secao 2.2, como foi proposto por Pian (1964pmemlizado por Dumont
(1989), conduz a duas equacdes matriciais que sqre equilibrios nodais e
relacbes de compatibilidade. Dumont (2011) mosimoe a simples, e ainda
matematicamente consistente forma de definir esfaacfes € em termos de dois
principios de trabalhos virtuais independenteseesty como sédo apresentados

brevemente em seguida.

2.3.1.
Trabalho Virtual em termos de deslocamentos

Na auséncia de for¢cas de corpo, o equilibrio maddraca é dado por
[Lopoulda=] Toy'dr (2.6)
parac; =o;. Assumindo ques; € dada pela Equacéo (2.4pe pela Equacéo

(2.3), apos integracdo por partes do primeiro tedam&quacao (2.6) e aplicacao

do teorema de Green, obtém-se
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od,[ [ opn u,dr =[ g, wd@] p=0d[ [ tyd ] @7)

Em seguida, para deslocamentos nodais arbitradpsbtém-se a matriz de
equacdes de equilibrio
HowPn=p, or H'p =p (2.8)
na qualH =[H, ]OR™ " , dado pelo primeiro termo em colchetes da EquéZad
, € a mesma matriz potencial do método tradicioloal elementos de contorno
[Brebbia, Telles, e Wrobel (1984)], ie=[p,] OR" , dada pelo segundo termo em

colchetes da Equacao (2.7), sao forcas nodais agqutes obtidos da mesma
forma que no método dos elementos finitos. A irdede dominio da Equacao

(2.7) na verdade € omitida, desde qtje sdo solucGes fundamentais, como na
Equacéo (2.4).

2.3.2.
Trabalhos virtuais em termos de tensdes

Por outro lado, o campo de deslocamentbsexplicitamente aproximado

somente ao longo de segundo a Equacado (2.3) é tornado compativel com o

campo de deslocamentos de dominfoem termos do seguinte principio de
trabalhos virtuais:

J‘Q(uf,j -y, )5JUSdQ =0 (2.9)
para um campo virtual de tensdasg que esta em equilibrio em, segundo a

Equacdo (2.4). Aplicando integracdo por parteseomema de Green no termo a

esquerda da Equacéo (2.9), chega-se a
L(Uis - qd)a'aij%j dr —.[Q( e ud)a'qju, Q=0 (2.10)

Esta equagéo conduz, aplds assumir gqug € aproximado segundo a
Equacéo (2.4) e qu& é dado pela Equagéao (2.3), a
F.p,=H,d, or Fp” = Hd (2.11)
onde H, que também estd na Equacdo (2.8), € conhecida eommatriz de
transformac&o cinematica,/Re =[F, JOR"*" € a matriz simétrica de flexibilidade.

O termo da integral de dominio da Equacao (2.1dhiédo, segundo a Equacao

(2.4). As matrizesd e F podem ser definidas em forma compacta como
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|:Hmn Fr:m:| =IrUiDjmnj <uin in>dr (212)

2.4.
Solugéo do problema

Resolvendo parg’ nas Equagbes (2.8) e (2.11), chega-se no sistema d
matrizes
H'TF™Hd=p (2.13)
onde H'F™H =K €& uma matriz de rigidez. A inversd™ tem que ser avaliada
em termos de inversas generalizadas, poi§ singular para um dominio fini
(Dumont , 2011). Os resultados em pontos interAosexpressos em termos das

Equacdes (2.4) e (2.5) ap0s a avaliacap dea Equacao (2.8) ou (2.11).

Para condicbes de contorno de Neumann, somenteuac&m (2.8) €
necessaria, como é o caso da maioria dos proble@mawecanica da fratura
propostos na literatura.

Esta Secdo apresentou o contexto no qual as fundde¥/estergaard

generalizadas das subsequentes secfes podemdas esgplicadas.
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