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Resumo

Mello Junior, Harold Dias de; Vellasco, Marley Maria Bernardes Rebuzzi;
Abs da Cruz, André Vargas. Otimizacdo de Funcdes Ndo Convexas
utilizando um Algoritmo de Estimacdo de Distribuicdo baseado em
Cépulas Multivariadas. Rio de Janeiro, 2014. 137p. Tese de Doutorado -
Departamento de Engenharia Elétrica, Pontificia Universidade Catdlica do
Rio de Janeiro.

Algoritmos de estimacdo de distribuicdo (EDAs — Estimation of Distribution
Algorithms) sdo uma classe de algoritmos evolutivos capazes de extrair e utilizar
conhecimento ao longo do processo de busca. O passo mais importante e um
gargalo, que estabelece diferenciagdo entre esses algoritmos, é a estimacdo da
distribuicéo de probabilidade conjunta das solu¢des mais promissoras determinadas
pela funcdo de avaliacdo. Recentemente, uma nova abordagem baseada em teoria
das cépulas foi desenvolvida. Este trabalho apresenta um algoritmo de estimacéo
baseado em coOpulas para problemas de otimizacdo numérica. Este modelo
implementa um EDA através da expansdo multivariada de copulas (EDA-MEC —
Estimation of Distribution Algorithm based on Multivariate Extension of Copulas)
para estimar a distribuicdo de probabilidade da qual é gerada uma populagédo de
individuos. O EDA-MEC difere de outros EDAs baseados em copulas em alguns
aspectos: o parametro de copula é estimado de forma dindmica, através de medidas
de dependéncia; utiliza uma variacdo da distribuicdo de probabilidade aprendida
para gerar individuos que ajudam a evitar a convergéncia prematura; e utiliza uma
heuristica para reinicializar a populacdo ao longo da evolucdo elitista como uma
técnica adicional para tentar preservar a diversidade de solugdes. Apds um conjunto
de testes de parametros, inclusive das distribui¢cbes marginais, este trabalho mostra
que estas abordagens melhoram o desempenho global da otimizacéo
comparativamente a outros EDAs baseados em copulas, com a perspectiva
promissora de ser um algoritmo competitivo frente a outras heuristicas
comprovadamente eficientes, tais como a Estratégia Evolutiva com Adaptacao da
Matriz de Covariancia (CMA-ES - Covariance Matrix Adaptation Evolution
Strategy).

Palavras-chave

Otimizacdo numeérica continua; computacdo evolutiva; algoritmos de
estimacéo de distribuicéo; copulas.
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Abstract

Mello Junior, Harold Dias de; Vellasco, Marley Maria Bernardes Rebuzzi
(advisor); Abs da Cruz, André Vargas (advisor). Nonconvex Functions
Optimization using an Estimation of Distribution Algorithm based on
Multivariate Copulas. Rio de Janeiro, 2014. 137p. PhD Thesis —
Departmento de Engenharia Elétrica, Pontificia Universidade Catolica do Rio
de Janeiro.

Estimation of distribution algorithms constitute a class of evolutionary
algorithms that can extract and use knowledge acquired throughout the search
process. Its most important step that differs most among EDAs, and also a
bottleneck, is the estimation of the joint probability distribution associated with the
variables from the most promising solutions determined by the evaluation function.
Recently, a new approach to EDAs has been developed that is based on copula
theory. This work presents a copula-based estimation of distribution algorithm for
numeric optimization problems. This model implements an estimation of
distribution algorithm using a Multivariate Extension of Copulas (EDA-MEC) to
estimate the probability distribution for generating a population of individuals.
EDA-MEC differs from other copula-based EDAs in some aspects: the copula
parameter is estimated dynamically, using dependency measures; it uses a variation
of the learned probability distribution to generate individuals that help to avoid
premature convergence; and it uses a heuristic to reinitialize the population
throughout an elitist evolution as an additional technique to try to preserve the
diversity of solutions. After a set of parametric tests, including marginal
distributions, this work shows that these approaches improve the overall
performance of the optimization compared to other copula-based EDAs and
promises to be a competitive algorithm compared to other efficient heuristics, such

as Covariance Matrix Adaptation Evolution Strategy (CMA-ES).

Keywords

Continuous numeric optimization; evolutionary computation; estimation of
distribution algorithms; copulas.
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1
Introducao

A execucdo de qualquer tarefa exige do agente a tomada de decisfes. Na
pratica, frequentemente as tarefas sdo multiplas e simultaneas, competindo entre si
pelos mesmos recursos escassos de processamento, exigindo, desse modo,
abordagens eficientes e sistematicas. A modelagem destes problemas com a
formulacdo de solugdes define uma das areas mais importantes de pesquisa em
matematica aplicada, a de otimizagdo. Quando a busca pela solugdo étima envolve
alguma forma de aleatoriedade, como a utilizacdo de modelos probabilisticos, a
otimizacdo é do tipo estocastica (FOUSKAKIS & DRAPER, 2002). Este capitulo
introdutorio fornece motivacédo para este topico, além da apresentacdo dos objetivos

e contribuicdes e da organizagéo desta tese.

1.1.
Motivacao

Conceitos e ferramentas de otimizagdo tém sido largamente aplicados em
métodos quantitativos de apoio a decisdo para resolver extensa classe de problemas
das mais diversas areas de conhecimento, notadamente em engenharia. Para muitos
destes, como o de determinacao de parametros de um sistema de controle proposto
por BALAKRISHNAN & BOYD (1992), é indispensavel utilizar algoritmos de
otimizacdo global, visando encontrar a melhor solugdo — em um espaco de busca
com multiplas solugdes locais — através da identificacdo das varidveis de deciséo,

X, que maximizam ou minimizam (dependendo do problema) uma fungéo objetivo,

f(x), fornecida pelo usuario e sujeita a restri¢des em seu dominio.

Na literatura, entre as classificacfes existentes de estratégias de otimizacao
global, PINTER (2002) as subdivide em exatas (deterministicas) e heuristicas ou
semi-heuristicas (estocasticas), apresentando limitacdes inerentes que as tornam
adequadas para tipos especificos de problemas. Métodos deterministicos, em teoria,

garantem encontrar a solucdo global, diferentemente dos métodos estocasticos que
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sequer garantem convergéncia para a solugdo global em um ndmero finito de
iteragBes. Entretanto, a medida que o problema se torna complexo com: 0 aumento
do numero de varidveis (dimensionalidade), uma fungédo objetivo altamente néo
linear e com muitos 6timos locais, ou se o problema € de classe ndo deterministico
polinomial (do inglés NP-hard); o custo computacional se torna excessivo para
algoritmos deterministicos e, mesmo que estes dispusessem de recursos ilimitados
de processamento, a intratabilidade desses problemas é irrefutavel. Além disso,
nesses casos, ndo ha garantias matematicas de que um determinado ponto seja 6timo
global, pois os meétodos numéricos classicos podem estabelecer condigdes
suficientes apenas para 6timos locais (GEORGIEVA & JORDANOV, 2009).
Nestas circunstancias, na auséncia de propostas de solucdo deterministicas trataveis
computacionalmente, os algoritmos estocasticos tornam-se muito atrativos pelas
grandes chances de identificar uma boa solugdo e até mesmo de alcancar o 6timo

global, em um intervalo razoével de tempo.

Neste sentido, algoritmos evolutivos, tais como os algoritmos genéticos
(HOLLAND, 1975; GOLDBERG, 1989; MICHALEWICZ, 1994), constituem
meta-heuristicas populacionais de grande interesse de pesquisa devido aos
resultados promissores obtidos em diversas aplicagfes (DAVIS, 1991; CHOU et
al., 2001; GRANELLI & MONTAGNA, 2007). Estas meta-heuristicas utilizam
principios da teoria de selecdo natural de DARWIN (1859): a cada iteracdo do
algoritmo ocorre uma selecdo competitiva que escolhe as melhores solugdes; estas,
em seguida, sdo modificadas por operadores para gerar novas solucdes, repetindo

este ciclo, até que um dado critério de parada, definido pelo usuario, seja alcancado.

No mesmo grupo das meta-heuristicas populacionais, porém um pouco mais
recentes que os algoritmos genéticos, estdo os algoritmos de estimacdo de
distribuicéo (da sigla em inglés EDA: Estimation of Distribution Algorithm). EDAs
(MUHLENBEIN & PAAR, 1996; HAUSCHILD & PELIKAN, 2011) sdo técnicas
evolutivas que exploram regiGes promissoras do espaco de busca atraves da
amostragem de um modelo probabilistico estimado previa e periodicamente a partir
de um conjunto de solugbes candidatas selecionadas pelo algoritmo. Este
mecanismo de aprendizagem e amostragem estatistica, caracteristico de métodos de
aprendizado de maquina, permite que EDAs detectem explicitamente a relacdo de

dependéncia entre as varidveis de decisdo, transferindo-a para as novas solucdes da
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geracdo seguinte e, devido a isto, obtenham melhor desempenho que outros
algoritmos evolutivos, uma vez que a otimizacgao ocorre, em geral, com um ndmero
menor de avaliacdes da funcdo objetivo (LARRANAGA & LOZANO, 2002).

A capacidade de resolver problemas grandes e complexos com desempenho
superior ao de outras técnicas de otimizacdo global (HAUSCHILD & PELIKAN,
2011) tem sido fator de grande motivacdo para o desenvolvimento de novas
abordagens com esse tipo de algoritmo; todas, invariavelmente, buscando agregar
métodos de estimacdo com melhor compromisso entre precisdo e custo
computacional de aprendizagem e amostragem do modelo probabilistico. Estes
métodos tém conseguido construir  distribuices probabilisticas mais
representativas do espaco de buscas, em detrimento das distribuicfes gaussianas

frequentemente utilizadas como aproximacdo do mesmo.

Alternativamente, a modelagem de EDAs pode ser feita através de funcdes
copulas. Copulas, de acordo com o teorema de SKLAR (1959), sdo utilizadas para
construir uma distribuicdo de probabilidade conjunta, relacionando a estrutura de
dependéncia (estabelecida pela copula) com as suas distribuicdes marginais
univariadas. Esta técnica reduz o esforco computacional de aprendizagem do
modelo e confere maior flexibilidade na modelagem de dados multivariados,
gerando importantes contribuicdes em diversas aplicacbes, como na gestdo de
riscos financeiros (CHERUBINI et al., 2004). No contexto da computagédo
evolutiva, a utilizacdo de cdpulas em EDAs é ainda mais recente, sendo, portanto,
tema de grande interesse de pesquisa. EDAs baseados em cépulas (SALINAS-
GUTIERREZ et al., 2009; WANG et al., 2009a; WANG & ZENG, 2010;
CUESTA-INFANTE et al., 2010), a cada geracdo, produzem novas solucdes de
uma coépula — construida ou selecionada pelo algoritmo — das distribuigdes
marginais univariadas. Apesar dos bons resultados obtidos em testes com algumas
funcbes benchmarks de otimizagdo numérica, aspectos da modelagem por cépulas
em EDAs precisam ser investigados, incluindo as limitagdes das construcdes de
copulas multivariadas, a eficiéncia na relacdo entre o tipo de copula e as
distribui¢Ges marginais e mecanismos para manter a diversidade das solugdes, para

torna-la uma ferramenta competitiva em problemas de otimizagédo global.
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Objetivos e contribuicdes

Com base no exposto anteriormente, esta tese tem como objetivo principal a

proposicao e o desenvolvimento de um novo EDA baseado em cOpulas aplicado em

problemas de otimizacdo numérica com as seguintes caracteristicas:

Flexibilidade na construgéo das distribui¢fes multivariadas — A grande
dificuldade de construcdo de modelos multivariados é resolvida através
da teoria de cépulas. A abordagem utilizada permite criar modelos
paramétricos e trataveis de qualquer dimensdo através da expanséo
multivariada de cépulas elipticas e arquimedianas;

Construcdo dindmica de modelos probabilisticos — A precisdo do modelo
probabilistico estimado por cépulas é funcdo de um parametro
relacionado a dependéncia estatistica entre as variaveis. E desejavel que
este parametro retrate ao longo da evolugéo do algoritmo o grau correto
de dependéncia;

Rapida Convergéncia — O tempo de convergéncia depende da qualidade
das solucdes candidatas geradas e é medido em termos do nimero de
chamadas da funcdo objetivo ou de avaliacdo. Em decorréncia da
precisdo do modelo construido pelas copulas, do qual sdo geradas as
novas solugdes, um menor numero de chamadas da fungdo de avaliacéo
ocorre;

Capacidade de escapar de 6timos locais — Preservacao da diversidade é
0 ponto chave de algoritmos evolutivos para evitar convergéncia
prematura e estagnacdo em Otimos locais. Esta caracteristica é
fundamental para que algoritmos evolutivos obtenham sucesso na
otimizacdo de problemas mais complexos, tais quais 0s que envolvem
multimodalidade;

Baixo custo computacional — E bastante frequente em algoritmos de
otimizagdo com modelos estatisticos a realizacdo de pelo menos uma
estimacdo de pardmetros por maxima verossimilhanga, o que constitui
um procedimento de otimizacdo a mais. Desse modo, é desejavel que o
algoritmo de otimizacdo utilize métodos alternativos, menos custosos

computacionalmente.
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Em funclo dos objetivos definidos anteriormente, esta tese deixa como

contribuicdo principal uma abordagem de EDAs baseados em cdpulas mais

eficiente que a de outros EDAs baseados em copulas e promissora relativamente a

outros algoritmos evolutivos. Esta abordagem considera:

1.3.

Construcdo de modelos probabilisticos com melhor relagéo entre preciséo
e esforco computacional;

Estimacao dos parametros das copulas multivariadas através de medidas
de estatisticas da populacéo;

Atualizacdo dindmica dos parametros das cépulas a cada geracdo do
algoritmo, conferindo maior confiabilidade na estimag&o do modelo;
Utilizacdo de variacGes do modelo probabilistico estimado para inserir
diversidade na populacéo, evitando a convergéncia prematura;
Utilizacdo de uma heuristica de reinicializacdo adaptativa e elitista da
populacdo como mecanismo de correcdo de convergéncia e,

adicionalmente, de diversidade.

Organizacéao

Este trabalho esta estruturado da seguinte forma:

O capitulo 2 apresenta os fundamentos de otimizacao e dos mecanismos
e caracteristicas dos principais algoritmos evolutivos, incluindo os
EDA:s;

O capitulo 3 apresenta conceitos de dependéncia estatistica entre
variaveis, aspectos mais importantes da teoria de copulas, e realiza uma
breve revisao dos EDAs baseados em copulas;

O capitulo 4 apresenta os detalhes do modelo proposto nesta tese, 0
EDA-MEC (Estimation of Distribution Algorithm based on Multivariate
Extension of Copulas — Algoritmo de Estimacéo de Distribui¢do baseado
em Expansdo Multivariada de Copulas);

O capitulo 5 mostra os resultados obtidos em diversos estudos de casos;
O capitulo 6 apresenta discussdes sobre o modelo e os resultados

encontrados, e aponta direcOes para trabalhos futuros.
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2
Fundamentos de computacao evolutiva

2.1.
Introducéo

O conceito de otimizacéo esta associado a tomada de decisfes que melhorem
0 desempenho e/ou custos de um processo ou fenbmeno descrito por um modelo
fisico-matematico denominado de funcdo objetivo. Esta formulagdo, assim como
todas as outras de métodos de analise quantitativa, consiste em apenas uma
aproximacdo do mundo real, e deve atender a requisitos conflitantes entre precisdo
(representacdo de todos os aspectos importantes do problema) e facilidade de
tratamento computacional (viabilidade de se obter uma solugéo).

Segundo LUENBERGER & YINYU (2008), um problema de otimizacéao
envolve a selecdo de valores para as variaveis inter-relacionadas de uma funcéo
objetivo, sendo 0s mesmos — e, portanto, a qualidade da decisdo — avaliados pelo
desempenho numérico alcangado em um ou mais objetivos de interesse. Muitas das
vezes as tarefas sdo complexas: muitas variaveis, descritas por fun¢des ndo lineares
e, frequentemente, com mudltiplas solu¢bes 6timas locais. Na pratica, 0 nimero
dessas soluc@es é desconhecido e a qualidade delas pode diferir significativamente
para a da solucdo global. Neste caso, conceitos e técnicas de otimizacdo global
precisam ser utilizados para encontrar o melhor conjunto de variaveis, responsavel
por maximizar ou minimizar, dependendo do contexto, a funcéo objetivo, que pode
ainda estar sujeita a restricbes na escolha das variaveis.

Para que a relevancia da otimizacdo global, em crescente nimero de
aplicacdes, possa ser percebida mais claramente, este capitulo aborda conceitos
béasicos de otimizacao, tipos de problemas e solucdes, com énfase nas caracteristicas
de trés algoritmos da computagdo evolutiva: algoritmos genéticos, estratégias
evolutivas e algoritmos de estimacéo de distribuicdo. A escolha destes é justificada
dessa forma: algoritmos de estimacéo de distribuicéo, base do modelo apresentado
nesta tese, foram criados para corrigir deficiéncias do método evolutivo mais

conhecido, os algoritmos genéticos; e estratégias evolutivas possuem um dos
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algoritmos mais eficientes em problemas de otimizacdo numérica, 0 CMA-ES
(HANSEN & OSTEMEIER, 2001; HANSEN et al., 2011).

2.1.1.
Conceitos basicos de otimizacao

Os seguintes elementos estdo presentes em qualquer tarefa de otimizacéo:

e Variaveis de decisdo: sdo os elementos do modelo controlados pelo

tomador de deciséo e cujos valores determinam a solu¢do do mesmo. As
variaveis podem ser continuas ou discretas.

e Funcdo objetivo: modelo matematico fornecido pelo usuario e que indica

0 que se quer ver presente na solugdo. Sobre o modelo atuard um
algoritmo de otimizacdo, buscando identificar as solugbes que
maximizam ou minimizam a referida funcdo quanto a um (simples) ou
mais critérios (multiobjetivo). A literatura utiliza o termo caixa-preta
para especificar um tipo de sistema de otimizacdo em que o algoritmo
desconhece completamente o comportamento da fungao objetivo.

e Espaco de busca ou dominio: compreende as possiveis solucdes do

problema (solucGes candidatas), podendo ser delimitado por fungbes de
restricdo que especificam limitacdes na escolha das varidveis de deciséo,
tornando o processo de otimizacdo ainda mais complexo. Se existirem
tais restricGes, o problema é chamado de otimizacdo condicionada e
passam a existir solu¢des candidatas factiveis e infactiveis.

e Solucdo 6tima: conjunto de varidveis que maximiza ou minimiza

globalmente uma funcéo objetivo.
Representando matematicamente os conceitos supracitados, um problema de
otimizacdo, segundo a formalizacdo de VANDERPLAATS (1984) consiste em:

Minimizar: F(X) fungdo objetivo (2-1)
sujeito a:

giX) =0 j=1,---,m restricoes de desigualdade (2-2)

h,(X)=0 k=1,--,1 restricdes de igualdade (2-3)

Xl.ml'n < X; < xnex i=1--,n espaco de busca (2-4)
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)
2
3 E variaveis de decisdo

Algumas informacGes pertinentes acerca das equacdes anteriores:

i) O fato de formular o problema como uma minimizacdo, em vez de
maximizacdo, ou utilizar g;(X) =0 e ndo g;(X) <0, € mera
convencdo, nao alterando a esséncia dos conceitos apresentados;

i) A funcéo objetivo, dada pela equacédo (2-1), e as fungdes de restricdes
definidas pelas equacdes (2-2) e (2-3) podem ser lineares ou ndo lineares
em X;

iii) Muito embora a equagdo (2-4) possa ser incluida no conjunto de
restricdes da equacdo (2-2), € usual a mesma ser expressa separadamente
para delimitar de modo inequivoco a regido de busca da solucéo 6tima.

Em um dado problema, podem existir varias solucdes 6timas locais, sendo a

melhor delas de 6timo global. Formalmente, essa diferenca entre minimos locais e
global utiliza o conceito de vizinhanca: a partir de um ponto x qualquer de um
espaco de busca B, define-se uma funcéo de vizinhanga, V (x), como um subespaco
de B, formado por uma regido em torno de x. Assim, para um problema de
otimizacdo F, um ponto x serd considerado 6timo local com respeito a uma

vizinhanca V (x) se:

F(x) <F(y), Vy eV(x) (2-5)
E sera considerado 6timo global se:
F(x)<F(y), VyE€B (2-6)

Em outras palavras, se V(x) contiver todas as solucdes candidatas do problema, x
sera 6timo global.

Um dos grandes desafios dos algoritmos de otimizagéo é a necessidade de
restringir o tamanho da vizinhangca com a finalidade de reduzir o esforco
computacional, sem, no entanto, comprometer a precisdo do método, avaliando
corretamente 6timos locais como solucdes intermediarias em problemas de

otimizacdo global.
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2.1.2.
Tipos de problemas

Problemas de otimizagdo usualmente sdo classificados em arvore, na qual a
primeira divisdo considera o tipo de dominio. A &rvore a seguir, adaptada de
ZABINSKY (2003) e BIEGLER (2010), divide-os, neste nivel, em otimizacao
continua e discreta puras e em uma categoria de variaveis continuas e discretas

conhecida como problemas de otimizagao inteira mista.

pura pura
(minee | e | [ P ] [ Ngolinear (e | [ e )
{ IP ] ‘ Diferenciavel

Nio
Diferenciavel

[ Convexa } {NéoConvexa]

[ Unimodal } [Multimodal]

Figura 2.1 - Classificacdo dos problemas de otimizagéo.

Seguindo a ramificacdo dos problemas de otimizag&o inteira mista, 0s mais
gerais destes sdo os de programacdo nédo linear inteira mista (MINLP — Mixed
Integer Nonlinear Programming), nos quais a funcao objetivo ou uma das funcbes
de restricdes é ndo linear. Por outro lado, se ambas as referidas funcGes forem
lineares, entéo os problemas serdo de programacéo linear inteira mista (MILP —
Mixed Integer Linear Programming). Um caso particular desta, quando todas as
variaveis sdo inteiras, é denominado de problema de programacéo inteira (IP —
Integer Programming) ou combinatoria. Um exemplo classico de otimizagédo
combinatéria é o do caixeiro viajante (DANTZIG et al., 1954) que consiste em
determinar a menor rota a ser percorrida por um vendedor para visitar um namero
de n cidades, partindo de uma delas e retornando a mesma, ao final.

No caso dos problemas de otimizacdo discreta ou continua puras,
representados no centro e no lado esquerdo do diagrama da figura 2.1,

respectivamente, a linearidade da fung@o objetivo e das funcgdes de restri¢cOes
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também é utilizada para determinar o nivel seguinte da &arvore. Problemas de
otimizacgdo continua pura serdo de programacao linear (LP) ou néo linear (NLP),
sendo estes ultimos desdobrados, posteriormente, com base em duas outras
caracteristicas da funcdo objetivo: diferenciabilidade e convexidade. A
convexidade é expressa pela derivada de segunda ordem da fungdo objetivo, f(x),
quando f""(x) > 0; caso f"'(x) < 0, a funcdo é do tipo concava. Se um problema
NLP é convexo, pode ser demonstrado que qualquer 6timo local também é um
6timo global, isto é, ndo havera solucdo melhor para esse NLP. Por outro lado,
problemas ndo convexos podem ter maltiplos 6timos locais, recaindo na categoria
das funcGes multimodais.

Muito embora problemas de dominio discreto com fungdes objetivo nédo
lineares também sejam de otimizacdo global, esta tese aborda exclusivamente
problemas de dominio continuo, envolvendo a otimizagdo numérica de fungdes ndo
convexas, conforme estudos de casos apresentados no capitulo 5. E importante
ressaltar que esta escolha ndo exclui a aplicabilidade do modelo proposto nesta tese

em problemas de dominio continuo com func@es objetivo ndo diferenciaveis.

2.1.3.
Abordagens de solucéo

A literatura classifica estratégias de otimizacdo global de varios modos.
NEUMAIER (2004) utiliza um critério muito especifico baseado no grau de rigor
com que uma abordagem alcanca o resultado. Assim, 0 método pode ser:

e Incompleto: podem ficar presos em 6timos locais;

e Assintoticamente completo: alcancam o 6timo global com certeza se o

tempo de busca for indefinidamente longo. Porém, ndo ha como
determinar o0 momento em que isto ocorre;

e Completo: alcangam o 6timo global, através de calculos exatos e tempo
de execugdo indeterminado. Encontram um valor aproximado do mesmo,
com tolerancias especificadas, em um tempo finito;

e Rigoroso: identificam o 6timo global com certeza, com tolerancias
especificadas, mesmo que haja erros de arredondamento.

Apesar de menos especifica, a classificagdo mais comum ¢é baseada no

método de operacéo do algoritmo que os divide em duas categorias: deterministicos
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e probabilisticos. O termo deterministico, frequentemente utilizado para
caracterizar métodos completos e rigorosos, torna-se vago diante da classificacdo
proposta por NEUMAIER (2004), pois, segundo este autor, muitos métodos
incompletos e assintoticamente completos também séo deterministicos.

Outra classificacdo dos algoritmos de otimizacdo os define, quanto a
metodologia de busca de solug¢bes, em métodos exatos e heuristicos. Os primeiros,
em geral deterministicos, baseados em informagdes do gradiente e da matriz
hessiana, garantem, a rigor, encontrar um 6timo local, porem com um custo
computacional que facilmente se torna inviavel para modelos complexos, de grande
escala e com ndo linearidades fortes. Considerando que a maioria dos problemas de
otimizacdo global continua e discreta sdo do tipo NP-hard (ndo deterministico
polinomial), caracterizada pela auséncia de uma solucéo exata que possa ser obtida
em tempo polinomial, métodos alternativos aos exatos precisam ser empregados.
Nestes problemas, as heuristicas e meta-heuristicas, que possuem um componente
global de busca estocastica, podem torna-los trataveis.

Métodos heuristicos sdo aqueles que utilizam alguma informacdo do
problema ou de um conjunto de solugdes do mesmo com a finalidade de orientar o
processo de busca de uma solucédo de alta qualidade, ndo necessariamente o étimo
global (MICHALEWICZ & FOGEL, 2000). Nos ultimos anos, problemas
complexos, tais como os NP-hard, motivaram o desenvolvimento de novas
heuristicas, mais generalizadas, denominadas de meta-heuristicas, obtidas, em
geral, pela combinacdo de heuristicas, e capazes de resolver diversos tipos de
problemas sem a necessidade de grandes alteracdes no algoritmo de otimizacao.
Um tipo particular, denominado de meta-heuristicas populacionais — que utiliza um
conjunto (populacdo) com mais de uma solucdo a cada etapa do processo de
otimizagdo — tem sido frequentemente aplicada. Embora ndo haja garantias
matematicas de convergéncia para o 6timo global, métodos meta-heuristicos tém
sido bem sucedidos em diversas aplicacdes, encontrando solucfes satisfatorias a
custo computacional exequivel (GOLDBERG, 1989; HARIK et al., 2006;
BIANCHI et al., 2009; TALBI, 2009; SUN et al., 2012). Outra vantagem desses
métodos reside na simplicidade relativa de implementagdo: como, tipicamente,
dependem apenas de avaliagdes da fungdo objetivo, sem realizar calculos
diferenciais, podem ser codificados rapidamente e aplicados a uma extensa classe

de problemas de otimizagdo global, incluindo os do tipo mal definidos ou néo
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estruturados. Entretanto, possuem a desvantagem de requerer ajustes de parametros
para cada problema, normalmente através de tentativas e erros.

Uma classe de meta-heuristicas de grande interesse para a area de otimizacao
global € a dos algoritmos de computacéo evolutiva, cujo funcionamento € inspirado
no comportamento evolutivo de sistemas bioldgicos e que serdo discutidos na secdo

seguinte.

2.2.
Computacéo evolutiva

A computacdo evolutiva é uma subarea da inteligéncia artificial, mais
particularmente da inteligéncia computacional (ZURADA et al., 1994), que
abrange varias técnicas inspiradas em mecanismos de evolucao bioldgica e que séo
consideradas métodos estocasticos de otimizacao global. A maioria desses métodos
utiliza meta-heuristicas populacionais e sdo agrupados em:

e Algoritmos evolutivos;

e Algoritmos de inteligéncia coletiva (swarm computing);

A computacdo evolutiva inclui ainda muitas outras técnicas, algumas destas
com pouca ou nenhuma inspiracéo bioldgica:

e Algoritmos meméticos (MOSCATO, 2002);

e Busca harmdnica (GEEM et al., 2001)

Além desses, existem muitos sistemas hibridos que agregam varias
caracteristicas dos algoritmos supracitados e que, em geral, ndo estdo presentes em
taxonomias da area, sendo referenciados simplesmente como métodos de
computacéo evolutiva.

Segundo VON ZUBEN (2000), a vantagem mais significativa da computacdo
evolutiva esta na robustez e flexibilidade dos seus algoritmos, baseados em
procedimentos genéricos e adaptaveis, que permitem resolver problemas
complexos, nos quais métodos tradicionais sao ineficazes. Baseando-se na heranca
genética e na teoria da sobrevivéncia das espécies (DARWIN, 1859), os algoritmos
evolutivos compartilham elementos em comum:

e Uma representacdo genética (codificacdo) para a populacdo de

individuos, que representam solugcfes potenciais ou candidatas de um

problema de otimizacdo. Uma codificagdo especificada para um
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problema, que pode n&o ser Unica, caracteriza o espaco de busca. Isto é, a
codificacdo esta diretamente vinculada a defini¢do do espago de busca;
Uma funcéo objetivo ou de avaliacdo para pontuar solugdes em termos de
aptidao;

Operadores genéticos que permitam criar novos individuos, a partir de
individuos ja existentes, e inserir variabilidade nos descendentes;

Um método de busca capaz de realizar a escolha dos melhores individuos
de forma vinculada as suas respectivas aptiddes (principio da selecdo

natural).

Algoritmos evolutivos inicializam sua operagdo com a geracdo de uma

populacdo de solucBes candidatas. Em seguida, apds um mecanismo de selecdo

baseado na aptiddo, solu¢des “pais” sdo escolhidas para gerar solucdes

“descendentes”. Estas surgem apds a etapa de reprodu¢do, momento em que

operadores genéticos sdo aplicados nas solucdes “pais”. Finalmente, as solucdes

resultantes substituem parcial ou totalmente a populacéo original e um novo ciclo

da evolucao se inicia até que um ou mais critérios de parada, definidos previamente,

sejam atendidos.

N selecdio
{ Populacao }—)( Pais ‘

N

reproducdo

. o \'
substitui¢do I Descendentes ‘

Figura 2.2 - Fluxograma de um algoritmo evolutivo. Adaptado de ABRAHAM et al. (2006)

A literatura relaciona cinco membros componentes da familia de algoritmos

evolutivos:

Algoritmos genéticos [GA — Genetic Algorithms]

(HOLLAND, 1975; GOLDBERG, 1989; MICHALEWICZ, 1994);
Programacao evolutiva [EP — Evolutionary Programming]
(FOGEL et al., 1966);

Estratéqgias evolutivas [ES — Evolution Strategies]
(RECHENBERG, 1973);

Sistemas classificadores [CS — Classifier Systems]
(BOOKER et al., 1989);
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e Programacéo genética [GP — Genetic Programming]
(KOZA, 1992).
Constituindo uma variacdo dos algoritmos genéticos, 0s EDAs
(MUHLENBEIN & PAAR, 1996; HAUSCHILD & PELIKAN, 2011; CASTRO &

VON ZUBEN, 2012) também sdo considerados algoritmos evolutivos, seguindo o

mesmo fluxo de funcionamento dos demais, conforme representado na figura 2.2.

A diferenga entre os algoritmos evolutivos estd na forma como representam
os dados, no tipo de operador genético aplicado e no modo de selecdo dos
individuos. Nas subsecfes seguintes, essas caracteristicas serdo destacadas em
GAs, ES e EDA:s.

2.2.1.
Algoritmos genéticos

Sendo o mais conhecido dos algoritmos evolutivos, um algoritmo genético
(GA — Genetic Algorithm) representa um individuo da populagdo através de um
cromossomo que contém a codificacdo (gendtipo) de uma possivel solugédo para o
problema (fenotipo). Cromossomos sdo usualmente representados por listas de
atributos ou vetores. Em sua versdo classica (HOLLAND, 1975), a codificacéo era
binaria de tamanho fixo. Posteriormente, MICHALEWICZ (1994) mostrou a
superioridade da codificacdo em arranjos de nimeros reais, no caso de problemas
numéricos de alta dimensionalidade em que alta precisdo € exigida, evidenciando
que a codificacdo € uma das etapas criticas na definicdo de um algoritmo genético.

Outros aspectos, além da codificacao, precisam ser especificados para definir
completamente um GA. Um deles é o tamanho da populacdo. Simula¢des indicam
gue esse parametro afeta diretamente o desempenho do algoritmo: quando muito
pequena, dificulta a localizacdo do 6timo global; por outro lado, se muito grande,
torna o processo de busca ineficiente. De sorte que o tamanho adequado da
populacdo é normalmente obtido por experimentacao.

Definido o tamanho da populacéo e inicializando a mesma de forma aleatoria,
cada individuo desta é avaliado atraves da fungéo objetivo do problema, produzindo
uma medida de adaptacdo (fitness). O passo seguinte consiste em gerar novos
individuos, a partir de um processo de modificacdo dos individuos mais adaptados,

na etapa de reproducdo. Esta envolve a aplicacdo dos operadores genéticos de
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cruzamento ou recombinacdo (crossover) e mutacdo. A recombinacdo permuta
importantes segmentos de diferentes individuos com uma probabilidade de
ocorréncia (pr) por individuo, conhecida como taxa de recombinacdo, definida
previamente pelo usuario. Por outro lado, a mutacao é feita complementando o valor
de posicdes do cromossomo, seguindo uma probabilidade (pm) de mutacdo por
posicdo, chamada de taxa de mutagdo e também parametrizada pelo usuério do
algoritmo. Os GAs enfatizam a recombinacdo como o principal operador de busca,
sendo a mutacdo um operador secundario, aplicado com baixas probabilidades, com
0 intuito de criar uma variabilidade extra (diversidade) na populagdo, mas sem
destruir o progresso ja obtido com a recombinacao.

Cuidados especiais devem ser tomados em problemas de otimizacdo com
restricdes, pois a codificacdo adotada pode fazer com que os individuos
modificados por esses operadores genéticos sejam invalidos. A figura 2.3 ilustra a
aplicacdo desses operadores em cromossomos binarios, concebidos para o primeiro
tipo de algoritmo genético, o GA classico. No item (a) desta figura, o operador de
crossover de um ponto ¢ aplicado em um ponto de corte “k” aleatoriamente
escolhido na cadeia de bits dos individuos “pais”; os individuos “descendentes” sdo
gerados com a troca dos segmentos da cadeia a partir de “k”. Outro tipo de
crossover muito utilizado € o crossover uniforme (SYSWERDA, 1989): para cada
bit no primeiro “descendente” é decidido (com alguma probabilidade fixa pc) qual
“pai” vai contribuir com seu valor para aquela posi¢do. Como o crossover uniforme
troca bits ao invés de segmentos de bits (que neste caso fazem o papel dos genes),
ele pode combinar caracteristicas independentemente da sua posicéo relativa no
cromossomo. No entanto, ndo hd nenhum operador de crossover que claramente
apresente um desempenho superior aos demais. VON ZUBEN (2000) assevera que
cada operador de crossover € particularmente eficiente para uma determinada classe
de problemas e extremamente ineficiente para outras. No item (b) da figura 2.3, o
operador de mutacdo atua sobre um individuo, alterando cada gene
independentemente com uma probabilidade pm, denominada de taxa de mutagéo.
Usualmente, sdo atribuidos valores pequenos para esta taxa. A ideia intuitiva por
tras do operador de mutacéo é criar uma variabilidade extra na populagéo, mas sem
destruir o progresso j& obtido com a busca. Considerando codificacdo binéria, o

operador de mutacdo padrédo simplesmente troca o valor de um gene em um
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cromossomo. Assim, se um gene selecionado para mutagéo tem valor 1, o seu valor

passard a ser 0 ap0s a aplicacdo da mutagdo, e vice versa.

[1]e]1]efe]1[1]1]0]1]
o[1[1[1[e]1[o]1[1]0

k
ol1]1[1]0]1]1]1]0]1

[ el [
(a)

Pai (11070l 1]1]o] 1]o] 1 [o]
!

Descendente |1‘0|0|0‘1m1|ﬁ|1|€|
(®)

Pais

Descendentes

Figura 2.3 - Operadores genéticos: (a) crossover de um ponto (b) mutagdo pontual.

Das etapas gerais descritas na figura 2.2, o Gltimo passo do GA consiste na
selecdo dos individuos para a proxima geracdo, isto €, para a proxima iteracdo do
algoritmo. O GA cléssico faz uso do método da roleta, no qual cada individuo que
compde a populacdo recebe uma probabilidade diretamente proporcional a sua
aptiddo relativamente ao somatorio das aptiddes dos demais, sendo estabelecida,
dessa forma, a chance de um individuo passar para a proxima geracdo. Dada a
natureza estocastica do mecanismo que poderia fazer com que o melhor individuo
fosse perdido de uma geragdo para outra, outras estratégias foram elaboradas, tais
como a selecdo elitista, que sempre mantém o melhor individuo na geragdo
seguinte, e a selecdo baseada em rank, que faz uso da ordem das posicdes dos
individuos, de acordo com suas aptidGes, para determinar a probabilidade de
selecdo. Um dos métodos mais refinados é a selegéo por torneio, por permitir ajustar
a pressdo seletiva, parametro que determina a dominancia de um individuo na
populacéo e, por conseguinte, a perda de diversidade da populagdo. Neste método,
para se selecionar N individuos, realizam-se N torneios envolvendo g individuos
em cada torneio, escolhidos sem levar em conta a aptiddo e com reposigdo (um
individuo pode aparecer mais de uma vez num mesmo torneio). Vence cada torneio
aquele que apresentar a maior aptiddo (comparado ao de seu(s) oponente(s) no
torneio). De acordo com VON ZUBEN (2011), para propositos praticos, g > 10

conduz a uma forte presséo seletiva, enquanto valores de g entre 3 e 5 levam a uma
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fraca presséo seletiva, o que permite maior exploracdo do espago de busca e,
portanto, uma convergéncia mais lenta do algoritmo.

O ciclo da figura 2.2 se repete até que um numero pré-determinado de
iteracOes seja atingido ou até que um nivel de adaptacéo esperado seja alcangado.

A codificacdo em arranjos de nimeros reais, 0s mecanismos alternativos de
selecdo e o desenvolvimento de outros operadores de recombinacdo e mutacéo
fizeram surgir, ao longo dos anos, diversas variacdes do GA classico que quase
sempre obtiveram desempenho superior a este em muitos casos, tais quais em
problemas numéricos de alta dimensionalidade e em problemas de controle
(MICHALEWICZ, 1994).

Um ultimo aspecto de grande relevancia neste tipo de algoritmo evolutivo diz
respeito a modelagem tedrica dos GAs. HOLLAND (1975) introduziu a nocdo de
um esgquema como um padrdo geral de sequéncia de bits que é descrito por um
molde constituido por 1, 0 e # (ndo importa). Por exemplo, o esquema 1 0 ##0 1
representa a familia de sequéncias de 6 bits, comecando com 1 0 e terminando com
0 1. Como o padréo central # # descreve 00,01, 10e 1 1, o esquema completo
representa quatro padroes de 1’s e 0’s. A fundamenta¢do do GA classico € que os
esquemas sdo blocos construtivos de familias de solucfes. A teoria dos esquemas e
a hipotese dos blocos construtivos (GOLDBERG, 1989), que figuram entre o0s
conceitos mais aceitos para explicar o funcionamento do GA classico, afirmam que
o algoritmo manipula implicitamente um grande nimero de blocos construtivos de
alta aptiddo, através dos mecanismos de selecdo e recombinacdo, reproduzindo e
mesclando-os (PELIKAN et al., 2000). Entretanto, em alguns tipos de problemas,
a aleatoriedade dos operadores genéticos rompe os blocos construtivos, fazendo
com que o algoritmo ndo consiga manipula-los de maneira eficiente. Isto ocorre em
cromossomos com alta epistasia, isto €, naqueles em que um gene influencia
fortemente os outros. O problema de rompimento de blocos construtivos € muitas
vezes referenciado como problema de ligacéao (linkage problem).

Desse modo, embora sejam verificadas aplicaces bem sucedidas deste
algoritmo, muitas vezes os operadores genéticos ndo contribuem para que os GAs
alcancem o o6timo global. Este € o caso dos problemas de decepcéo
(MICHALEWICZ, 1996), nos quais o0s blocos construtivos direcionam

erroneamente 0 GA, fazendo-o convergir para subotimos.
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2.2.2.
Estratégias evolutivas

Estratégias evolutivas (ES — Evolution Strategies) sdo heuristicas de
otimizacdo baseadas em ideias de evolucdo e adaptacdo. Criada originalmente para
dar tratamento a um problema de hidrodindmica (RECHENBERG, 1973), esta
classe especial de algoritmos evolutivos tem sido aplicada, principalmente, na
otimizacao de funcgdes continuas.

Nas ES, a codificacdo é real e os cromossomos incluem, além dos parametros
a otimizar (vetor de atributos X), os parametros da estratégia (o, €) que se referem
aqueles que controlam o processo evolutivo da busca, parametrizando o modelo de
densidade de probabilidade das mutagdes. Desse modo, uma populacdo de n
individuos pode ser representada por P = (cy, €3, ***, Cp—1,Cn), ONde 0 i-€ésimo
cromossomo c; é definido como ¢; = (X;, g, 6;), onde X; = (X1, Xi2,* Xin-1, Xin)
é 0 vetor de atributos e g; = (i1, Gi2,"**, Oin—-1, in) € 0; = (01,02, Oin—1, Oin)
sd0 0s conjuntos de parametros da estratégia, em geral, desvios padrdes e angulos
de rotacdo dos eixos principais das hiperelipses.

Observando-se a estrutura do gendtipo, verifica-se que os parametros da
estratégia também sofrem um processo de evolugdo, denominado de autoadaptacao,
que é fundamental para o sucesso das ES em tarefas de otimizacdo. Também é
importante ressaltar que, embora o individuo da populacdo tenha dois ou mais
vetores, somente o vetor de atributos X é submetido a avaliacdo da aptidéo.

No que diz respeito aos operadores genéticos, a mutacdo e a selecdo estdo
presentes em todas as ES, sendo a recombinacdo a menos utilizada. Nas ES, a
mutacao consiste em uma perturbagao no vetor de atributos obtida através da adigdo
de um vetor aleatdrio z; com distribuicdo gaussiana de media zero e desvio padrao
o;,, isto é x;'*1=x'+2z, onde z = N(0, o;), exclusivamente no caso
unidimensional. Com base no desvio padréo utilizado, definem-se trés tipos de
mutacéo:

1. Global:
A mutacdo utiliza um Unico desvio padréo para todos os atributos de X;:

z; = N(0,10), onde | é a matriz identidade;
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2. Local:
A mutacdo utiliza desvios padrdes individuais oy,-+,0, para cada
atributo de X;: z; = N;(0,0;4*1), i =1,-,n.

3. Correlacionada:

E utilizada uma matriz completa de covariancia C; (definida pelos
vetores o; e 6;) para cada atributo de X;: z; = N (O, Ci(at*Y, eif“)),

Em se tratando do operador de recombinacdo, o0 mesmo pode gerar um ou dois
descendentes quando aplicado a dois ou mais pais. Este operador modifica néo
apenas o vetor de atributos, mas também os pardmetros da estratégia, existindo
diversas formas de combinar as caracteristicas dos pais para a geracdo do(s)
descendente(s), similares as dos GAs. Uma forma muito comum em ES € a
recombinacdo discreta que combina aleatoriamente as caracteristicas dos pais.
Especificamente, o crossover aritmético (MICHALEWICZ, 1996) foi
desenvolvido para uso com codificagdo em ponto flutuante e consiste na
combinacdo linear de dois cromossomos: sejam x; e x, dois individuos
selecionados para crossover, entdo os dois descendentes resultantes serdo x'; =
ax;+(1—a)x, e x', =1 —a)x; +ax,, onde a é um numero aleatério
pertencente ao intervalo [0, 1]. Este operador € particularmente apropriado para
problemas de otimizacdo numérica com restri¢fes, onde a regido factivel é convexa.
Isto porque, se x; e x, pertencem a regiao factivel, combinacGes convexas de x; e
x, serdo também factiveis. Assim, garante-se que o crossover ndo gera individuos
invalidos para o problema em questdo (VON ZUBEN, 2000).

Os primeiros algoritmos de estratégia evolutiva, (1+1)—ES, operavam com
um unico individuo, que gerava um Unico descendente, através de mutacdo com
parametro o constante. Esses dois individuos eram confrontados em uma
competicdo por sobrevivéncia, na qual a selecdo eliminava a solugdo mais pobre. O
novo individuo sé seria aceito como novo membro da populagdo se tivesse melhor
aptiddo. Caso contrario, a solugdo original permanecia.

Diante da ineficiéncia das ES com parametro constante, RECHENBERG
(1973) propds a primeira técnica adaptativa de controle de parametros, conhecida
como regra de sucesso do 1/5: se a razdo entre o0 nimero de mutacbes com sucesso
e o total for maior do que 1/5, deve-se aumentar o desvio padrdo; caso seja menor,

deve-se diminui-lo. A razdo intuitiva por tras da regra de sucesso do 1/5 é o aumento
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da eficiéncia da busca: se bem sucedida, a busca continua com passos maiores; se
ndo, o passo deve ser reduzido. Contudo, esta técnica pode levar a convergéncia
prematura para algumas classes de funcdes. Isto motivou um aprimoramento do
método através do aumento do ndmero de pais. O conceito de populacdo foi
introduzido na estratégia (ut+1)—ES, na qual p pais geram apenas um descendente
através de recombinacdo e mutagdo, substituindo o pior pai da populagéo.

SCHWEFEL (1981) estendeu a familia das ESs para trabalhar com
populacdes de pais e descendentes mdaltiplos, criando as ESs multimembros
(u+1)—ES e (1, A)—ES. Nestas, o parametro de estratégia o; faz parte da informagéo
genética do individuo, estando sujeito, portanto, a mutacdo e recombinacao, e
efetuando, assim, a adaptacao online (autoadaptacédo) durante o processo evolutivo.
Com isso, a atualizacdo do vetor de parametros o; deixa de ser realizada pela regra
de sucesso do 1/5, sendo esta a principal diferenca dessas ES para as outras
variantes. Mais especificamente:

e Na (utA)—ES, p pais produzem A > p descendentes ¢ a populagdo pta é
posteriormente reduzida a p melhores individuos. O mecanismo de
sele¢do opera no conjunto p+A, eliminando da populacao os pais a medida
que geram descendentes com melhor aptidao;

e Na (u, A)—ES, p pais produzem A descendentes, sendo que a nova
populagdo de p individuos € formada apenas por individuos selecionados
do conjunto de A descendentes. Desse modo, o periodo de vida de cada
individuo esté restrito a uma geracao.

Uma abordagem mais recente que constitui o atual estado da arte em
problemas de otimizacdo continua é a Estratégia Evolutiva com Adaptacdo da
Matriz de Covariancia (CMA-ES), proposta por HANSEN & OSTERMEIER
(2001). A exceléncia dessa ES esta no modo direto e ndo aleatério com que a
mesma atualiza os pardmetros estratégicos. As informacdes obtidas do caminho da
evolugdo — passos seguidos em d iteracOes do algoritmo — norteiam a intensidade
das mudancas na matriz de covariancia: aumentam, quando varia¢des na diregédo do
espaco sdo bem sucedidas e diminuem gradativamente em outras dire¢fes. A
acumulacdo de informacdo torna possivel adaptar confiavelmente a matriz de
covariancia até mesmo quando o algoritmo utiliza pequenas populagdes. Outra

caracteristica do CMA-ES € a invariancia deste a transformacdes no espaco de
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busca, incluindo rotacéo, reflex&o e translagdo. A verificacdo destas propriedades,
altamente desejaveis em algoritmos de otimiza¢&do, implicam em uma padronizacdo
de comportamento do algoritmo em uma classe de funcdes e, portanto, implicam na
generalizacdo dos resultados empiricos obtidos (HANSEN et al., 2011). Ademais,
todas as comparacOes experimentais confirmam a superioridade desta abordagem

sobre as estratégias evolutivas puramente mutativas.

2.2.3.
Algoritmos de estimacéo de distribuicao

Algoritmos de estimacdo de distribuicdo (EDAs — Estimation of Distribution
Algorithms) possuem muitos aspectos em comum com os algoritmos genéticos,
conforme é possivel verificar na figura 2.4. Entretanto, em EDAs, novos individuos
sdo gerados diferentemente. No lugar dos operadores genéticos de recombinacao e
mutacdo, EDAs estimam a distribuicdo de probabilidade das solucGes mais
promissoras e, em seguida, fazem uma amostragem da mesma para gerar novas
solugdes. Este mecanismo confere aos EDAs a capacidade de extrair e utilizar
conhecimento ao longo da execucao, inexistente nos GAS.

Outra importante diferenca existente € o modo de construir solucgdes.
Enguanto GAs tentam combinar blocos construtivos implicitamente, EDAs buscam
encontrar explicitamente a correlagdo ou relacdo de dependéncia entre as variaveis.
Neste ponto, destaca-se a principal vantagem dos EDASs sobre os outros algoritmos
evolutivos: a capacidade de tratar, de modo robusto (com pouca variacdo de
desempenho a cada execucdo) e escalavel, problemas que contenham interagdes
importantes entre variaveis (LOZANO et al., 2006; PELIKAN, 2005).
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Algoritmo de estimacio
de distribuicao

Gera populacdo Gera populacdo
inicial inicial

| Avalia a populacédo | :> | Avalia a populagdo |

Seleciona os melhores Seleciona os melhores
individuos individuos

| |

Estima modelo

Algoritmo genético

Aplica recombinacéo

probabilistico
: ~ Amostra novos
Aplica mutagdo . e,
individuos

Figura 2.2 - Fluxograma de etapas de algoritmos genéticos e algoritmos de estimacdo de
distribuicdo. Adaptada de VON ZUBEN (2011)

Assim, a etapa fundamental desta classe de algoritmos evolutivos é a
estimacdo da distribuicdo de probabilidade conjunta das variaveis de entrada das
solucdes. Esta tarefa se torna mais dificil quando o problema em questdo possui
dependéncias complexas entre as varidveis, exigindo um compromisso entre
precisdo de estimagdo e custo computacional. Em fungdo disto, a literatura
usualmente classifica os EDAs quanto a complexidade do modelo utilizado:
variaveis sem dependéncia; dependéncia aos pares; dependéncia multivariada e
modelos com mistura de distribuicdes (LARRANAGA, 2001).

A estimacdo realizada pelos algoritmos com varidveis sem dependéncias é a
mais simples. Supondo que ndo existe relacdo de dependéncia entre as variaveis do
problema, a distribuigé@o de probabilidade conjunta pode ser fatorada em n fungdes

de densidade de probabilidade (fdp’s) univariadas:

pe0 = [ped @7

onde X é o conjunto de solucBes promissoras, em um espago de busca
n-dimensional. Essa abordagem tem baixo custo computacional, no entanto, falha
em problemas mais dificeis. Sdo EDAs univariados discretos: PBIL (Population
Based Incremental Learning) (BALUJA, 1994), UMDA (Univariate Marginal
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Distribution Algorithm) (MUHLENBEIN & PAAR, 1996), cGA (Compact Genetic
Algorithm) (HARIK et al., 1999); e continuo: UMDAc (LARRANAGA et al.,
1999).

Quando o algoritmo é de dependéncia aos pares, considera-se que as variaveis
possuem dependéncia em relacdo a, no maximo, outra variavel, sendo a distribuicao

de probabilidades fatorada como segue:

n

p(X) = l_[p (Xi|Xj(i)), comi # j (2-8)

i=1
onde Xj(l_)é a varidvel da qual X; é dependente.

Enquanto os algoritmos de varidveis independentes estimam apenas 0S
parametros do modelo, na dependéncia aos pares a aprendizagem paramétrica
requer também a constru¢cdo de uma rede de probabilidades (grafo) entre as
variaveis para representar o modelo, o que acarreta em um aumento do custo
computacional. S&o exemplos de algoritmos deste tipo: MIMIC (Mutual
Information Maximizing Input Clustering) (DE BONET et al., 1997), COMIT
(Combining Optimizers with Mutual Information Trees) (BALUJA & DAVIES,
1997), BMDA (Bivariate Marginal Distribution Algorithm) (PELIKAN &
MUHLENBEIN, 1999a).

Apesar de modelos de dependéncia aos pares serem eficientes em certos
cenarios, em problemas multivariados os mesmos séo insuficientes para representar
adequadamente o espaco de solucgdes. Nestes casos, todas as dependéncias entre

variaveis sao modeladas por uma distribuicdo da seguinte forma:

n
P00 = | [pOelX0 X, Xt Xin, X0 (2-9

1=1

Embora estes algoritmos demandem alto custo computacional, devido ao
aprendizado de um numero maior de relagcdes de dependéncia entre variaveis, 0
numero de avaliagdes da funcdo objetivo tende a ser reduzido, uma vez que a
amostragem dos novos individuos sera realizada em um modelo mais preciso. Sao
exemplos de EDAs de dependéncia multivariada: BOA (Bayesian Optimization
Algorithm) (PELIKAN et al., 1999b); MD-EDA (Markov Network Estimation
Distribution Algorithm) (SANTANA, 2005); hBOA (Hierarchical Bayesian
Optimization Algorithm) (PELIKAN, 2005); ECGA (Extended Compact Genetic
Algorithm) (HARIK et al., 2006).


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1021511/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1021511/CA

34

Além dos modelos probabilisticos basicos, EDAs também tém utilizado
outras técnicas de modelagem. Modelos com mistura de distribuicBes aumentam a
flexibilidade da estimacdo da distribuicdo de probabilidade conjunta em EDAS,
especialmente no caso de problemas de otimizacdo multimodais. Estes modelos
realizam agrupamento de solugdes promissoras e posicionam distribuicdes de

probabilidade junto a cada agrupamento. S&o descritos por:
k

P = > mipi(X) (2-10)

i=1
onde Tr; representa o peso da i-ésima componente da mistura, p;(x) é a distribuicéo
de probabilidade do i-ésimo grupo criado pelo método de agrupamento de dados e
k € o niUmero de grupos. O peso de cada componente e a estrutura do modelo de
mistura sdo obtidos atraves de algum procedimento dedicado, como, por exemplo,
o0 algoritmo EM (Expectation-Maximization) (DEMPSTER et al., 1977). Para
completar o0 modelo, é necessério informar o nimero de componentes de cada
grupo, residindo, neste ponto, a principal dificuldade deste método. Sdo EDAs do
tipo modelo de mistura de distribuicbes: EMDA (Estimation of Mixtures of
Distributions Algorithm) (PENA et al., 2001); mIDEA (mixed Iterated Density
Estimation Evolutionary Algorithm) (BOSMAN & THIERENS, 2001); EDAocvm
(Online Gaussian Mixture Model Algorithm) (GONCALVES & VON ZUBEN,
2011). O mIDEA, em particular, constroi o modelo probabilistico através de uma
mistura de distribuicGes normais que se ajustam a grupos de variaveis, utilizando a
métrica do critério de informacdo bayesiano (BIC —Bayesian information criterion)
(SCHWARZ, 1978) para avaliar as dependéncias entre as varidveis. Em seguida,
combinando EDAs, selegdo de truncamento baseada em dominancia e
agrupamento, THIERENS & BOSMAN (2001) propuseram extensdes do mIDEA
para problemas de otimizacdo multiobjetivos, os algoritmos MIDEA (Mixture-
based Multiobjective Iterated Density-Estimation Evolutionary Algorithm).
Modificacdes adicionais permitiram validar a eficiéncia desses algoritmos em
problemas mono-objetivo e multiobjetivos, conferindo premiacGes aos autores em
edicdes da Conferéncia de Computacdo Genética e Evolutiva (GECCO — Genetic
and Evolutionary Computation Conference): uso de técnicas para calcular e utilizar
a informacdo do gradiente e de esquema adaptativo de alocacdo de recursos
(BOSMAN & DE JONG, 2006); uso de memdria para reduzir requisitos de
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tamanho da populacdo e diviséo do espaco de busca (BOSMAN, 2009); uso de novo
algoritmo de agrupamento para reduzir o risco de convergéncia prematura devido a
superposicao de solucdes (BOSMAN, 2010).

Uma abordagem mais recente € a que utiliza a funcdo de copulas (SKLAR,
1959) para estimar o modelo probabilistico dos EDAs e que sera discutida no

proximo capitulo.
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Algoritmos de estimacgao de distribuicao baseados em
cbpulas

Este capitulo apresenta fundamentos de uma importante ferramenta em
modelagem estatistica e simulacdes, as funcbes copulas. Na ultima secdo, é
realizado um levantamento da literatura, relacionando os principais trabalhos que

utilizaram cépulas no contexto da computacao evolutiva.

3.1
Introducéo a teoria de cépulas

Introduzida por SKLAR (1959), a teoria de copulas comecou a ser aplicada
extensivamente apenas na Ultima década, na area de financas. Reconhecida a
impropriedade da distribuicdo normal multivariada na modelagem de dados
financeiros, copulas tém constituido ferramenta de grande utilidade por permitir a
construcdo de modelos multivariados capazes de caracterizar adequadamente a
estrutura de dependéncia das variaveis do problema.

Nas proximas secOes, serdo apresentados os fundamentos da teoria de

copulas, incluindo os principios de construcdo e as técnicas de simulagéo.

3.1.1.
Teoremas e Definicdes

Defini¢do 3.1 (Copula)

Seja u = (uq,...,u,) €[0,1] um vetor de n varidveis. Uma funcgdo
C(u):[0,1]™ - [0,1] é uma coOpula n-dimensional se, e somente se, satisfaz as
seguintes propriedades basicas:

e ((u) = uy, se todas as componentes de u forem iguais a 1, exceto u;

e (C(u) =0, se a0 menos uma componente de u for zero;

e ( écrescente em cada componente u,.

Um resultado importante, sempre citado, e base para aplicagdes, é o teorema
de Sklar (SKLAR, 1959).
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Teorema 3.1 (Sklar)

Segundo o teorema de Sklar, base da teoria das cépulas, a funcdo de
distribuicdo cumulativa conjunta (JCDF — Joint Cumulative Distribution Function),
F, das variaveis aleatorias X,, X5, ---, X,, com distribuicdes marginais F;, F,, -+, E,,
respectivamente, pode ser caracterizada por uma cépula C n-dimensional, tal que
para todo vetor x € R™:

F(xq, %2, ,%p) = C(F1(x1)' Fy(x3), an(xn)) (3-1)

=P{X; < x1, X, <xy,, Xy < x5}

Adicionalmente, o teorema de Sklar afirma que se F;, F,, -, F, forem todas
continuas, entdo C serd Unica. Neste caso, as distribuicbes marginais podem ser
separadas da estrutura de dependéncia, sendo esta representada por uma cépula. Por
outro lado, quando as distribuicGes marginais sdo discretas, ndo é possivel assumir
que a representacado (3-1) seja Unica.

Como representacdo alternativa, a equacao (3-1) pode ser escrita de forma
invertida. Para qualquer vetor u € [0, 1]™:

Cr(up, g, Un) = F(FT (w0, F5 ' (w), -, () (3-2)
onde Cr denota a copula pertinente a F e F~1(u) = inf{x € R | F;(x;) = u}, com
i=1,--,neu € (0,1), constitui a inversa generalizada da funcdo de distribuicao
marginal. Assim, uma copula é uma distribuicdo multivariada com marginais

uniformes no intervalo (0,1).

Defini¢do 3.2 (Funcao conjunta e copula de sobrevivéncia)

Seja F a funcdo conjunta de sobrevivéncia para n variaveis aleatorias
X1, X5,+++, X, com funcdo de distribuicdo conjunta F. Entdo, F(xy, x5, X,) =
P{X; > x;,X, > x5,-++, X,, > x,,}. Analogamente, C representa a fungdo conjunta
de sobrevivéncia de U; varidveis aletdérias uniformes em (0,1) e 0 <u; <1,
i =1,..,nequetemacopula C como funcdo de distribuicao, isto é:

C(ug, uy, -, up) = P{U; >uy, Uy > up, -+, Uy > Uy} (3-3)

No caso bivariado, a copula de sobrevivéncia C(u,v) associada & copula
C (u, v) € definida como a cépula do vetor (1 — U, 1 — V), onde (U, V) é um vetor
de v.a’s uniformemente distribuidas em (0,1) e que tem c6pula C (u, v). Entdo:

Cluv)=u+v—-1+C1—-u1-7v) (3-4)
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Teorema 3.2 (Independéncia entre variaveis)

De acordo com o teorema 2.4.2 de NELSEN (2006):

Sejam X;,X,,-+, X, Vvaridveis aleatorias continuas com copula C e
distribuicbes marginais Fy, F,, ---, F,. Entdo, X, X,, -+, X;, s@0 independentes se, e
somente se,

C = F(X)F(X2) - Fy(Xn) = uquy - uy (3-5)

A expressdo anterior € denominada de cdpula independente ou copula
produto. No caso bivariado, a figura seguinte ilustra perspectivas de um grafico de
superficie dentro do cubo unitario: nos eixos da base do primeiro quadrante estéo
as distribuicdes marginais e no eixo perpendicular, a copula. Observe que a

superficie é ndo decrescente, de acordo com o requisito da definicéo 3.1.

ul*u2
—

C(ul, u2)

ul*u2

C(ul, u2)

u2

ul

Figura 3.1 - Gréfico de superficie da cépula produto C(uq,u,) = u u, para (uq,u,) €
[0,1]2.

Teorema 3.3 (Invariancia a transformacdes estritamente crescentes)

O teorema 2.4.3 de NELSEN (2006) afirma:

Seja C a copula das variaveis aleatorias continuas X;, X,, -+, X,, € seja RanX;,
para i =1,2, ---,n, 0 conjunto de valores que a variavel X; pode assumir. Se
aq,ay, -, a, forem  fungdes continuas e estritamente crescentes em

RanX;,RanX,, -, RanX,, respectivamente, entdo C também é a cdpula de
al(Xl)raz(Xz);"':an(Xn)-
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Teorema 3.4 (Derivada parcial de copulas)
Estendendo o teorema 2.2.7 de NELSEN (2006) para o caso n-variado:

Seja € uma copula. Para qualquer u, €[0,1]", a derivada parcial

) . .
ﬁc(ul’ Uy, *++, Uy) existe para quase todo u,, e para tais uq, uy, =+, Uy,
n
)
0 < 5= Cluy, up, o+, up) < 1 (3-6)
Un

.. ~ 0 ~ - ~
Adicionalmente, as fungdes u,, — gc(upuz' -+, Uy,) Sdo definidas e nédo
n

decrescentes em quase toda parte em [0,1]™.

Definicdo 3.3 (Funcéo densidade de probabilidade conjunta)

A partir de (3-1) e do teorema anterior, € possivel definir a funcdo densidade
de probabilidade conjunta (JPDF — Joint Probability Density Function), f, como a
derivada de ordem n da copula C em relacdo as suas funcGes de distribuicdo

marginais, isto €:

anC(Fl (xl);""Fn(xn)) n
0F1(x1),+,0Fn (xn) =1 /i) (3-7)

= c(F1 (x1), . F, (Xn)) [T fiCx)

onde F; e f; séo as funcdes distribuicdo e densidade de probabilidades marginais,

f(xl""an) =

respectivamente, e

anC(ul,---,un) — f(xlr‘”:xn)
Oouq-- 0un f1(x1) - fn(xn)

Na representagdo (3-7), conforme observa MENDES (2004), fica clara a

C(Fl(xl)r""Fn(xn)) = (3'8)

decomposi¢do da densidade conjunta f(xq,:--,x,) em duas partes: uma que
descreve apenas a estrutura de dependéncia e outra que descreve o comportamento
marginal de cada variavel. Na pratica, esta decomposicao simplifica a especificacao

da distribuicdo multivariada e sua estimagcdo (MENDES, 2009).

3.1.2.
Copula condicional

Através da funcdo copula é possivel obter também a distribuicdo condicional.
Se as variaveis aleatdrias Uy, -+, U, possuem funcdo de distribuicdo conjunta C,

entdo a distribuicdo condicional de U, dados os valores de Uy, -+, U_4 é dada por:
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Cr(uglug, -+, ug—1) = P{Ux S up|Uy = uy, -+, Up—qg = Up—1}
ok (ua )
ouq- 0ug_q (3_9)

ok=1Ch_q (ug - up—q)
6u1--~ auk_l

No caso bivariado e quando as marginais U, e U, sdo uniformes em (0,1),
(3-7) é simplificada a:
0C) (uy,uz)

auz

Co(uzlwy) = (3-10)

Esta Gltima relacdo constitui a base de um algoritmo geral para geracdo de variaveis
aleatorias de uma dada copula, ineficiente na maioria dos casos e apresentado no
capitulo seguinte. Entretanto, a relacdo (3-10) é também a base de um tipo robusto
de construcdo de copulas multivariadas, os modelos pair-copulas (AAS et al.,
2007).

3.2.
Medidas de dependéncia

Esta secdo apresenta alguns conceitos basicos sobre medidas de dependéncias
entre variaveis aleatorias. Considerando que a condi¢do de independéncia decorre,
na maioria das vezes, de uma suposi¢do, ndo verificada em muitos casos praticos,
torna-se de suma importéncia o entendimento da relacdo entre elas para a correta
modelagem estatistica.

Uma vez que, de acordo com a secdo anterior, as fungdes copulas sdo capazes
de fornecer informacdo sobre a estrutura de dependéncia, independentemente da
especificacdo das distribuicdes marginais, e que, no caso continuo, as referidas
funcbes sdo invariantes a transformacdes estritamente crescentes das variaveis
aleatdrias, a teoria de cdpulas esta diretamente relacionada ao estudo de medidas de
dependéncia entre variaveis aleatorias. Portanto, conceitos de dependéncia sao
propriedades de cépulas (NELSEN, 2006).

CHERUBINI et al. (2004) e outros autores tém utilizado um novo termo,
distinto de dependéncia, denominado de medidas de associacdo, que se baseiam em
relacfes de concordancia. As proximas subsecdes apresentardo algumas definices

relativas a quatro das medidas de dependéncia/associa¢do mais utilizadas.
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3.2.1.
Coeficiente de correlacao linear

O coeficiente de correlagdo linear ou de Pearson é definido para um par de

variaveis aleatérias (X, Y) com variancias finitas e diferentes de zero e é dado por:

Cov(X,Y)

p(X,Y) = o) Jvar® (3-11)
onde Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) é a covarianciade (X,Y) e Var(X) e Var(Y)
sdo as variancias de X e Y.

O coeficiente de correlacdo linear € uma medida de dependéncia
frequentemente utilizada devido a simplicidade da sua estimacdo. Entretanto, este
coeficiente tem as seguintes limitacdes:

e Mede somente correlacdo do tipo linear, capturando apenas o0 grau e 0
sinal da mesma;

e E uma medida de dependéncia natural das distribuicbes elipticas, em
particular da distribuicdo normal multivariada, e, portanto, adequada
apenas para estas (vide na secdo 3.3 a definicdo de distribuicéo eliptica);

e Uma Unica observacdo pode ter uma grande influéncia no valor de p, isto
é, p ndo é uma medida de dependéncia robusta. Devido a isto, 0
coeficiente de correlacdo linear ndo deve ser utilizado quando a amostra
possui outliers.

Outras limitacOes desse coeficiente estdo relacionadas em EMBRECHTS et

al. (1999).

3.2.2.
Medidas de concordancia

Dadas as limitagfes do coeficiente de correlagdo linear, outras medidas de
dependéncia foram propostas, entre elas as baseadas no conceito de concordancia:
Sejam (xq,y;1) e (x5,y,) duas observacdes de variaveis aleatérias (X,Y).
Entdo, (x,y1) e (x3,y,) sdo ditas concordantes se (x; —x,)(y; —y2) >0 e
discordantes se (x; — x,)(y; — y,) < 0. Medidas tais como o tau de Kendall e 0
rho de Spearman, apresentadas nas se¢des a seguir, sdo definidas em funcao dessas

relagdes de concordéncia.
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3.2.2.1.
Tau de Kendall

Esta medida é definida como a probabilidade de concordancia menos a
probabilidade de discordancia de n observacfes de um vetor (X,Y) de varidveis
aleatdrias continuas:

T=1Txy = P[(X; — X2)(Y; = Y2) > 0] = P[(X; — X3)(Y; — Y;) < 0] (3-12)

Teorema 3.5 (Copula baseada no tau de Kendall)
O teorema 5.1.3 de NELSEN (2006) estabelece: sejam X e Y variaveis
aleatdrias com copula C. Entdo, a versao de populacdo do tau de Kendall para X e

Y é dada por:
Tyy =Tc=-1+4 ff[o’ﬂz C(u,v)dC(u,v) (3-13)
NELSEN (2006) ainda observa que a integral dupla de (3-13) é o valor
esperado da funcdo C(U,V), onde U e V sdo varidveis aleatorias da distribuicdo
uniforme padrdo e cuja distribuicdo conjunta é C, ou seja:

1. = —1+4E(C(U,V)) (3-14)

3.2.2.2.
Rho de Spearman

Sejam (X,,Y;), (X,,Y,) e (X5,Y3) trés amostras independentes de variaveis
aleatorias com distribuicdo conjunta H (cujas marginas sao F e G) e copula C. A
versdo de populacdo da medida Rho de Spearman é definida como proporcional a
probabilidade de concordancia menos a probabilidade de discordancia para os
vetores (X;,Y;) e (X,, Y3) através da equacéo:

Psyy = 3(P[(X1 — X2)(Y; — ¥3) > 0] — P[(X; — X,)(Y; —Y3) < 0]) (3-15)
Segundo a definicdo, os dois vetores aleatdrios possuem as mesmas distribuigdes
marginais, mas enquanto o primeiro possui distribuicdo conjunta H, 0S

componentes do segundo séo independentes.
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Teorema 3.6 (Copula baseada no rho de Spearman)
O teorema 5.1.6 de NELSEN (2006) estabelece: sejam X e Y variaveis
aleatdrias com copula C. Entdo, a versdo de populacdo do Rho de Spearman para X

e Y é dada por:

Psyy = Pse = 12 ffig 12 Cw,v) dudv — 3 (3-16)

3.2.3.
Dependéncia nas caudas

Essa medida é muito Gtil na modelagem de eventos com dependéncia nos
valores extremos das variaveis aleatdrias. Geometricamente, concentra-se nas
caudas dos quadrantes direito superior e esquerdo inferior de uma distribuicéo
conjunta bivariada. Entretanto, para o caso de dimensdes maiores, a avaliacdo da
dependéncia nas caudas ndo é tdo simples.

Conforme JOE (1997), o coeficiente de dependéncia na cauda superior entre
as variaveis aleatorias X e Y, com distribuicdes marginais F e G, respectivamente,
é dado por:

Ay = lim P[Y > GH(@)|X > F7H ()], (3-17)

dado que o limite A; €[0,1] existe. Se Ay € (0,1], entdo XeY sdo
assintoticamente dependentes na cauda superior. Se A; = 0, as mesmas Sao
assintoticamente independentes na cauda superior. De modo semelhante, a
dependéncia na cauda inferior é dada por:

Ay = lim P[Y < ¢7H(@)|X < FH (@), (3-18)

dado que o limite A, €[0,1] existe. Se 4, € (0,1], entdio XeVY sdo
assintoticamente dependentes na cauda inferior. Se 4, = 0, as mesmas s&do

assintoticamente independentes na cauda inferior.

Teorema 3.7 (Dependéncia nas caudas em funcéo da copula)
NELSEN (2006), no teorema 5.4.2, demonstra que os coeficientes de
dependéncia caudal A, e A, sdo ndo paramétricos e dependem somente da cépula C

das variaveis alaetérias X e Y. Se os limites de (3-17) e (3-18) existem, entdo:

Ay = 2 — lim =540
t->1— 1-t

(3-19)
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s CE)
AL = o}L%l+ " (3-20)
Uma vez que a funcdo caudal depende exclusivamente da copula de X e Y, a mesma

é, portanto, invariante a transformacoes estritamente crescentesem X e Y.

3.3.
Copulas elipticas

Embora exista uma grande variedade de copulas (JOE, 1997; NELSEN,
2006), poucas sdo trataveis. Destarte, na modelagem de dependéncias, a escolha
frequentemente recai em cOpulas elipticas ou em arquimedianas.

Uma cépula eliptica é obtida do teorema de Sklar, especificamente quando a
funcdo de distribuicdo F, na relacdo (3-2), € eliptica. Desse modo, cdpulas elipticas
também séo simétricas nas caudas.

Distribuicdes elipticas consistem em generalizagdes de distribuicdes normais
multivariadas. Consequentemente, compartilham de muitas propriedades
importantes das distribuicdes normais, 0 que permite, por exemplo, a simulacdo de
distribuicbes elipticas a partir de transformac6es lineares sobre a distribuicéo

eliptica padréo.

Definicdo 3.4 (Distribuicdo eliptica)
Seja X = (Xy,X,,:++,X,) um vetor de varidveis aleatdrias. X possui
distribuicdo eliptica multivariada com parametros u, X, ¥, denotada por

X ~ E,(u, Z,¢), se a fungdo caracteristica correspondente puder ser expressa por:

px(t) = exp(itT) v (St7xt), (3-21)
onde, u € R™: um vetor coluna;

X: uma matriz definida positiva n x n;

Y(t) € ¥,,: alguma funcdo chamada de geradora caracteristica.

Se X ~ E,,(u, Z, ) tiver uma densidade, a mesma tera a seguinte forma:

A = J% n 3= x - )], (3-22)

onde g,() é uma funcdo geradora de densidade e ¢, € uma constante de

normalizagéo expressa por:

T(n/2) (o0 B -1
Cn = (2:)/11/2 (fo X2 1gn(X)dX)

n
, com fooo xz ! g, (x)dx < oo
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A partir da definigdo acima, LANDSMAN & VALDEZ (2003) mostraram
que distribuicBes elipticas e suas marginais sdo invariantes a transformacdes
lineares, isto €, qualquer combinacdo linear de variaveis aleatorias distribuidas
elipticamente resulta em outra distribuicdo eliptica.

LANDSMAN & VALDEZ (2003) também mostraram que quando
g) = e, o vetor X assume uma distribuicdo normal multivariada com média u
e X = Cov(X). Neste caso também, segundo EMBRECHTS et al. (2003),
p(Xl-,Xj) = X;;//2ZiiZ;;- Por isto, o coeficiente de correlagdo linear € uma medida
natural da dependéncia entre varidveis aleatorias elipticamente distribuidas.

Uma das limitacbes das distribuicfes elipticas estd no fato das marginais
serem todas do mesmo tipo. Uma possivel solugédo consiste em utilizar uma cépula
eliptica para juntar distribuicbes marginais diferentes. Por exemplo, a figura 3.2
ilustra o grafico de dispersdo de 500 amostras simuladas de uma c6pula Gaussiana
bivariada com p=—-0,1 e o0s histogramas das distribuicdes marginais
Gamma(2, 1) e ts.

Copula Gaussiana

[l
L

el

&

Distribuigio t

Distribuicdo Gamma

Figura 3.2 - 500 observacoes de copula Gaussiana bivariada (p = —0,1) com distribuigdes
marginais Gamma(2, 1) e ts.

Entretanto, nesse tipo de solucéo, as componentes da matriz £ ndo podem ser
estimadas através de variancias e covariancias. EMBRECHTS et al. (2003)
propuseram um estimador robusto, funcao do tau de Kendall, podendo ser utilizado,
em todos os casos, sejam as distribuicdes marginais elipticas ou ndo:

7(X,, ;) == arcsin(Ry), (3-23)

onde Rl] = p(Xl,X]) = ZU/ Z”Z”
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Outra distribuicdo eliptica importante, a distribuicdo t-Student, é originada
quando o gerador de densidade é especificado em:

-p
o gn(x)= (1 + ki,,) , onde p >§ e k, € uma constante que depende

somente de p. A cdpula desta distribuicdo serd apresentada brevemente

na secao 3.3.2.

3.3.1.
Cépula Gaussiana
Utilizando a relacdo (3-2), obtém-se a expressao geral da copula Gaussiana:
CRAw) = OR(@ 7 (uy), -, @7 (wy)), (3-24)
onde ®% é acopula de X~N; (0, R) — distribuicdo multivariada normal padrdo com
matriz de correlacdo linear R;; = %;;/,/2;;%;; — e ®~*, a inversa (fungdo quantil)
da distribuicdo normal univariada. Para o caso bivariado, tem-se:

Clga (U, up) =

¢ () ;oM u) 1 _ X%+y?—2Rqipxy
JL N e - sy

onde R,, = p é o coeficiente de correlacdo linear. Graficos de dispersdo com

(3-25)

diferentes parametros sdo visualizados na figura 3.3.

Copulas Gaussianas, sendo elipticas, possuem simetria radial com
coeficientes de caudas superior e inferior iguais. Portanto, ndo possuem
dependéncia nas caudas e, por isso, ndo sdo indicadas para modelar a relacdo entre
varidveis aleatorias de eventos extremos. Esta caracteristica pode ser visualizada
nos graficos de densidade e de curvas de densidade da figura 3.4.

Independente da generalizacdo de (3-25) para o caso n-variado, técnicas de
simulagcdo (CHERUBINI et al., 2004), aplicadas no algoritmo proposto nesta tese,
permitem gerar facilmente variaveis aleatérias de uma cépula eliptica qualquer, até

mesmo para aquelas sem expressao analitica definida.
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Figura 3.3 - Dispersdo de 500 amostras simuladas da cdpula Gaussiana bivariada com diferentes
pardmetros de dependéncia: p = —0,8 (dependéncia negativa); p = 0 (independéncia) e p = 0,8
(dependéncia positiva). Os graficos possuem dupla simetria: (1) em torno da primeira diagonal
(devido a permutabilidade)! e (2) em torno da segunda diagonal (correspondendo ao fato que
cépulas Gaussianas sdo radialmente simétricas).

Coépula Gaussiana, o=-0.8

(=]
o

=

Densidade de probabilidade
VB

_o

0 0.2 04 0.6 0.8 1
u2 00 ul ul

Figura 3.4 - Gréfico de densidade e curvas de densidade da cépula Gaussiana com p = —0,8,
evidenciando a auséncia de dependéncia nas caudas, isto é, nos cantos superior esquerdo e inferior
direito do quadrado unitéario.

3.3.2.
Copula t-Student

Outra copula eliptica muito aplicada em finangas é a t-Student. Fazendo uso
novamente da relacdo (3-2), obtém-se a expressao geral da copula t-Student:
Crr) = 5 (65" (W), -+, 65 (), (3-26)
onde:
v € 0 grau de liberdade da distribuicéo;

Ry = X;;/{/ZiX;; parai,j € {1,--,n};

LC(uy,up) = Cup,uy)
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t, g € adistribuicdo de VVY/V/S, com S~x2 e Y~N,, (0, R) independentes;
t,, denota as marginais de t7'p, isto é, a distribuicdo de VvY; /VS.
No caso bivariado, a expressdo da copula t-Student é dada por:
C1§,R (ug,up) =
_w+2) (3-27)

ty (uy) rtyt(uy) 1 { x2—2R12xy+y2} 2
———expjl + —————— dxdy,
f—oo f—oo 211(1—sz)1/2 p v(l—R%z) y

onde R;, = p € o coeficiente de correlagdo linear.

Para esta copula simétrica, os coeficientes de dependéncia sdo iguais a:

AU = /1L = ZEU+1 (VU + 1 ﬂ), (3'28)

1+R1

A relagdo (3-28) mostra que o coeficiente de dependéncia na cauda €
crescente em R, e decrescente em v, convergindo para zero quando v tende para
infinito. Isto significa que quando v se aproxima de infinito a copula-t se aproxima
da cépula Gaussiana, que ndo possui dependéncia nas caudas. A figura 3.5 mostra
a dispersdo dos dados simulados de uma copula t-Student com 1 grau de liberdade.
Comparativamente aos graficos da figura 3.3, ainda que os dados tenham sidos
simulados com a mesma correlacdo que os da copula Gaussiana, observa-se que
eventos extremos sdo muito mais provaveis em cépulas t. Adicionalmente, as
relacBes de simetria dessa copula podem ser visualizadas nos graficos de densidade
e de curvas de densidade da figura 3.6.

De forma semelhante as copulas Gaussianas, amostras da copula t-Student
para o caso n-variado podem ser obtidas fazendo uso de técnicas de simulacéo.
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Figura 3.5 - Dispersdo de 500 amostras simuladas da cépulat (v = 1) com diferentes parametros
de dependéncia: p = —0,8 (dependéncia negativa); p = 0 (independéncia) e p = 0,8
(dependéncia positiva). Os graficos possuem dupla simetria: (1) em torno da primeira diagonal
(devido a permutabilidade) e (2) em torno da segunda diagonal (correspondendo ao fato que
clpulas t sdo radialmente simétricas).
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Copulat, p=-0.8
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Figura 3.6 - Gréfico de densidade e curvas de densidade da copula t; com p = —0,8.

3.4.
Copulas arquimedianas

Amplamente utilizadas em analise de riscos financeiros e atuariais
(EMBRECHTS et al., 2003), copulas arquimedianas? possuem propriedades que
tornam a sua aplicabilidade conveniente. Além de muitas familias de cépulas
paramétricas serem arquimedianas, todas as subclasses mais comuns destas podem:
i) ser expressas de forma explicita e fechada; e ii) representar uma grande variedade
de estruturas de dependéncia, incluindo assimetria e dependéncia de valores
extremos; contornando as principais limitac6es das copulas elipticas. No entanto,
estes tipos de copulas ndo derivam diretamente do teorema de Sklar e, desse modo,
é necessario considerar algumas premissas para que essas funcdes sejam cépulas,
de fato.

Nas subsecdes seguintes, alguns aspectos relevantes sobre cépulas bivariadas
e multivariadas serdo apresentados. NELSEN (2006) e CHERUBINI et al. (2004)
constituem boas referéncias para aprofundar os conceitos introdutérios destas

copulas.

2 De acordo com MAI & SCHERER (2012), o termo cépula arquimediana deriva de uma
propriedade puramente analitica, relacionada a propriedade arquimediana das normas triangulares
(t-norma), sendo utilizado pela primeira vez em LING (1965). Uma t-norma é um operador
T:[0,1] x [0,1] = [0,1] crescente, comutativo e associativo que satisfaz T(x,1) =x, Vx €
[0,1]. Em particular, uma t-norma Ty € arquimediana se, e somente se, Ty € continua em ambos 0s
argumentos e T¢(x, x) < x,Vx € [0,1].


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1021511/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1021511/CA

50

3.4.1.
Cépulas bivariadas

Copulas arquimedianas sdo construidas a partir de uma funcdo ¢:[0,1] —
[0, o], continua, estritamente decrescente e convexa e tal que ¢(1) = 0. Chamada
de funcdo geradora da copula®, @ € do tipo estrita sempre que ¢@(0) = +oo.

Define-se também a pseudoinversa de ¢ como:

-1 _( e7HB), 0<t<p(0),
IO = { 0, (0) <t < +oo, (3-29)

onde @l (@)=t vte[0,1]. Se ¢ € do tipo estrita, entdo
o= () = ' (u). Assim, dada uma funcgéo geradora e sua pseudoinversa, uma
copula arquimediana bivariada estrita € uma funcéo do tipo:

Clug,up) = ¢_1((P(u1) + (P(uz)) (3-30)

Uma cépula arquimediana C apresenta as seguintes propriedades, muito Uteis
na extensdao multivariada de copulas bivariadas:

e ( ésimétrica, isto &, C(uq,uy) = C(uy,uy)

e ( éassociativa, isto &, C(C(uy,uz),u3) = C(uy, C(uy,us))

A tabela seguinte relaciona algumas das familias de copulas arquimedianas
bivariadas uniparamétricas mais utilizadas, Cy (u, v), com suas respectivas funcdes
geradoras, @g(t). Nessas, a estrutura de dependéncia é controlada por apenas um
parametro, 8: na cOpula de Gumbel (figura 3.7), a dependéncia perfeita ocorre
quando 8 — oo, enquanto que 8 — 0 implica em independéncia; nas copulas de
Clayton (figura 3.8) e de Frank (figura 3.9), a dependéncia perfeita ocorre quando
6 — oo, enquanto que & — 0 implica em independéncia. Em particular, a copula de
Frank bivariada é a Unica da familia arquimediana que possui simetria radial, isto

é, a copula e sua copula de sobrevivéncia sdo as mesmas.

3 A funcéo geradora de uma cépula arquimediana é a fungéo geradora de momentos, utilizada
para calcular a média e a variancia, além de outros momentos de uma variavel aleatéria. Sendo a
funcdo geradora de momentos um caso particular da transformada de Laplace, copulas
arquimedianas sdo obtidas a partir de tais transformadas (CHERUBINI et al., 2004). Vide, adiante,
secdo 4.2.4.3.
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Coépula

Co(u,v) 0¢€e

Clayton

[max(u=® +v=¢ —1,0)] " [-1,00)\{0}

Gumbel

exp (—[(—lnu)e + (—lnv)e]l/e) [1,00)

Frank

—0u __ —-0v __
—%1n(1+(e (e 1)) (—o0, )\ {0}

e -1

Joe

—ln[l
-(1-0°]

1-[A-w?+Q-v) -
[1, )
1 -w?’1-v°"

Ali-Mikhail-Haq

1-6(1-0)
no_o bt

t

uv
1-60(1-w)(1—-v)

[-1,D)
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Tabela 3.1 - Func¢des geradoras e pardmetros de cépulas arquimedianas bivariadas.
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Figura 3.7 - Dispersdo de 500 amostras simuladas da cépula de Gumbel com diferentes
parametros de dependéncia: & — 1 corresponde a independénciae 6 — oo, dependéncia perfeita.
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Figura 3.8 - Dispersdo de 500 amostras simuladas da cépula de Clayton com diferentes
parametros de dependéncia: 8 — 0 corresponde & independénciae 6 — oo, dependéncia perfeita.
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Figura 3.9 - Dispersao de 500 amostras simuladas da copula de Frank com diferentes parametros
de dependéncia: & — 0 corresponde a independénciae 6 — oo, dependéncia perfeita. O grafico
apresenta também dois eixos de simetria: (1) simetria relativa a primeira diagonal (devido a
permutabilidade) e (2) simetria relativa a segunda diagonal, correspondendo ao fato da copula
bivariada de Frank ser radialmente simétrica.
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O tau de Kendall pode ser definido em termos da funcdo geradora de uma

copula arquimediana C através da seguinte relacéo:

_ 1@
Te=1+4] e dt (3-31)

A relacdo (3-29) permite estimar o parametro 6 da copula arquimediana.

Expressdes de 8 em fungdo de t estdo tabeladas para mais de vinte cépulas
arquimedianas uniparamétricas em NELSEN (2006).
Os coeficientes de dependéncia nas caudas também podem ser escritos em

termos da funcéo geradora da cépula arquimediana:

P dp~1(2s) ,9971(s) -
=2~ 2y (2522 220) @
o . dp~1(2s) ,09071(s) i
=22 (4502200 @9

A realizacdo dos calculos das relacdes anteriores resulta em expressdes
fechadas dos coeficientes A, e 4, em funcdo de 6. Na tabela seguinte, estas medidas
de dependéncia sdo apresentadas juntamente com o tau de Kendall para as familias
da tabela 3.1. E facil observar, nos graficos de dispersdo, que a dependéncia da
distribuicdo baseada na copula de Gumbel (figura 3.10) é mais forte na cauda
superior do que na inferior. De modo oposto, a dependéncia da distribuicao baseada
na cépula de Clayton (figura 3.11) é mais forte na cauda inferior do que na superior.
Por outro lado, a copula de Frank (figura 3.12) ndo possui dependéncia nas caudas.

CépUIa Tc (AL' Au)
Clayton 90% (2‘%, 0)
Gumbel 1— % (0, 2 — 2%)
Frank 1-— g + 4 Dy (99) (0,0)

4 1 1
Joe 1+ ﬁf x(Inx) (1 — x)2(1=0)/0 gy (0, 2 - 25)
0
— 0)2In(1 —
Ali-Mikhail-Hag |20+ =06)In(1 - 6)) 0,0
302
% 6 c/0 , .
D,(6) = fo Pl dx é a funcéo de Debye.

Tabela 3.2 - Parametros de dependéncia de copulas arquimedianas bivariadas.
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Figura 3.10 - Grafico de densidade da c

=2

Copula de Clayton,
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Figura 3.11 - Grafico de densidade da cépula de Clayton com 6 = 2
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Figura 3.12 - Gréfico de densidade da copula de Frank com 6
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A familia de cOpulas arquimedianas biparamétricas incluem BB1, BB2, BB3,
BB6 e BB7 (notacdo de JOE, 1997). A familia BB7, também conhecida como Joe-

Clayton, tem a estrutura de dependéncia controlada pelos coeficientes A, e 4, :
Crelur,u) = 1= (1= {[1 = (1 =) + [1 = (1 — )] ¥ = 137) %, (3-34)

3.4.2.
Copulas multivariadas

Apesar da utilidade das copulas ter sido reconhecida no contexto da
modelagem de dados bivariados e, por conseguinte, com a estimacdo de um Unico
parametro de dependéncia, novas aplicagdes tém motivado o n&o trivial
desenvolvimento de coépulas multivariadas arquimedianas. Basicamente, a
literatura apresenta dois tipos principais de modelos para construcdo destas: 0s
arquimedianos hierarquicos classicos ou aninhados e os baseados em pair-copulas.
Os primeiros realizam expansdes multivariadas de coOpulas arquimedianas
bivariadas; enquanto os Ultimos empregam blocos construtivos simples, as
pair-copulas, obtidos a partir da decomposicdo hierarquica de uma copula
multivariada.

Os modelos arquimedianos hierarquicos classicos sucederam a chamada
construcdo permutavel (JOE, 1997; EMBRECHTS et al., 2003) que expandia
copulas bivariadas para dimensdes maiores através de uma generalizacdo da relacao
(3-30), sendo expressa por:

CM(w) = o (o) + -+ ¢(uy)) (3-35)
ondeu = (uq, -+, u,) é um vetor n-dimensional comu, € [0,1] para k =1, ..., n;
@ e ¢~ sdo conforme definidas em (3-29). No caso tridimensional, fazendo uso

das propriedades associativa e de simetria das copulas,

c3@ = 97 (9207 (0097 (9lw) + 9 () + 9 () + o))

= C(C(uq,uz),uz)
Ocorre que esta construcdo é extremamente restritiva porque, além da

(3-36)

premissa de monotonicidade de ¢~! em R, (de outro modo a cépula nio é
arquimediana) (CHERUBINI et al., 2004), requer também dependéncia simétrica
entre todos os pares de u, isto é, entre (u,, u,), (u,, us), (uy, u3), devido haver um

unico parametro de dependéncia. Esta restricdo se torna mais onerosa a medida que
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cresce o0 numero de distribui¢cbes marginais. Com isso, esta construgao tem a grande
desvantagem de ndo permitir modelar separadamente a dependéncia entre os pares.

As limitacOes da construcao permutavel foram, em parte, resolvidas por JOE
(1997) com o modelo arquimediano completamente aninhado (fully nested
archimedean), que continuaria a realizar expansfes multivariadas de copulas
bivariadas, mas, dessa vez, permitiria graus diferentes de dependéncia em marginais
bivariadas distintas, pois existe um gerador caracteristico para cada par de variaveis
aleatdrias. Um exemplo tridimensional dessa construcdo pode ser representado

analiticamente por:

Clug,uz,uz) = C21(u3, C11(u1:u2)) =
(3-37)
= @31 (@21(“3) t+ @210 @11_1((P11(u1) + @11(“2))),
ou, atraves do diagrama da figura 3.13. Esta representacéo ilustra a constru¢do em
niveis/hierarquia ou por agregacdo de blocos/ninhos de geradores, que justifica a
nomenclatura adotada para esta técnica de construcdo de copulas multivariadas. Na
mesma, a cada passo, ou nivel hierarquico, é adicionada uma dimenséo (variavel).
Os nés u, e u, sdo acoplados através da cépula C; 4, constituindo o nivel 1; os nés
us e C;1(uq,u,) sdo acoplados através da copula C,,, no nivel 2. Assim, a copula

para 0 caso de 3 dimens@es requer 2 copulas bivariadas, C;; € C,;, € geradoras

oG
Ci1C, @11)

respectivas, @11 € @,;.

Cor Gy @021)

Figura 3.13 - Copula arquimediana tridimensional aninhada.

Adicionalmente, o0 modelo completamente aninhado ainda permite que as

copulas sejam arquimedianas de familias diferentes.
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Para o caso n-dimensional, a expressdo correspondente é dada por:

C(uy, .., Upy) = <Pr_111,1 {(pn—l,l(un) + QPpn_11° <P1_112,1{<Pn—2,1(un—1) + ( )
3-38

P21 ° 0 @11 (@11(w) + @11(”2))}}1

Construcdes alternativas, também propostas por JOE (1997), foram
posteriormente discutidas. Entre elas, a parcialmente aninhada (WHELAN, 2004;
MCNEIL, 2008) e a hierarquicamente aninhada (WHELAN, 2004; SAVU &
TREDE, 2006) que diferem da completamente aninhada pelo modo que agrupam
as variaveis no primeiro nivel da hierarquia. Por outro lado, todos os modelos
hierarquicos precisam atender a algumas premissas para garantir que a cépula do
ultimo nivel seja uma funcdo de distribuigdo: i) o nimero de cdpulas deve decrescer
a cada nivel, de modo que o ultimo nivel tenha uma Unica cépula; ii) todas as
funcBes geradoras e as inversas correspondentes precisam ser completamente
monotonas; iii) os parametros de dependéncia devem decrescer a cada nivel.

Propostos no mesmo periodo dos modelos arquimedianos aninhados (JOE,
1997) e, estendidos em AAS et al. (2007), os modelos pair-copulas também séo
hierarquicos e mais flexiveis na construcdo de cdpulas multivariadas, pois nédo
existem as restricbes de parametros citadas no paragrafo anterior e, além disso, a
construcdo admite quaisquer classes de cOpulas, ndo somente as arquimedianas.
Desse nodo, todos os tipos e forgas de dependéncia podem ser obtidos com modelos
pair-copulas.

Modelos pair-copulas sdo baseados na decomposicdo hierarquica de uma
coépula n-variada em uma cascata de cOpulas bivariadas potencialmente diferentes.
Para entender esse mecanismo, sejam F uma distribuicdo conjunta com densidade
h e F, ..., E, suas distribuicbes marginais estritamente continuas com densidades
fi, conforme MENDES (2009). Qualquer funcdo de densidade multivariada pode
ser decomposta da seguinte forma:

h(xy, %) = fQn) - f G lx0) * (a1, %0) = f Oy %2, 0, %) (3-39)
As densidades condicionais de (3-35) podem ser escritas como funcbes de
densidades de copulas correspondentes. Assim, para todo j,

G103, V2, 00 00) = v (F(eVoy) F(vylv-))) - £ (xIV_s) (3-40)
onde v_; denota o vetor n-dimensional v sem a componente j. Cxvjlv_ (, -) éuma

densidade marginal da copula bivariada ou, em outras palavras, é uma pair-copula.
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Expressando todas as densidades condicionais de (3-39) através de (3-40),
verifica-se que f (x4, ..., x,) é fatorada, exclusivamente, em termos de distribuicdes
marginais e coOpulas bivariadas. Portanto, a densidade multivariada pode ser
expressa como um produto de pair-copulas, atuando em varias distribuicGes de
probabilidade distintas. Ademais, dada a natureza iterativa dessa construgdo, em
uma fatoracdo especifica, muitas reparametrizagbes diferentes sdo feitas,
garantindo a flexibilidade desse método de construcéo de cdpulas multivariadas.
Uma vez que a construcdo pair-copula envolve distribuicbes marginais
condicionais, F(x|v), JOE (1997) mostrou que as mesmas consistem na derivada
parcial com respeito ao segundo argumento da copula condicional, isto é:
0Csu;iv_;(F(xIv-j).F(vjIv-)))

3-41
R (os1v_) -

F(x|v) =

Para um caso especial em que v € univariado e x e y sdo varidveis do tipo
uniforme padrdo, (3-41) é simplificada a:

0Cyp(x,v,0)

- (3-42)

F(x|v) =

onde © é o conjunto de parametros da copula.

A medida que o nimero de variaveis aumenta, cresce o nimero de copulas
bivariadas. Por exemplo, para n = 5, h4 240 diferentes decomposi¢des possiveis.
Em funcdo disto, BEDFORT & COOKE (2001) e KUROWICKA & COOKE
(2001) desenvolveram modelos gréaficos, denominados de vines regulares, para
obter, de modo sistematico, as possiveis decomposicGes pair-copulas. Casos
especiais desses modelos gréficos incluem o C-vine (hierarquico candnico) e o
D-vine. Cada um deles fornece um modo de arranjar as pair-copulas, em uma
estrutura de arvore (hierarquica), facilitando a analise das multiplas dependéncias
e, portanto, a modelagem multidimensional. Para uma descri¢do detalhada de vines
regulares, consultar AAS et al. (2007).
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3.5.
Métodos de estimacao de parametros

Uma etapa essencial na modelagem por copulas é a determinacdo dos
parametros de dependéncia e das distribuicdes marginais. Muito embora o mais
comumente utilizado seja o estimador de maxima verossimilhanca (JOE, 1997), a
literatura descreve outros metodos ainda ndo totalmente explorados. Esta secao

apresentara brevemente as principais técnicas de estimacéo.

3.5.1.
Estimacédo por maxima verossimilhanca

Também conhecido como método de um passo ou de estimagdo por maxima
verossimilhanca (MLE — Maximum Likelihood Estimation), é utilizado em modelos
completamente paramétricos, nos quais 0s parametros das distribuicGes marginais
e da copula sdo estimados simultaneamente através da maximizacéao da funcéo log-
verossimilhanca.

Seja 6 € © um vetor de parametros a estimar. Este vetor pode ser dividido
entre os parametros das marginais e da copula: 8 = [¢',y’,8'], onde ¢’ € ¢ denota
o(s) parametro(s) de f(x); y' € T representa o(s) parametro(s) de g(y) e 6’ € A
denota o(s) parametro(s) de C(F(x), G (x)). Amostrando as varidveis x; e y, em
t=0,..,T, representa-se a densidade conjunta (utilizando a relacdo (3-7)) e a

funcdo de log-verossimilhanca Ly, resultante por:
h(xe, y6,0) = f(xe;0) - gev) - c(F(xe; 9);G(ye; v); 6) (3-43)

Lyy = Yi_110g (f(xe; 9)) - Xizqlog(g e v)) X Ti-qlog(c(F (x; 9); G(ye; v); 6))

Entdo, o estimador de maxima verossimilhanca (ML) é dado por:

0 = argmax Lyy (3-45)

MLE é um método consistente, assintoticamente normal e 6timo, pois, entre
todos os estimadores bem comportados, 0 MLE possui a menor variancia para
grandes amostras. Entretanto, no caso de cépulas arquimedianas hierarquicas,
devido a complexidade de suas densidades, uma expressdo fechada para 0 MLE

pode ndo ser obtida. Neste caso, € necessario aplicar algoritmos de otimizacéao para
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encontrar a densidade n-dimensional (SAVU & TREDE, 2006), tornando a

estimacgdo muito onerosa em termos de custo computacional.

3.5.2.
Método de inferéncia para as marginais

Introduzido por JOE & SU (1996), o método de inferéncia para as marginais
(IFM — Inference Functions for Margins) estima os parametros em duas etapas. Na
primeira, 0s parametros ¢ e y das densidades marginais sdo estimados por MLE:

P =argmaxLy

¥y = argmax Ly

Na segunda etapa, fazem uso desses valores para transformar as marginais em
varidveis do tipo uniforme padrdo, estimando o(s) parametro(s) § através da
maximizacao da densidade da copula, isto é:

8 = argmax L. ($,7,6)

JOE (1997) argumenta que o método IFM ¢é bastante eficiente, uma vez que
é totalmente baseado na estimacdo por maxima verossimilhanca, demandando,
porém, menor esforco computacional que o MLE. A eficiéncia relativa entre as
estimativas pode ser verificada tanto pela comparacdo das matrizes de covariancia
assintéticas, quanto pela comparacdo de seus erros quadraticos médios das

simulagoes.

3.5.3.
Método semiparamétrico

Originalmente sugerido por OAKES (1994) e formalizado por GENEST et
al. (1995), a estimacao por maxima verossimilhanca canénica (CML — Canonical
Maximum Likelihood) é considerada um padrdo para estimagdo de parametros de
copulas baseadas em rank. Consiste em uma versdo modificada da estimacéo por
maxima verossimilhanca (MLE), na qual as distribuigdes marginais desconhecidas
sdo substituidas por distribui¢cbes empiricas equivalentes. Neste caso, 0s parametros

das marginais séo estimados da distribuicdo empirica, de modo ndo paramétrico.
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A funcdo de distribuicdo empirica € definida por:
~ 1
F() = ;2{:1 1x,<)
onde {X; <-} é a funcdo indicadora. O parametro & da cdpula pode ser estimado,

entdo, através da maximizacdo de funcdo de log-verossimilhanca da densidade da

copula, utilizando as variaveis transformadas:

Le() = S Tog (¢ (FGa); 60))) = By log(e(@e; )

Dessa forma, o estimador semiparamétrico é expresso por:

8 = argmax L. (6)

Sob condicdes fracas de regularidade, este estimador € consistente e
assintoticamente gaussiano (GENEST et al., 1995). Na pratica, entretanto, a CML
pode requerer computacdo intensiva. Além disso, sua aplicacao limita-se aos casos
em que a densidade da copula segue a medida de Lebesgue (GENEST et al, 2013).

3.5.4.
Métodos ndo paramétricos

Nos casos em que uma coOpula ndo tem uma densidade ou quando a
maximizacdo da funcdo de log-verossimilhanca requer um grande esforco
computacional, os métodos ndo paramétricos constituem uma boa alternativa. Os
métodos mais comuns dessa classe sdo os que utilizam copulas empiricas,
construidas a partir dos dados da amostra, e 0s baseados no método dos momentos.

Sejam {(xx, Vi) }%=, amostras de tamanho T de uma distribui¢do continua
bivariada. A cépula empirica (DEHEUVELS, 1979) referente a estas amostras é
dada por:

C(LL) = - , (3-46)

T’T

— (i j) . numero de pares (xt,yt) na amostra tal que x;< x(ne y,< Y

para i,j = 1,..,T, onde x¢ € y() sdo as estatisticas de ordem iej de x ey,
respectivamente.

DEHEUVELS (1979) também definiu a frequéncia ou densidade da copula
empirica. Para o caso bivariado:

(3-47)

i j L se (x i ; ) ¢ um elemento da amostra
@(_,L) 17 @ Y
T'T

0, caso contrario
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A relacdo entre a copula empirica bivariada e sua frequéncia é dada por:

(£ =Sl (2.5), 49

O conceito de copulas empiricas pode ser utilizado para definir a versao
amostral de muitas medidas de dependéncia. Por exemplo, o coeficiente de
correlagéo baseado em postos de Kendall, pg, pode ser estimado empiricamente a

partir de:

P = I () 2 ()~ 49

No entanto, a grande utilidade da cépula empirica, nesta tese, sera a de
fornecer as distribuicbes marginais para outra copula que efetivamente realizara a
modelagem probabilistica do EDA.

Outra forma de estimacdo ndo paramétrica é a do método dos momentos.
Entre estes, o da inversdo do tau de Kendall (GENEST & RIVEST, 1993) é o0 mais
comum. Em analogia ao método dos momentos na estatistica classica, estimar 6
pela inversdo do tau de Kendall consiste em resolver a equacao da relagdo (3-14)
em 6. Esta estimacdo esta prontamente disponivel para as copulas arquimedianas
bivariadas, através de expressdes analiticas fechadas (NELSEN, 2006).
BORKOWEF (2002) mostra que este estimador é consistente e assintoticamente

gaussiano sob condic@es fracas de regularidade.

3.6.
Algoritmos de estimacédo baseados em cépulas (CEDAS)

O capitulo anterior apresentou algoritmos de estimacdo de distribuicéo
(EDAs) como métodos estocasticos de otimizacdo, da familia dos algoritmos
evolutivos, caracterizados pelo uso de modelos probabilisticos na exploracédo do
espaco de busca. Foi visto também que a estimacgao destes modelos constitui etapa
determinante para o desempenho de EDAs.

Uma vez que funcdes cdpulas, de acordo com a teoria exposta neste capitulo,
sdo capazes de capturar toda a estrutura de dependéncia de um conjunto de variaveis
aleatdrias multidimensionais — realizando modelagens em problemas importantes
de diversas areas do conhecimento — é bastante factivel associa-las a EDAs, através
dos algoritmos de estimacéo baseados em copulas (CEDAS), com a finalidade de
construir distribui¢bes de busca mais apropriadas e de modo mais simplificado que
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outros EDAs. Basicamente, copulas atuam em EDAs na etapa de aprendizagem do
algoritmo, isto €, logo apos selecionar os melhores individuos (vide figura 2.4):
inicialmente, na estimacao das distribuicdes marginais e, em seguida, na estimacao
da estrutura de dependéncia.

A utilizacdo de copulas em algoritmos evolutivos é bem recente, sendo
apresentado na préxima subsecdo um levantamento do que ja foi produzido. As
informacdes da mesma sdo baseadas em GONZALEZ-FERNANDEZ & SOTO
(2014) que disponibiliza um pacote em linguagem R dos principais CEDAs

publicados.

3.6.1.
Revisdo dos CEDAs existentes na literatura

O primeiro trabalho que associou cépulas a EDAs foi um relatério técnico
(SOTO et al., 2007). Desde entdo, diversos CEDAs tém sido propostos (WANG et
al., 2009a,b; SALINAS-GUTIERREZ et al., 2009; GAO, 2009; SOTO &
GONZALEZ-FERNANDEZ, 2010; SALINAS-GUTIERREZ et al., 2010;
CUESTA-INFANTE et al., 2010; YE et al., 2010; GONZALEZ-FERNANDEZ,
2011; SALINAS-GUTIERREZ et al., 2011).

Identificada como uma abordagem emergente em problemas de otimizacao
numérica (HAUSCHILD & PELIKAN, 2011), CEDAs assumem usualmente uma
distribuicdo particular para as marginais (normal ou beta, por exemplo) e estimam
seus parametros através de maxima verossimilhanca (SOTO et al., 2007; WANG
et al.,, 2009a,b; SALINAS-GUTIERREZ et al., 2009; SOTO & GONZALEZ-
FERNANDEZ, 2010; SALINAS-GUTIERREZ et al., 2010; CUESTA-INFANTE
et al. 2010; YE et al., 2010; GONZALEZ-FERNANDEZ, 2011; SALINAS-
GUTIERREZ et al., 2011). Em outros casos, foram utilizados o método de
estimativa de densidade de kernel — KDE (SOTO et al., 2007; GAO, 2009;
SALINAS-GUTIERREZ et al., 2011) ou distribuicbes marginais empiricas
(CUESTA-INFANTE et al., 2010).

GONZALEZ-FERNANDEZ & SOTO (2014), na implementacio dos
algoritmos do pacote em R, organizam CEDASs em dois tipos: baseados em cdpulas
multivariadas e baseados em fatoracdo de cdpulas. Essa classificacdo busca separar

os algoritmos segundo os métodos de construcdo de copulas multivariadas, mas
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verifica-se que, no segundo grupo, 0s autores misturam as arquimedianas aninhadas

com as construidas atraves de pair-copulas.

EDASs baseados em cOpulas multivariadas

As propostas de EDAs baseados em cdpulas multivariadas tém feito uso da
cépula normal (SOTO et al., 2007; WANG et al., 2009b) e das arquimedianas
(WANG et al., 2009a; GAO, 2009). Estas envolviam expansGes multivariadas de
copulas arquimedianas bivariadas através de construces permutaveis, isto €, com
uma Unica funcéo geradora. Por outro lado, a diferenga de abordagem entre SOTO
et al. (2007) e WANG et al. (2009b) reside na forma como cada um deles estima as

distribui¢bes marginais.

Dois EDAs baseados em coOpulas multivariadas foram implementados no
pacote em R de GONZALEZ-FERNANDEZ & SOTO (2014):

e UMDA (Univariate Marginal Distribution Algorithm) para variaveis
continuas. Muito embora, ndo seja originalmente definido em termos de
copulas, este algoritmo é descrito como um CEDA que modela a
dependéncia entre variaveis atraves do produto de copulas multivariadas,
portanto, supondo independéncia entre as variaveis;

e GCEDA (Gaussian Copula Estimation of Distribution Algorithm). Este
algoritmo é descrito como um EDA baseado em co6pula normal
multivariada, que permite a construgéo de distribui¢gbes com estrutura de

dependéncia normal e marginais ndo normais.

EDASs baseados em fatoracdo de copulas

Alguns EDAs baseados em copulas construidas através de modelos
hierarquicos classicos tém sido publicados. Estes incluem:
SALINAS-GUTIERREZ et al. (2009); SOTO & GONZALEZ-FERNANDEZ
(2010); SALINAS-GUTIERREZ et al. (2010); CUESTA-INFANTE et al. (2010);
YE et al. (2010) e GONZALEZ-FERNANDEZ (2011). Particularmente, 0 CEDA
de SALINAS-GUTIERREZ et al. (2009), implementado no pacote em R, é uma
extensdo do MIMIC (Mutual Information Maximization for Input Clustering) para
o dominio continuo que, novamente, apesar de ndo ser originalmente definido para

copulas, é descrito como um EDA que modela a dependéncia entre variaveis atraves
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de colpulas bivariadas em uma estrutura encadeada. Utilizando expansdes
multivariadas mais flexiveis, atraves de modelos arquimedianos aninhados, estdo
os trabalhos de YE et al (2010) e CUESTA-INFANTE et al. (2010). Este ultimo
baseia-se em copulas empiricas para as distribuicbes marginais, realizando
expansdo multivariada de copulas bivariadas, de forma semelhante a do modelo
arquimediano completamente aninhado, porém com paradmetro constante.

A classe dos EDAs baseados em copulas construidas por meio de modelos
pair-copulas com vines, os Vine EDAs (VEDAS), é introduzida em SOTO &
GONZALEZ-FERNANDEZ (2010) e GONZALEZ-FERNANDEZ (2011). Estes
autores utilizam vines canonicos, os C-Vine EDAs (CVEDA), e D-Vine EDAs
(DVEDA) que também sdo empregados em SALINAS-GUTIERREZ et al. (2010).
Ambos os CVEDA e DVEDA sdo implementados no pacote R com as copulas
elipticas normal e t-Student, e as arquimedianas de Clayton, Frank e Gumbel. Nas
mesmas, 0s parametros das copulas sdo estimados através da inversdo do tau de
Kendall. Os resultados de simulaces realizadas com esses algoritmos foram
comparados, no capitulo 5, com os do modelo apresentado nesta tese. O referido
modelo sera detalhado no capitulo seguinte.

Nos anos de 2013 e 2014, poucos CEDAs foram produzidos. Além dos
citados anteriormente, identificam-se na literatura: um algoritmo hibrido de
Evolucdo Diferencial (STORN & PRICE, 1997) com EDA baseado em cépulas
empiricas para problemas de otimizagdo dindmica (SONG & TANG, 2013); um
EDA baseado em cdpulas Gaussianas com um modelo de migracdo de parametros
da cépula e das distribuicbes marginais — ao invés de migracdo de individuos —
entre ilhas de populac&o e aplicado em benchmarks de otimizag&o numérica (HYRS
& SCHWARZ, 2014); EDAs baseados em modelos graficos em arvore ou em
cadeia com flexibilidade na selecdo de cépulas para modelagem de dependéncias
bivariadas e aplicados em benchmarks de otimizacdo continua (SALINAS-
GUTIERREZ et al., 2014); EDAs baseados em copulas arquimedianas
multivariadas com estimacdo de pardmetros por meio do tau de Kendall da

populacéo e aplicados em problemas multiobjetivos (GAO et al., 2014).
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CEDA aplicado em problemas de otimizagdao numérica
(EDA-MEC)

Os capitulos anteriores mostraram que problemas de otimizacdo estdo
presentes em aplicacdes de todas as areas do conhecimento, demandando solucdes
precisas e com pouco esforco (tempo) computacional. Atender satisfatoriamente a
estes requisitos conflitantes é o maior desafio de todos os métodos, sejam 0s
mesmos deterministicos ou estocasticos. Estes ultimos encerram, entre outras, a
classe dos algoritmos evolutivos, incluindo os algoritmos de estimacdo de
distribuicdo (EDAS), cujo desempenho esté diretamente relacionado a qualidade do
modelo probabilistico estimado. Entre as diversas técnicas disponiveis, a estimacao
por copulas tem sido recentemente utilizada em EDAs.

O presente capitulo propde um algoritmo de estimacdo de distribuicéo
baseado em extensdo multivariada de cépulas (Estimation of Distribution Algorithm
based on Multivariate Extension of Copulas), com acronimo EDA-MEC. Fazendo
uso de técnicas caracteristicas da computagdo evolutiva, adicionalmente ao modo
distinto com que constroi e utiliza copulas, 0 EDA-MEC se mostrou mais eficiente
que outros EDA:s.

As proximas secdes deste capitulo apresentam o algoritmo completo do
modelo proposto neste trabalho, destacando os aspectos em que 0 mesmo difere de

outros EDAs baseados em copulas.

4.1.
Algoritmos de estimacéao de distribuicao

4.1.1.
Algoritmo de estimacéo de distribui¢cdo genérico

Antes de apresentar as caracteristicas do EDA-MEC, faz-se oportuno
observar o pseudocddigo de um algoritmo de estimacéo de distribuicdo genérico,

na figura 4.1, muito embora seu fluxograma ja tenha sido apresentado na figura 2.4,
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na qual foram destacadas as diferencas deste para outro algoritmo evolutivo
importante, o algoritmo genético classico.

EDASs realizam operagdes, em um instante t=0, com uma populacdo P(t) de
solugdes candidatas (individuos) para um problema, inicializada através da
amostragem aleatéria de uma distribuicdo uniforme. Estas sdo argumentos de
entrada de uma funcéo objetivo ®(.) que avalia a precisdo de cada uma delas na
solugéo do problema, sendo ordenadas em uma lista decrescente (rank), da melhor
para a pior. Baseado nesta avaliacdo, um subconjunto de solucdes é selecionado
S(P(t)). Entdo, uma distribuicdo de probabilidade (modelo) € € estimada/construida
destas solucdes e, posteriormente, um conjunto de novas soluc@es € amostrado do
modelo. A nova populacdo P(t+1) pode ser amostrada integralmente da distribuicéo
de probabilidade; ou, visando maior exploracdo do ambiente, uma porcentagem de
individuos gerados aleatoriamente pode ser adicionada a nova populacéo; ou ainda
apenas alguns individuos da populacdo anterior podem ser substituidos pelos novos
individuos amostrados da distribuicdo. O processo se repete até que o algoritmo

encontre a solucdo 6tima ou que alguma condicao de parada seja satisfeita.

Algoritmo 1: EDA genérico
1. Inicio

2 t—0;

3 Geracao da populacdo inicial P(t) aleatoriamente
4 enguanto (condicdo de parada ndo satisfeita) faca
S. Avaliar: ®(P(t));
6

7

8

9

Selecionar: S(P(t));
Estimar distribuigcdo de probabilidade, €, de S(P(t));
Amostrar uma nova populagéo, P(t+1), de ¢;
. t—-t+1;
10. fim
11. Fim

Figura 4.1 Pseudocddigo de um EDA genérico
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4.1.2.

Algoritmos de estimacgéo de distribuicdo baseado em cépulas
(CEDAS)

A principal motivacdo para 0 uso de cépulas em EDAs esta na flexibilidade
que as mesmas tém em construir distribuicdes conjuntas representativas do espaco
de busca, em detrimento da suposi¢do comum e conveniente, feita na maioria dos
EDAs, que as variaveis seguem uma distribuicdo gaussiana. Esta conjetura leva
frequentemente a resultados inconsistentes e, por conseguinte, a mau desempenho
do algoritmo, em especial, nos problemas de otimizacdo numérica em espacos
multivariados. Deste modo, a utilizagdo de copulas em EDAs pode simplificar a
operacdo destes, na medida em que a constru¢do dos modelos probabilisticos é
realizada em menor tempo — Visto que a distribuicdo conjunta é obtida das
distribui¢des univariadas — e com maior precisao que outras técnicas de estimagao.

De acordo com o teorema de Sklar, apresentado no capitulo anterior, uma
funcdo multivariada pode ser representada por uma cépula em conjunto com as
distribuicbes marginais de cada variavel. Uma vez que a estrutura de dependéncia
(relacdo entre as variaveis) é determinada por uma copula e que a distribuicéo
multivariada F é obtida pela relacdo (3-1), entdo a estimacdo do modelo
probabilistico de um EDA baseado em cépula, conforme ilustrado na figura 4.2,
consiste basicamente em duas tarefas: i) selecionar ou construir a copula C; ii)

estimar cada uma das marginais univariadas, F;, parai = 1, ...,n.

Gera o
populagdoinicial =
3 —
] Fi
. &
Populagdo selegéo Populagéo 2 E
atual selecionada | & -
2 :
" 8
selecdoou g F
N3ol construcdo 3
ﬂ< da copula & L
Para@ o )
1) ) (1)
s (1'/111'',1/12',...,1/1,'7 )
2 ( (2) ,.(2) \‘zl)
Melhor 3 ot et
3 .
. . n
individuo
(s) . .(s) (s)
(ul I T The )

—

o o ol ]
Gera novos individuos x\* = F! )(u'- ’), comi=l...nek=0L....5

i

Figura 4.2 Fluxograma de um EDA baseado em copulas genérico. Adaptado de GUO et al.
(2011).
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Apos estimar o modelo de distribuicdo de probabilidades, realizado com a
conclusdo das duas tarefas anteriores, 0 prOXimo passo consiste em gerar novos
individuos a partir da amostragem do referido modelo, garantindo que 0os mesmos
seguirdo a distribuicdo estimada. Para gerar um novo individuo, o algoritmo gera
um vetor {u,, u,, ...u,} € [0,1]™ que obedece a C (propriedade basica da teoria das
copulas, apresentada na definicdo 3.1). Em seguida, os valores x; s@o calculados
através da funcéo inversa de suas marginais correspondentes, isto €, x; = F~1(u;).
Entdo, o novo individuo gerado, {x;,x,,...x,}, € uma amostra que obedece a
distribuicdo multivariada F. Esta sequéncia de passos de um EDA baseado em
copulas é mostrada no fluxograma da figura 4.2 e, com mais detalhes, no

pseudocodigo da figura 4.3.

Algoritmo 2: EDA baseado em copulas

1. Inicio

2 t - 0;

3 Geracao da populacdo inicial P(t) aleatoriamente
4, enguanto (condigédo de parada néo atingida) faca
5

6

Avaliar: ®(P(t));
Selecionar: m amostras de P(t);

Estimar as marginais. Os m individuos sdo m amostras do vetor

aleatério n-dimensional P(t). Cada marginal unidimensional
7. F;(i=1,..,n) é estimada de acordo com as m amostras. As

marginais podem ser distribuicGes empiricas, normais ou outras;

Simultaneamente ao passo anterior, amostrar individuos da copula C.
8. Gerar s vetores {u§f>,ugf>, ufg)} comj =1,..,s que obedecem

a C, onde a quantidade “s” pode ser diferente de “m”

Compor a proxima geracdo P(t + 1) com 3 partes: 1) Manter os k

melhores individuos da geracéo atual na proxima geracao; 2) Obter s
9. novos individuos xl.(’) =F1 (ul.(’)) parai = 1,..,nej=1,..,s. 3)

Gerar alguns individuos aleatérios no espaco de busca com uma certa

taxa de mutacao.

10. t->t+1;

11. Fim

12. Saida: melhor individuo da populacéo
13. Fim

Figura 4.3 Pseudocddigo de um EDA baseado em copulas genérico.
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4.2.
Modelo proposto

Em referéncia a secdo anterior, as diferencas mais significativas entre EDASs
baseados em cdpulas residem na:

e Selec¢do ou construcdo da copula;

e Estimacéo do(s) parametro(s) da cépula;

e Estimacdo das distribuicdes marginais;

e Amostragem da copula.

Estes itens constituem o detalhamento das etapas de aprendizagem e
construcdo do modelo probabilistico do EDA, exatamente o gargalo do algoritmo,
no qual buscam-se, mesmo com cépulas, a construcdo de distribuicBes mais
precisas e em menor tempo. Desse modo, justificam-se os esforcos na proposicédo
de abordagens mais eficientes relacionadas a estes aspectos do modelo.

As subsecdes seguintes detalhardo cada um dos itens supracitados para o
modelo proposto neste trabalho. Antes de apresentar o pseudocddigo do algoritmo
do EDA-MEC, uma subsecdo discutira técnicas de insercdo de diversidade,
incluindo os rebeldes e a heuristica adaptativa de reinicializacdo utilizada neste

modelo.

4.2.1.
Selec¢do ou construcdo da cépula

O primeiro passo do EDA-MEC consiste na definicédo do tipo de cdpula a ser
utilizada na otimizacdo. No estagio atual de desenvolvimento do cédigo, o usuario
pode escolher entre quatro:

e Arquimediana de Clayton;

e Arquimediana de Gumbel,

e Eliptica Gaussiana;

e Eliptica t-Student

A motivacdo de implementar essas quatro copulas reside em duas
justificativas:

i) tratabilidade — com expressdes analiticas explicitas e fechadas, sdo as

mais simples, inclusive na determinacdo dos parametros;
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i) aplicabilidade —tém sido as principais utilizadas na modelagem de dados
de outras areas, incluindo a area de hidrologia (REDDY & GANGULI,
2012) e area financeira (CHERUBINI et al., 2004);
Ademais, no caso das arquimedianas, estas possuem a capacidade de representar
uma grande variedade de estruturas de dependéncia, incluindo assimetria e
dependéncia de valores extremos, contornando as principais limitacfes das copulas
elipticas.

Uma vez que os estudos de casos desta tese consideram func¢bes benchmarks
com 10, 50 e 100 variaveis, é necessario realizar expansdo multivariada das copulas
supracitadas, pois as mesmas sdo definidas para o caso bivariado. Na pratica, a
expansao ocorrera no momento da amostragem, utilizando os algoritmos que serdo
descritos adiante, na subsecéo 4.2.4. Os referidos algoritmos precisarao também dos
parametros das coOpulas e das marginais, cujas metodologias de obtencdo sdo

descritas nas subsec¢des seguintes.

4.2.2.
Estimacé&o das distribuicdes marginais

De acordo com o teorema de Sklar, expresso nas relacoes (3-1) e (3-2), se as
distribuicBes marginais F;, F,, -, F, fossem conhecidas, amostras da cdpula C
seriam obtidas de u; = F;(x;) e, por conseguinte, 0 modelo probabilistico estaria
determinado. Todavia, na préatica, as marginais sao desconhecidas, precisando ser
estimadas parametrica ou ndo parametricamente.

Os ensaios realizados com EDA-MEC utilizaram dois tipos de marginais,
uma paramétrica: normal, e uma ndo paramétrica: empirica. Esta Ultima considera
pseudo-observacfes, uma vez que esta abordagem ndo faz qualquer suposigéo
acerca da estrutura de dependéncia das variaveis, diferentemente da primeira.

Na prética, estimam-se as inversas das distribuigdes marginais e ndo as
distribuicbes marginais, propriamente ditas. Isto é rigorosamente a aplicacdo do
teorema de Sklar na forma inversa (vide equagdo 3-2), que combinado com a
definicéo direta (vide equacdo 3-1) permite entender que:

x; = F (wy), (4-1)
onde u; € uma amostra da cépula Cr pertinente a distribuicdo conjunta F das

variaveis aleatorias X;, X,, -+, X,, € F"1(u) = inf{x € R | F;(x;) = u} é a inversa
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generalizada da distribuicdo marginal. Esse processo se aplica a qualquer tipo de
distribuicdo marginal.

Lembrando que a funcéo de distribuicdo cumulativa de uma variavel aleatoria
é ndo-decrescente e continua a direita, a inversa generalizada de uma funcéo de
distribuicdo F, F~1(u), é, entdo, a funcdo quantil de F. Desse modo, esta
determinada a inversa da marginal empirica. No caso da inversa da marginal
normal, utiliza-se a funcdo quantil de uma distribui¢cdo normal padrdo, isto é, com

média zero e desvio padrao 1.

4.2.3.
Estimacdo do(s) parametro(s) da copula

Conforme visto na se¢do 3.3, o parametro das copulas Gaussiana e t-Student
multivariadas é a matriz de correlacdo linear R da populacdo. Adicionalmente, a
copula t-Student requer a estimacdo de outro parametro: os v graus de liberdade.
Este parametro controla a curtose da distribuicdo e, quando aumenta, torna a
distribuicdo t-Student préxima de uma distribuicdo normal padrdo. Em geral, séo
aplicados estimadores de maxima verossimilhanca (MLE — Maximum Likelihood
Estimator) para determinar este parametro. No caso do EDA-MEC, para reduzir o
custo computacional do MLE, quando o usuério escolhe a cépula t-Student, o
namero de graus de liberdade é fixo e igual a quantidade de novos individuos, ou
seja, igual ao tamanho da amostra. Dado que os estudos de casos (capitulo 5)
utilizam populacbes de até 30 individuos, tem-se, entdo, ensaios realizados com
distribuicdes t com baixos valores de graus de liberdade. Em consequéncia disto,
ao longo dos ensaios, a distribuicao t nunca converge para uma distribuicdo normal.
Entretanto, com essa parametrizacdo, 0 EDA-MEC tem menos chance de gerar
novos individuos nos extremos da distribuicdo, o que pode repercutir no
desempenho do mesmo. Buscando verificar tais implicacdes, na se¢do 5.7, séo
realizadas comparagdes de desempenho do EDA-MEC com as cépulas Gaussiana
e t-Student, considerando parametrizacGes idénticas, inclusive com graus de
liberdade obtidos por MLE.

No caso das copulas arquimedianas, o EDA-MEC utiliza o método da
inversdo do tau de Kendall para estimar o pardmetro 6 da cpula que expressa o

grau de dependéncia entre pares de variaveis. Para este tipo de copula, conforme
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discutido no capitulo anterior, existe uma expressao analitica, apresentada na tabela
3.2, que simplifica consideravelmente o esforco computacional em comparagéo ao
método mais utilizado em EDAs baseados em cépulas, 0 MLE. GONZALEZ
FERNANDEZ & SOTO (2014), utilizam o método da inversdo do tau de Kendall,
em alguns dos seus algoritmos, como aproximacdo inicial para o MLE. Para os
estudos de casos apresentados nesta tese, € importante ressaltar que devido a
populacdo possuir mais de duas variaveis, a dependéncia entre as variaveis é
expressa por uma matriz de taus de Kendall. Considerando que a expansao
multivariada de cdpulas arquimedianas adotada no EDA-MEC é do tipo hierarquica
aninhada (vide sec¢éo 3.4.2) que utiliza um Unico valor de 6 para representar o grau
de dependéncia entre todas as variaveis, tomou-se a média da matriz de taus de
Kendall . Fazendo uso das relagcbes da tabela 3.2, reproduzidas a seguir,

calculou-se o parametro 8 para copula de Clayton e de Gumbel::

27¢

0Clayton = 1__1'6' (4-2)

1
1-1¢

Ocumbel = (4-3)

onde 7. e 7, sdo os valores médios da matriz de taus de Kendall das populagdes
utilizadas no EDA-MEC com as cOpulas de Clayton e Gumbel, respectivamente.
Embora possa constituir uma aproximagdo muito ruim em determinadas
circunstancias, a representacdo das dependéncias entre todas as variaveis por um
unico pardmetro mostrou-se uma simplificacdo de relacdo custo-beneficio
compensadora, no caso dos experimentos desta tese apresentados adiante. Outra
diferenca do EDA-MEC para 0s demais esta na atualizacdo do parametro 6 a cada
iteragdo do algoritmo. A literatura mostra que a maioria dos EDAs baseados em
copulas mantém este parametro fixo ao longo da evolugdo. Esse é um diferencial
do EDA-MEC relativamente aos outros EDAs baseados em cdpulas. Ao atualizar o
pardmetro 6, re-estimando o mesmo a cada gera¢do, o0 EDA-MEC aumenta a
confiabilidade da distribuicdo de probabilidade construida, sendo esta mais
representativa do espaco de buscas e, consequentemente, consegue gerar novos
individuos que tendem a fazer o algoritmo convergir mais rapidamente para o 6timo
global. Além disso, ndo ha grandes esfor¢os computacionais, uma vez que 0s outros
métodos realizam a estimativa desse parametro com o computacionalmente custoso
MLE.
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4.2.4.
Amostragem da copula

Definidos o tipo de copula, o parametro da mesma e as marginais, parte-se
para a etapa de amostragem.

CHERUBINI et al. (2004) e MAI & SCHERER (2012) apresentam diversos
algoritmos de simulacéo de variaveis aleatorias de copulas, detalhados a seguir. Os
referidos algoritmos foram empregados na geracdo das variaveis aleatorias das
copulas, uq, u,, -+, u,. De posse delas, basta utiliza-las na distribuicdo marginal

inversa, conforme (4-1), para obter os novos individuos da populagéo.

4.2.4.1.
Simulacéo de coépulas elipticas

No caso das copulas elipticas, o processo de geracao de variaveis aleatorias
uq, Uy, -+, U, € bem simples, aplicando-se fielmente o teorema de Sklar: geram-se
amostras de uma distribuicdo multivariada eliptica X;, X,, -+, X,, €, definindo-se o
tipo de distribuicdo marginal F;, F,, -+, F,,, sdo obtidas as amostras daquela copula,
isto &, F;(x1), Fo(x2), -, By (xn).
No caso da copula gaussiana, implementam-se 0s seguintes passos:
e Calcula-se a matriz A: a fatoracdo de Cholesky* da matriz de correlagéo
linear R, isto é, R = AA*, onde A" é a transposta conjugada de A;

e Simulam-se n variaveis aleatdrias independentes da distribuicdo normal
padrdao N(0,1): z = (2q,25,*, 2,)";

e Faz-se x = Az,

e Faz-se u; = d(x;) comi=1,2,---,n e onde ¢ denota a distribuicéo

normal padrdo univariada;

(ull Up,y -+, un), = (Fl (xl)) FZ ('XZ)) T Fn(xn)),a Onde Fi denOta a

i-ésima distribui¢do marginal. Para 0 EDA-MEC, normal ou empirica.

4 Fatoragdo de Cholesky é a decomposicdo de uma matriz definida positiva (R, neste caso)
no produto de uma matriz triangular inferior (A, neste caso) pela sua transposta conjugada.
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Passos semelhantes sdo adotados para gerar amostras da copula t-student com

v graus de liberdade:

4.2.4.2.

Calcula-se a matriz A: a fatoracdo de Cholesky da matriz R;

Simulam-se n variaveis aleatorias independentes e identicamente
distribuidas de N(0,1): z = (24,2, ", 2y)";

Simula-se uma variavel da distribuicao Xf, independente de z: s;

Faz-se y = Az;

Faz-se x = \/v/sy;

Faz-se u; = T,(x;) com i =1,2,---,n e onde T, denota a distribuicdo
t-Student univariada;

(uy, g, -, 1) = (Fi(x1), Fo(x2), -, Fy(xy)), onde F; denota a

i-ésima distribuicdo marginal. Para 0 EDA-MEC, normal ou empirica.

Amostragem condicional

Trata-se de um método geral para simular varidveis aleatérias de uma dada

copula através de uma abordagem condicional. Basicamente, consiste em gerar

pares de observacOes de variaveis aleatorias uniformemente distribuidas em [0, 1]

cuja distribuicdo conjunta é uma cépula bivariada C, escolhida pelo usuario e com

parametros conhecidos. Fazendo uso da defini¢cdo de cdpula condicional (secédo

3.1.2) e de funcdo inversa, a simulacdo por amostragem condicional segue o

algoritmo:

Geram-se duas variaveis aleatérias independentes, u e g, de uma
distribuicdo uniforme (0, 1);

Faz-se g = C,(v|u);

Resolve-se vem q: v = C;1(q|u);

Do passo anterior, obtém-se o valor de v que comp®&e a amostra (u, v)

de interesse.

Quando aplicado em copulas arquimedianas, este método realiza, na prética,

expansdo multivariada de copulas bivariadas, através de uma construcdo baseada

em modelos arquimedianos aninhados, com uma Unica funcdo geradora e um dnico

pardmetro 6, conforme descrito na secdo 3.4.2. No caso da copula de Clayton,
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recorrendo as expressdes da geradora ¢(t) e da copula com 6 > 0 da tabela 3.1,
sdo calculadas, inicialmente, as derivadas da funcdo ¢~1(t), dada a relagdo destas

com a copula condicional:

1 1
pTIOO) = -2t + DT, T @ =2+ )T
(4-4)

— 6+1)(0+2)+-(0+k-1) S
P10 () = (-1)* = (t+1)72

Aplicando a sequéncia da amostragem condicional, o algoritmo seguinte gera uma

variavel aleatéria (u,, u,, -+, u,)’ dacépula de Clayton:
e Simulam-se n varidveis aleatorias independentes (v,, vy, -+, v,)" de
U(0,1)

o Fazseu; =,

e Faz-se v, = C,(uy|v,), logo

_ e~ W(cy) _ . -8 _
V2 = S, om e = o) =urt —lecy = o) + o(up) 45)
=ur? +uy% -2
Assim,
urf+uzf-2 _%_1

Igualando-se (4-5) e (4-6), determina-se a segunda variavel do par amostrada

da cépula de Clayton:

1

Uy = <v1‘9 (v;% — 1) + 1)7 (4-7)

Inicia-se novamente o algoritmo de amostragem condicional para gerar mais

uma variavel, fazendo:

1
-1(2) -0,.-0,.-0_,\ g 2
vy = C3(uzluy, up) = ? = = (ul = o 2) (4-8)

01 (cy) u7?+u;9-1
E resolvendo em u;:

uz = ((ul‘a +uz® —1) <vg_m - 1) + 1) (4-9)

Generalizando para o caso n-variado, obtém-se a equagao recursiva:

1

0 G
U, = {(u[e +uy® + o uf —n+ 2) : <vﬁ(1_")_1 — 1) + 1} (4-10)
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Esta abordagem pode ser aplicada a qualquer copula. No entanto, somente é
eficiente quando a funcéo inversa da copula condicional possui solugdo analitica.
Caso contrério, tem-se que utilizar um algoritmo numeérico adicional, aumentando
0 custo computacional do procedimento. Na copula de Gumbel, por exemplo, o
referido método ndo € capaz de produzir uma formulag&o recursiva, semelhante a
(4-10) obtida para copula-n de Clayton. Desse modo, métodos alternativos precisam

ser utilizados, tais como o descrito a seguir.

4.2.4.3.
Amostragem de Marshall-Olkin

O método proposto por MARSHALL & OLKIN (1988) para a construcao
composta de coépulas envolve a transformada de Laplace e sua inversa.
Relembrando que a transformada de Laplace de uma varidvel aleatdria positiva y é
dada por:

1(s) = E,(e™) = [/ e 54dE, (¢) (4-11)
onde F, € a funcdo de distribuicdo de y, depreende-se que a distribuicdo €
determinada pelo conhecimento de 7(s). Neste método, a funcéo inversa =1 atua
como funcdo geradora de uma cépula arquimediana, com céalculo facilitado haja
vista transformadas de Laplace terem inversas bem definidas.

MARSHALL & OLKIN (1988) consideraram funcdes de distribuicao
multivariadas da forma:

F(x1, %3, xn) = E[K(Hy ()Y, Hy (x)72, -+, Hy (x)")] (4-12)
onde y;: variavel latente positiva;

X;: variavel aleatdria cuja condicional é dada por H;(x|y;)Y: = H;(x)Yi;

H;(+): alguma funcdo de distribuicdo parai = 1,2,-,n;

K: uma CDF com marginais uniformes;

E:  valor esperado calculado com y4,¥2, =+, ¥n-

Em um caso especial, considerando todas as variaveis latentes iguais entre si, tal
que y; =y, = =+ = ¥, =¥, € CDFs de marginais independentes, MARSHALL
& OLKIN (1988) reescreveram (4-12) como:

F(xy, %3, xp) = E[K(H, ()Y - Hy(x)¥2 - -+ - Hy (x)")]

4-13
=71 (T‘l(Fl(xl)) + T Y(Fy(x)) + - + T_l(Fn(xn))) @43
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onde F; é a i-ésima CDF marginal da CDF conjunta F, e t(+) é a transformada de
Laplace de y.

Para gerar X;, X5, -+, X,, com a distribuicdo de (4-12), FREES & VALDEZ
(1998) propuseram o seguinte algoritmo:

e Gera-se uma variavel aleatéria (latente) com transformada de Laplace t:

Vs
¢ Independentemente do passo anterior, geram-se varidveis independentes
de U(0,1): Uy, Uy, -+, Uy;

e Calcula-se X, = F,'(Up) emk = 1,2, , n,

onde
Ue=7 (—ﬁank) (4-14)

Este algoritmo, que pode ser implementado facilmente para altas dimensdes,
constitui a base para a geracdo de amostras da maioria das cépulas multivariadas de
interesse. A Unica desvantagem, relativamente a amostragem condicional, é a
necessidade de simular uma varidvel a mais, y. No caso da copula de Clayton, esta
variavel é obtida de uma distribuicdo Gamma(1,1/a); para a de Gumbel, é uma
variavel de uma distribuicdo (1/a)-Estavel. Para outras cdpulas, nem sempre é
facil obter esta variavel.

Para os estudos de caso desta tese, os seguintes algoritmos foram utilizados
na geracdo de amostras:

Copula de Clayton

e Gera-se uma variavel aleatéria de Gamma(1,1/a): y. Assim, y tem

transformada de Laplace 7(s) = (1 + s)‘i;

e Independentemente do passo anterior, geram-se n variaveis
independentes de U(0,1): U, U,, -+, Uy,

e Calcula-se X, = F,*(Up)emk =1,2,-, n,

onde

Up=rt (—)l/ank)
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Copula de Gumbel
e Gera-se uma variavel aleatéria da distribuicdo Estavel(1,0,0) com

parametro 1/a: y. Assim, y tem transformada de Laplace
1
7(s) = exp {—SE};
e Independentemente do passo anterior, geram-se n variaveis
independentes de U(0,1): Uy, U,, -, Uy,.

e Parak =1,2,-, n,calcula-se X, = F, 1 (Uy)

onde

Up=t (—%ank)

4.2 5.
Técnicas de diversidade

Embora EDAs tenham se mostrado extremamente eficientes na solugéo de
problemas que sdo dificeis para outras técnicas evolutivas, este tipo de algoritmo
apresenta mau desempenho em alguns casos, tais como, em problemas
multimodais, multiobjetivos e ndo estacionarios, notadamente devido a
convergéncia muito rapida em conjunto com a auséncia de operadores que possam
manter ou reintroduzir diversidade na populacédo. Este fenébmeno, conhecido como
convergéncia prematura, aumenta o risco de estagnacdo do algoritmo em 6timos
locais. Diante disto, diversas propostas tém sido feitas, tentando preservar a
diversidade de solu¢des na populacdo. As principais utilizam varias subpopulagdes
ou nichos (MAHFOUD, 1995), cada um contendo solucdes de diferentes regides
do espaco de busca durante o processo evolutivo.

BOSMAN et al. (2008) analisaram a convergéncia prematura de EDAs em
problemas de otimizacdo numerica e propuseram o método AMS (Anticipated
Medium Shift) para deslocar as novas solugdes amostradas x, na geracdo t + 1, um
percentual § na direcdo da média de deslocamento previamente observada, isto é:
x - x + Spdestoc(p),

Outros métodos de preservacdo de diversidade fazem uso da mutacéo.
WALLIN & RYAN (2007) e DELAOSSA et al. (2009) propuseram abordagens
baseadas em “mutacao na amostragem” e as aplicaram em problemas de otimizacéo

combinatédria, obtendo melhorias de desempenho dos EDAs testados, todos ndo
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baseados em copulas. Nestes trabalhos, a probabilidade complementar de algumas
variaveis do problema € utilizada, de acordo com um parédmetro (probabilidade) que
define a chance de um individuo ser amostrado. Assim, 0 método consiste em
introduzir o operador de mutacao na distribuicdo de probabilidade, adicionando na
populacdo individuos com baixa probabilidade de serem amostrados do modelo
probabilistico, denominados de individuos “rebeldes” por DELAOSSA et al.
(2009).

O EDA-MEC, imediatamente antes do incremento da iteracdo, substitui
alguns dos individuos com pior avaliacdo por uma variacao da definicdo original
dos “rebeldes”. Estes também sdo amostrados de uma transformagdo do modelo
probabilistico estimado naquela iteragdo, mas que ndo necessariamente € o inverso
dele, uma vez que o EDA-MEC constréi uma CDF e DELAOSSA et al. (2009),
uma PDF. A transformagcéo realizada pelo EDA-MEC consiste em estimar um novo
modelo com o complemento das amostras u,, simuladas para cada copula, com os
algoritmos descritos na se¢do 4.2.3. Isto ¢, os individuos “rebeldes” do EDA-MEC
sdo obtidos de: x; = F;*(1 — ;). E importante ressaltar que ndo necessariamente
os rebeldes tém que ser obtidos do complemento das amostras, podendo ser gerados
de qualquer outra transformacao capaz de explorar outras regides do espaco de
busca.

Adicionalmente, uma heuristica de reinicializacdo adaptativa da populagéo
também insere diversidade na populacdo. Durante a evolugdo, a referida
reinicializacdo ocorre sempre que:

e Nas copulas arquimedianas:

o O tau de Kendall T =1 e, consequentemente, o parametro da
copula 6 = oo;

e Nas copulas elipticas:

o Algum autovalor da matriz de correlagdéo R ndo for positivo,
inviabilizando a fatoracdo de Cholesky, isto é, ndo existe uma
matrizAemque R = A X A%,

e Em ambas as copulas:

o Alguma variavel assume o mesmo valor em todos os individuos,
0 que faz a matriz de correlacdo gerar valores numéricos nao
validos (NaN — Not a Number);


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1021511/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1021511/CA

80

o A norma da diferenca entre os valores méximo e minimo dos
individuos em cada variavel normalizada com respeito a distancia
euclidiana for menor do que 10~*. Quando isto ocorre, 0s
individuos estdo muito proximos entre si e provavelmente
estagnados.

A reinicializagdo da populagdo é elitista, mantendo sempre o primeiro
individuo, isto €, o de melhor avaliacdo. Os demais sdo substituidos por uma
proporcéo de individuos amostrados de uma distribui¢do uniforme delimitada:

a) No intervalo do espaco de busca;

b) Entre os valores médximo e minimo da populagdo no momento da

reinicializacao.

A proporcao inicial ¢ de 20% de “a)” e 80% de “b)”. Sempre que o
EDA-MEC néo conseguir encontrar um individuo melhor, no intervalo de duas
reinicializagdes consecutivas, a proporcao ¢ alterada em 10%, isto é, “a)” diminui
para 10% e “b)” aumenta para 90%. No evento seguinte, 0% de “a)” e 100% de

“b)”. Posteriormente, 90% de “a)” e 10% de “b)”, e assim por diante.

4.2.6.
Detalhamento do algoritmo do EDA-MEC

A seguir o pseudocodigo, contendo os principais passos do algoritmo

proposto neste trabalho:

Algoritmo 3: EDA baseado em expansdo multivariada de copulas — EDA-MEC
1. Inicio

Definic6es: fungdo benchmark (d); nimero de variéveis (n), nimero de

2. individuos (m), nimero de novos individuos (y) e rebeldes (r) e condicéo
de parada;
3 Escolha da copula do modelo: Clayton, Gumbel Gaussiana, t-Student; e
' o tipo de marginal: normal ou empirica (E; 1);
4, t > 0;
5 Gere uma populacdo inicial P(t) aleatoriamente no intervalo de busca:

matriz (m individuos, n variaveis);
6.  Avalie ®(P(1));
7. enguanto (condicdo de parada néo satisfeita) faca

o

Calcule a matriz de correlagdo T ou R com os dados de P(t): (n, n);
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Algoritmo 3: EDA baseado em expansao multivariada de copulas — EDA-MEC

9. se (alguma das condicdes descritas no item 4.2.5 ocorrer) faca
10. Reinicialize a populacdo P(t) com a heuristica do 4.2.5
11. Calcule a matriz de correlagcdo com os dados de P(t): (n, n);
12. Fim
13. se (a copula for de Clayton ou de Gumbel) faca
14, Estime o parametro 8 de acordo com as equacdes (4-2) ou (4-3)
15. Fim
16 Simule u,,,, amostras da copula escolhida de acordo com os
' algoritmos do item 4.2.4;
17 Determine os novos individuos utilizando as amostras do passo
' anterior em x,,, = Fy *(uyn).
Determine os rebeldes: do passo anterior, calcula-se 1 —u, .y,
18. selecionando os r primeiros (u,,) € aplicando-os em
x)?:'enbel — n_l(ur,n);

Concatene 0s x,, , novos individuos a P(t). Avalie-os. Reordene-os

19. de acordo com a aptiddo, mantendo em P(t) os m melhores
individuos e elimina-se o restante;

20. Substitua de P(t) os r piores individuos por xj-¢2¢!;
21. t-t+1;

22. Fim

23. Saida: melhor individuo da populacéo

24. Fim

Figura 4.4 Pseudocddigo do EDA-MEC.

Nos passos 2 e 3, sdo feitas as defini¢bes iniciais para ensaios do algoritmo:
funcdo benchmark (@), o nimero de varidveis (n), critérios de parada, funcéo
copula, tipo de marginal (F; 1), nimero de individuos da populagdo (m), nimero
de novos individuos amostrados da cépula (y), e nimero de rebeldes (r).

No passo 5, o algoritmo inicializa uma populagéo aleatoriamente dentro do
dominio da funcgéo e procede a primeira avalia¢do, no passo 6. No passo 7, ocorre
a etapa de estimacéo de parametros das copulas, na qual sdo calculadas medidas de
dependéncia/concordéncia dos individuos da populacdo, através da matriz de
correlacdo linear para as copulas elipticas ou matriz de taus de Kendall, para as

arquimedianas. Se for identificada condicdo de convergéncia prematura, 0
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algoritmo reinicializa sua popula¢do, mantendo apenas o melhor individuo,
substituindo os demais por uma proporg¢éo de individuos gerados aleatoriamente no
espaco de buscas e nos limites maximo e minimo do melhor individuo, no momento
da reinicializacdo. Saindo dessa condicéo, se a copula for arquimediana, no passo
13, o par@metro 6 da copula, que expressa o grau de dependéncia das variaveis, €
calculado, utilizando para isso o valor médio da matriz de taus de Kendall.

No passo 16, sdo geradas y amostras da copula, de acordo com os algoritmos
de simulacao, do item 4.2.4. Utilizando estas amostras, no passo 17, sao gerados 0s
y novos individuos. No passo 18, ap6s uma transformacao nas amostras geradas no
passo 16, sdo gerados r rebeldes. No passo 19, apos concatenar os novos individuos
com os antigos, 0s mesmos sdo avaliados, e uma nova populacéo é constituida com
os m melhores. Antes de passar para a nova geracao, os r piores individuos da nova
populacdo sdo substituidos pelos r rebeldes. Inicia-se uma nova geracdo, caso um
critério de parada ndo tenha sido satisfeito.

A seguir, serdo apresentados e discutidos os estudos de casos.
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Estudos de casos

Em computacdo evolutiva, € comum comparar algoritmos através de um
conjunto de funcdes de teste ou benchmarks. Todavia, a eficiéncia de um algoritmo
de busca ndo pode ser aferida pela quantidade de problemas que um resolve melhor
que o outro, pois se ambos forem testados com todas as funcBes possiveis, terdo, na
média, desempenho semelhante (WOLPERT & MACREADY, 1995). Assim, a
avaliacdo de um algoritmo evolutivo deve observar os tipos de problemas em que
0 mesmo possui bom desempenho, com a finalidade de caracterizar sua adequacéo
(ORTIZ-BOYER et al., 2005). Em decorréncia disto, determinados padrdes de
benchmarks, com propriedades variadas, tém sido utilizados para estudar o
desempenho dos algoritmos.

Neste capitulo, ap6s definir as seis funcbes benchmarks de otimizacdo
numérica utilizadas em GONZALEZ-FERNANDEZ & SOTO (2012)° e relacionar
suas propriedades, sdo apresentados os resultados de diferentes ensaios com 0
algoritmo do modelo proposto. Foram considerados quatro tipos de cdpulas, dois
tipos de distribuicbes marginais e variados numeros de individuos e rebeldes,
comparando o desempenho do EDA-MEC com outros EDAs baseados em copulas
(GONZALEZ-FERNANDEZ & SOTO, 2012) e com 0 CMA-ES.

5.1.
Propriedades de func¢des utilizadas como benchmarks

Funcdes de teste benchmarks sdo problemas artificiais utilizados para avaliar
o desempenho de um algoritmo em situac6es diferentes e dificeis. Estes problemas
podem ser facilmente manipulados e modificados para testar algoritmos de
otimizagdo em diversos cendrios. As seguintes caracteristicas de benchmarks séo

particularmente desafiadoras para algoritmos de otimizacéo:

5 S30 utilizados os resultados de GONZALEZ-FERNANDEZ & SOTO (2012), pois a versio
mais recente, publicada em 2014, considera um nimero menor de fungfes benchmarks.
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e Na&o separabilidade;

e Multimodalidade;

e Na&o convexidade;

e Escalabilidade.

Na literatura de otimizagdo continua, o conceito de ndo separabilidade esta
associado a interacdo de varidveis. Diz-se que duas ou mais variaveis sdo nao
separaveis quando a tarefa de localizacdo do 6timo global de uma funcéo objetivo
ndo pode ser realizada através da otimizacdo independente de uma relativamente as
outras. Na computacao evolutiva, este fendbmeno é conhecido como epistasia e
mede o nivel de interacdo dos genes de um individuo, ou seja, quanto o valor de um
gene interfere no valor de outros genes. Func¢des ndo separaveis sdo mais dificeis
de otimizar quando a direcdo exata da busca depende de dois ou mais genes. Por
outro lado, funcBes separaveis podem ser otimizadas em cada variavel
individualmente.

O problema se torna ainda mais dificil quando a funcdo é multimodal, isto &,
quando possui mais de um 6timo local. Estas fungdes sdo utilizadas para testar a
habilidade de um algoritmo de otimizacdo em sair de quaisquer 6timos locais. Os
casos mais complexos ocorrem quando estes estdo distribuidos aleatoriamente no
espaco de busca.

O conceito de convexidade é também fundamental em otimizacdo. Se uma
funcdo e seu dominio séo convexos, entdo qualquer solucdo local do problema é de
6timo global. Por outro lado, ndo existem condi¢fes matematicas que garantam a
convergéncia de fungbes ndo convexas para o 6timo global.

Outra forma de aumentar a complexidade do processo de busca é através do
aumento do numero de varidveis e de restricbes das fungdes benchmarks.
Primeiramente, EDAs sofrem da chamada maldicdo da dimensionalidade (DONG
et al.; FRIEDMAN, 1994): a quantidade de dados necessaria para sustentar uma
dada densidade espacial cresce exponencialmente com a dimensionalidade do
espaco de busca. Em segundo lugar, as propriedades do espaco de busca podem
mudar com o aumento do namero de dimens@es. Por fim, a avaliagdo de problemas

de grande escala requer grande esfor¢co computacional.
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5.2.
Funcdes benchmarks utilizadas em otimizagdo numérica

H& muitas fun¢bes benchmarks descritas na literatura; entretanto, ndo existe
uma lista ou conjunto padréo de benchmarks. Idealmente, estas fungdes deveriam
possuir diversas propriedades, tais quais as relacionadas no item anterior, para
serem efetivamente Uteis na avaliacdo imparcial de algoritmos de otimizacao.

No caso de EDAs baseados em copulas, verifica-se uma escassez de
publicacdes com resultados de testes de desempenho disponiveis. Uma destas, bem
recente, que inclusive disponibiliza um pacote em linguagem R (copulaedas) com
implementacio de varios EDAs baseados em copulas, é GONZALEZ-
FERNANDEZ & SOTO (2012, 2014). Desse modo, as seis fungdes benchmarks e
os espacos de buscas correspondentes definidos em GONZALEZ-FERNANDEZ &
SOTO (2012) sdo os mesmos utilizados na avaliacdo do EDA-MEC, conforme
descricdo a seguir:

e Funcio esfera ou primeira funcdo de De Jong

Trata-se de uma das funcbes mais simples utilizadas em testes de
algoritmos evolutivos. A mesma € continua, convexa, unimodal,
separavel e pode ser ampliada para qualquer ndmero de variaveis. E uma
funcdo do tipo quadratica, possuindo um Unico 6timo local (e, portanto,
global) em x = (0, ..., 0). O espaco de busca é definido em [—600, 600]
para cada variavel de decisdo. Sua forma analitica é dada por:

fsphere(%) = XLy X7, (5-1)
onde x é um vetor de decisdo de n varidveis ou dimensdes. Sua
representacdo para o caso de duas variaveis — reduzida para o intervalo de
[—100,100] com a finalidade de melhorar a visualizagdo de suas

caracteristicas — é dada na figura 5.1.

-100 100

Figura 5.1 - Mapa 3D da funcéo esfera de 2 variaveis, f(x,y) = x? + y2.
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Funcdo de Ackley

Trata-se de uma funcdo multimodal, separavel e com varios 6timos locais
que no dominio [-30, 30] mais parecem ruido, embora estejam localizados
em intervalos regulares. Possuindo étimo global em x = (0, ...,0), a
funcdo de Ackley constitui um problema de complexidade moderada e

sua forma analitica € dada por:

fackiey(x) = =20 exp <_0'21/% ?=1xi2> — exp (%2?:1 Cos(ani)) + 5-2)

20 + exp(1),
onde x é um vetor de decisdo de n varidveis ou dimensdes. Sua

representacdo para o caso de duas variaveis — reduzida para o intervalo de
[-5,5] com a finalidade de melhorar a visualizacdo de suas

caracteristicas — € dada na figura 5.2.

Figura 5.2 - Mapa 3D da funcdo de Ackley de 2 variaveis.

Funcdo de Rastrigin

E uma funcdo ndo convexa, multimodal e separavel. Possui varios 6timos
locais arranjados em um grafo regular (regular lattice), com o étimo
global localizado em x = (0, ...,0). O espaco de busca € definido no
intervalo [-5,12; 5,12] em cada variavel. Constitui um problema
razoavelmente dificil devido a quantidade grande de 6timos locais. Sua
forma analitica é dada por:

frastrigin(¥) = Xi1(xf — 10cos(2mx;) + 10), (5-3)
onde x é um vetor de decisdo de n variaveis ou dimensdes. Sua

representacdo para o caso de duas variaveis € dada na figura seguinte.
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Figura 5.3 - Mapa 3D da funcdo de Rastrigin de 2 variaveis.

Funcdo de Griewank

Esta fungdo é multimodal e ndo separavel, com varios 6timos locais
dentro do espaco de busca, definido no intervalo [-600, 600]. E
semelhante a funcdo de Rastrigin, mas a de Griewank possui maior
ndmero de 6timos locais. A mesma possui 6timo global localizado em
x = (0,...,0). A interpretacdo desta funcdo se modifica com a escala; a
visdo geral sugere uma funcdo convexa, a visdo de média escala sugere a
existéncia de minimos locais e, por fim, 0 exame mais proximo permite
identificar uma estrutura complexa de inumeros minimos locais. Verifica-
se na estrutura analitica, relacionada a seguir, que um termo de produto
introduz interdependéncia entre as variaveis. O objetivo disto é fazer com

que as técnicas, que otimizam cada variavel independentemente, falhem.

2 .
fGriewank (x) =1+ Zn L ?:1 cos (%)1 (5'4)

i=12000
onde X é um vetor de decisdo de n varidveis ou dimensdes. Sua
representacdo para o caso de duas variaveis — reduzida para o intervalo de
[-10,10] com a finalidade de melhorar a visualizagdo de suas
caracteristicas — € dada na figura 5.4. Neste caso, tem-se a visdo descrita

anteriormente de inUmeros minimos locais.

Figura 5.4 - Mapa 3D da funcdo de Griewank de 2 variaveis.
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Funcdo Summation Cancellation

Esta tese utiliza a mesma definicdo de GONZALEZ-FERNANDEZ &
SOTO (2012), a qual modifica o problema original (BALUJA &
CARUANA, 1995) de maximiza¢do em um de minimizacao. Esta funcéo,

de acordo com a equagdo seguinte, possui interacdes lineares
multivariadas crescentes em y;, uma vez que a variavel y; € definida em
termos de todas as y; variaveis, com j < i. Logo, nesta funcao, algoritmos

capazes de modelar dependéncias lineares devem superar 0s que ndo sao.
Além disso, devido ao fato do 6timo global estar situado em um pico bem
acentuado e estreito proximo a 6timos locais, o algoritmo precisa ter
grande precisdo e habilidade para evitar convergéncia prematura. O valor
minimo desta funcéo é de —1E5 e ocorre em x = (0, ..., 0). E 0 espa¢o
de busca esta definido no intervalo [-0.16, 0.16].

-1
(x) = 7=
fSumm Canc 10-5 + Z?=1 |yi|

YY1 = X0Yi = Yi-1 T X (5-5)

Sua representacdo para 0 caso de duas varidveis — reduzida para o
intervalo de [—0,02, 0,02] com a finalidade de melhorar a visualizacdo de

suas caracteristicas — é dada na figura 5.5.

0.02

002 002 -0.01

Figura 5.5 - Mapa 3D da fun¢do modificada Summation Cancellation de 2 variaveis.
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Funcdo de Rosenbrock ou sequnda funcdo de De Jong

Também conhecida como vale ou funcéo banana de Rosenbrock, consiste
em uma funcéo ndo convexa, unimodal e ndo separavel. O minimo global
esta dentro de um vale plano, longo, estreito e em formato parabdlico. Os
algoritmos de otimizacdo chegam ao vale com facilidade, mas tém
dificuldades de convergir para o minimo global, localizado em
x =(1,..,1). Esta funcdo também é quadratica e tem seu dominio
definido no intervalo de [-9, 11]. Sua forma analitica € dada por:

fRosenbrock = 2?;11(100(xi2 - x1+i)2 + (xi - 1)2)1 (5'6)
onde x é um vetor de decisdo de n variaveis ou dimensdes. Sua
representacdo para o caso de duas varidveis — reduzida para o intervalo de
[-2,3] com a finalidade de melhorar a visualizacdo de suas

caracteristicas — € dada na figura 5.6.

Figura 5.6 - Mapa 3D da funcdo de Rosenbrock de 2 variaveis.

5.3.Metodologia geral dos testes

O EDA-MEC foi testado com as seis fungdes benchmarks apresentadas na

secdo anterior. A fim de estabelecer comparacdes com os resultados de
GONZALEZ-FERNANDEZ & SOTO (2012), condicdes semelhantes deste foram

adotadas nos ensaios:

Todas as funcbes foram simuladas com 10 variaveis, isto €, n = 10, com
os dominios correspondentes definidos na se¢éo anterior;

Cada ensaio envolveu a realizacao de 30 experimentos independentes por
funcdo, sendo calculados, ao final, a média e o desvio padrdo das aptiddes
(valores minimos obtidos nas funcbes) e do nimero de avaliagdes; e

identificados a melhor e a pior aptiddo da ultima avaliacdo dos 30
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experimentos, isto €, da ultima iteracdo do algoritmo na qual séo
calculadas a média e desvio padrao;

e Foram estipuladas duas condi¢Oes de parada do algoritmo: i) alcancgar o
minimo global da fun¢do com precisdo maior que 1E-6; ou ii) atingir o
nimero maximo de 300.000 avaliacdes. Estes critérios diferem dos
definidos na sessdo especial de otimizacdo real do Congresso de
Computagdo Evolutiva de 2005 (CEC’05), apesar das fungdes
benchmarks serem similares as da mesma (SUGANTHAN et al., 2005).

Os ensaios realizados por GONZALEZ-FERNANDEZ & SOTO (2012)
consideraram ainda um terceiro critério de parada: iii) perda de diversidade, quando
0 desvio padrdo da avaliacdo das soluces € menor que 1E-8. O EDA-MEC néo
adotou este critério visto que procede reinicializacdes da populacdo durante o
processo de busca, nas situacdes descritas na secao 4.2.5. Alias, um dos melhores
algoritmos evolutivos em problemas de otimizacdo numérica, 0 CMA-ES também
promove reinicializagdes na populagéo, alternando melhoras e pioras nas solugdes
encontradas durante o processo de busca. No caso do EDA-MEC, a reinicializagao
da populacdo ndo descarta 0 melhor individuo e, por isso, ndo existem momentos
de piora na evolucdo. Além disso, 0 EDA-MEC ndo aumenta o ndmero de
individuos ap0s as reinicializagdes, diferentemente do CMA-ES.

Um parametro fundamental em algoritmos evolutivos é a quantidade de
individuos da populacdo. HAUSCHILD & PELIKAN (2011) discutem que a
mesma ndo pode ser pequena, a ponto de prejudicar a exploracdo do espaco de
busca, e nem grande demais, situacdo em que aumenta a complexidade da
construcdo e amostragem do modelo probabilistico. Além disso, a quantidade de
individuos determina a contagem do numero de avaliagbes de um algoritmo
evolutivo. GONZALEZ-FERNANDEZ & SOTO (2012) construiram, no pacote R,
uma rotina baseada no método da bisseccdo que determina empiricamente a
quantidade minima de individuos (tamanho critico) exigida pelo algoritmo para
encontrar o 6timo global da funcdo com uma taxa alta de sucesso e que deve ser
utilizada nos ensaios. O método da bisecc¢do inicia no intervalo de [50, 2000]
individuos, no qual o tamanho critico da populacdo deve estar localizado,
descartando a metade do intervalo a cada passo.

Antes de proceder comparacbes com o0s resultados dos algoritmos
implementados em GONZALEZ-FERNANDEZ & SOTO (2012) e com o
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CMA-ES, alguns ensaios foram realizados para avaliar o impacto no desempenho
do EDA-MEC com variagédo dos seguintes parametros:

e Algoritmos de amostragem: condicional e de Marshall-Olkin;

e Distribui¢cdes marginais: empirica e normal;

e NuUmero de individuos na populagéo: 15, 20 e 30;

e Numero de rebeldes: 0,1, 2, 3,4,5,6,7,9,10,12 e 18.
A referida parametrizacdo foi avaliada com quatro copulas: Clayton, Gumbel,

Gaussiana e t-Student.

5.4.
Testes de parametrizacao

Os resultados apresentados nas secdes seguintes sdo decorrentes de analises
estatisticas que buscam identificar as configuracbes capazes de produzir o nimero
maximo de convergéncias para o 6timo global em cada benchmark com o menor
namero de avaliacGes e de tempo de maquina do algoritmo. Os ensaios foram

realizados em méaquinas com processador Intel(R) Core(TM) i7-3770 de 3.4 GHz.

5.4.1.
Ensaios com algoritmos de amostragem na cépula de Clayton

O desempenho médio do EDA-MEC foi avaliado com os algoritmos de
amostragem condicional e de Marshall-Olkin, especificamente para a copula de
Clayton, visto que a abordagem condicional ndo é eficiente para outras copulas
arquimedianas (secdo 4.2.3.2). Adicionalmente, o impacto da escolha das
distribuicbes marginais também foi verificado em termos do tempo meédio de
maquina e da taxa média percentual de sucesso, conforme as figuras 5.7 € 5.8. E
importante ressaltar que a taxa média de 100% ocorre quando o EDA-MEC
consegue identificar o 6timo global em todos os 30 experimentos de cada ensaio,

considerando os diferentes numeros de individuos de populacéo e rebeldes.
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Figura 5.7 - Tempo médio de maquina do EDA-MEC, considerando duas formas de amostragem da

cépula de Clayton e duas distribuicdes marginais.

A anélise do tempo de méquina evidencia que, na média, a configuracdo mais

eficiente, de acordo com as fungdes, ocorre com:

— amostragem condicional,

— distribui¢cbes marginais empiricas.

Este resultado € consistente com a teoria, visto que o algoritmo de Marshall-Olkin

realiza a simulagdo de trinta variaveis por geracdo a mais que o algoritmo de

amostragem condicional, demandando, assim, tempo computacional maior. Com
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excecdo da Summation Cancellation, a diferenca de tempo de maquina entre os
dois tipos de amostragem é mais evidente ainda quando a modelagem das
marginais é feita com distribuicdo normal.
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Figura 5.8 - Taxa média percentual de sucesso do EDA-MEC, considerando as amostragens
condicional e de Marshall-Olkin da copula de Clayton e duas distribuigdes marginais.
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A figura 5.8 mostra as configuragdes que resultam, na média, em maior taxa
de sucesso:
Taxa média = 100%

— Esfera e Ackley: qualquer amostragem e qualquer marginal,

— Summation Cancellation: amostragem condicional e qualquer marginal.

Taxa média < 100%

— Rastrigin: qualquer amostragem e marginal empirica;

— Griewank e Rosenbrock: amostragem condicional e marginal empirica;

Assim, a amostragem condicional € um requisito para otimizacdo da
Summation Cancellation em 100% dos casos. E, considerando que esse tipo de
amostragem também resulta em menor tempo médio de maquina, 0s proximos
ensaios com a copula de Clayton irdo considerar exclusivamente a amostragem
condicional.

Apesar da modelagem das marginais com distribuicdo empirica ter
contribuido para melhor desempenho do EDA-MEC, repise-se que este é um
resultado médio. Adiante, sera mostrado que a configuracao que utiliza amostragem
condicional e marginal normal resulta em alguns ensaios nos quais a Rosenbrock é
otimizada em todos os 30 experimentos, ainda que esta configuracdo ndo seja a que
gera a melhor média. Em funcdo disto, os proximos ensaios irdo considerar 0s dois

modelos de distribuicdes marginais, empirica e normal, com a cépula de Clayton.

5.4.2.
Ensaios com as distribuicdes marginais

O impacto da escolha das distribuicbes marginais também foi verificado nas
demais copulas através do nimero meédio de avaliages (AES — Average number of
Evaluation to Solution) e da taxa percentual de sucesso, apresentados nas figuras

5.9 e 5.10, respectivamente.
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Figura 5.9 - Nimero médio de avalia¢cdes (AES) do EDA-MEC, considerando a interacdo de
quatro tipos de cdpulas com duas distribui¢fes marginais.

Confirmando os resultados da subse¢é@o anterior, as copulas arquimedianas,

de Clayton e de Gumbel, apresentam, na média, melhor AES com distribuigdes

marginais empiricas em todas as funcGes. O Unico caso em que a escolha da

marginal normal equipara este critério de desempenho com a marginal empirica

ocorre na fungcdo de Rosenbrock com a copula de Gumbel. Por outro lado, as

copulas elipticas, Gaussiana e t-Student, apresentam, na média, melhor desempenho

quando suas marginais sdo normais, nas funcdes: Esfera, Ackley e Summation. Isto

pode ser explicado pela simplicidade das interacfes de variaveis, nas quais a
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Figura 5.10 - Taxa média percentual de sucesso do EDA-MEC, considerando a interagdo de
quatro tipos de cdpulas com duas distribui¢des marginais.

A eficiéncia do EDA-MEC em termos de convergéncia, visualizada na figura 5.10,

é percebida novamente, na média, com a utilizacéo de distribui¢cbes empiricas, no

caso das copulas arquimedianas. A utilizacdo de marginais normais s6 produz bons

resultados, semelhantes ao das empiricas, na funcdo de Rosenbrock, com a cépula
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de Gumbel. No caso das copulas elipticas, verifica-se que 0 EDA-MEC consegue
melhor taxa média de sucesso com marginais normais, nas fungdes Esfera, Ackley
e Summation, comportamento semelhante ao verificado com as AES da figura 5.9.
Por se tratar de uma andlise sobre a média, ndo se pode descartar a utilidade das
marginais normais nas copulas arquimedianas e nem das empiricas nas copulas

elipticas.

5.4.3.
Ensaios com numeros diferentes de individuos na populacao

O desempenho do EDA-MEC, em termos de nimero de avaliagdes, de tempo
de maquina e da taxa percentual de sucesso, ndo pode ser aferido exclusivamente
do nimero de individuos na populacdo definido no inicio de cada ensaio. Outro
fator importante repercute sobre o mesmo: o nimero de reinicializagdes. Para
ilustrar esta interacdo, as figuras seguintes mostram a relacdo entre o tipo de copula
e 0 numero de individuos com as médias:

e daAES;

e do tempo de maquina;

e (da taxa percentual de sucesso;

e do ntmero de reinicializages.

Os resultados desses ensaios sdo apresentados somente para as fungdes Esfera
e Griewank porque foi observado o mesmo padrdo de comportamento para as

demais funcdes, sendo, portanto, desnecessario reproduzi-los.
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Figura5.11 - Comportamento de quatro medidas relacionadas ao desempenho do EDA-MEC com
a variacdo da cépula e tamanho da populacéo na funcéo Esfera.

Na figura 5.11, a aparente inconsisténcia de um maior nimero medio de
avaliacdes (AES) simultaneamente a baixa média de tempo de maquina para as
copulas elipticas, na populacdo de 30 individuos, relativamente ao comportamento
da populagdo de 15 individuos nestas mesmas copulas, é esclarecida pelo nimero
médio de reinicializacdes que ocorrem em cada caso: a populacéo de 15 reinicializa
em média 10 vezes mais do que a de 30, demandando com isto mais tempo de
maquina. No entanto, esta propor¢do ndo se traduz na média de AES, isto €, as
reinicializacBes nas duas populacdes equiparam a quantidade de individuos das
mesmas, resultando, portanto, em um nimero médio de AES muito préximo para
elas, visualizado nas curvas do grafico do primeiro quadrante da figura 5.11. Por
fim, neste caso, as reinicializacdes da populacdo de 15 ndo repercutem em uma
significativa maior taxa média de sucesso comparativamente a de 30. Na funcéo
esfera, com os trés tamanhos de populacao, as copulas arquimedianas auxiliaram o

EDA-MEC a obter, na média, melhores resultados que as elipticas.
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Figura 5.12 - Comportamento de quatro medidas relacionadas ao desempenho do EDA-MEC com

a variagdo da copula e tamanho da populagdo na funcéo de Griewank.

No caso da funcdo de Griewank, verifica-se novamente o que ocorre com
todas as demais fungbes: nas copulas elipticas, populagdes menores provocam
maior nimero de reinicializacbes do EDA-MEC e, consequentemente, maior tempo
de maquina, o que nao resulta em proporcional aumento do nimero de avaliagdes
(AES), pois, na media, as populacdes se equiparam em quantidades de individuos.
Apesar do maior numero de reinicializagbes das popula¢bes ndo contribuir
necessariamente para que estas superem as de populagdes maiores em termos de
média de taxa de sucesso do EDA-MEC, as referidas reinicializagdes cumprem um
papel importante ao corrigir a convergéncia prematura, permitindo que o modelo
alcance bons resultados. No caso da funcdo de Griewank, as copulas arquimedianas
permitiram o EDA-MEC obter melhor desempenho nos ensaios com os 3 tamanhos
de populagéo, particularmente com 30 individuos, em comparacdo ao obtido com

as copulas elipticas. Repita-se que este € um resultado médio, sendo identificados
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ensaios em que as copulas elipticas obtiveram resultados tdo bons quanto as
arquimedianas.

E importante ressaltar a importancia das reinicializacées parao EDA-MEC.
Ensaios ndo apresentados nessa tese mostraram que o algoritmo estagna com a
desabilitacdo da funcdo que promove reinicializagdes. Complementando as
circunstancias descritas na secdo 4.2.5, constatou-se que as reinicializagOes
ocorreram sempre que os individuos encontravam-se pouco dispersos, isto é,
quando o desvio padrdo da populacdo convergia para zero. No entanto, ndo foi
observado qualquer comportamento regular acerca da média e desvio padrdo da
matriz de taus de Kendall que permitisse generalizar uma circunstancia implicita de

reinicializacao.

5.4.4.
Ensaios com nimero de rebeldes

Conforme destacado no capitulo anterior, a insercdo de rebeldes na
populacdo, inovacao contida no EDA-MEC, auxilia este EDA baseado em copulas
a lidar, em conjunto com as reinicializacbes, com o problema da convergéncia
prematura. A figura seguinte ilustra a repercussao dos rebeldes no desempenho do
EDA-MEC na otimizagéo de cada uma das seis fungdes benchmarks em ensaios
com as populagdes de 15, 20 e 30 individuos; com as cépulas Gaussiana, t-Student,
Clayton, Gumbel; e com as distribuicdes marginais empirica e normal. Assim, 0s
desvios padrdes da figura 5.13 envolvem o uso de diferentes populacdes, copulas e

tipos de distribuicdo marginal.
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Figura5.13 - Influéncia dos rebeldes na convergéncia do EDA-MEC nas seis fun¢des benchmarks
considerando todas as configuragdes de ensaios por fungéo.

A leitura dos gréficos da figura 5.13 permite concluir que as fun¢des mais
simples, Esfera, Ackley e Summation, ndo requerem rebeldes para que o
EDA-MEC consiga atingir a taxa de 100% de sucesso na otimizacdo. Por outro
lado, o EDA-MEC necessita de rebeldes para aumentar a taxa de sucesso na
otimizac&o de todas as demais fungdes. Particularmente, na mais dificil delas, a de
Rosenbrock, observa-se que:

— A melhor mediana ocorre quando o namero de rebeldes é igual aum; e a

pior com zero rebeldes;

— Excluindo o outlier — representado pelo circulo proximo de zero na coluna
de um rebelde — o pior dos casos com um rebelde na populacéo ¢ melhor
do que todos 0s demais piores casos, isto é, o limite inferior do caso com
um rebelde é superior aos outros limites inferiores das demais
configuracdes de rebeldes;

— Com um rebelde, os resultados estdo menos dispersos, concentrando-se

entre 0 1° e 3° quartis;
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— Nao utilizar rebeldes proporciona o pior resultado da mediana.
Desse modo, a utilizacdo de rebeldes é fundamental para melhorar o
desempenho do EDA-MEC.

5.4.5.
Andlise geral dos ensaios

Os graficos das figuras seguintes permitem visualizar:
i.  ataxa percentual de sucesso (nas ordenadas);
ii. 0 numero de reinicializacbes do algoritmo, expressos em faixa de
valores (nas abscissas, mais proximas ao €ixo),
ambos resultantes de ensaios para cada uma das seis fun¢des benchmarks (titulo do
gréfico), considerando como parametros de entrada:
— A funcéo copula (subtitulo do grafico);
— Tamanho da populacéo (legenda de cores das barras do grafico);
— As distribuicbes marginais (dividindo as abscissas em duas metades,
empirica e normal);
— Numero de rebeldes (expressos nas duas metades das abscissas, para as
duas distribuicdes marginais).
Para facilitar a comparacédo dos resultados dos ensaios por funcdo, 0s mesmos
serdo apresentados em sequéncia, sendo a analise dos mesmos feita apos o tltimo

grafico.
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Figura 5.14 - Desempenho do EDA-MEC na otimizag&o da fungéo esfera, considerando todas as

combinac8es de parametros.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1021511/CA


104

Ackley
Cépula: Clayton

20
M 30

0S-0
0S-0
0S-0
0S-0
0S-0
050
050
050
0S-0
050
050
0S-0
0S-0
0S-0
001-15
00¢-T0T
0S-0
001-15
050
00T-1S
0S-0
001-18
050
050
0s-0
0S-0
0S-0

0

o O O
O <+

100
8
0

(%) osseons ap exe|

5 6 7 9 10 12 18

101218 0 1 2 3 4

9

5

0o 1 2 3 4

Normal

Empirica

Faixa de reinicializagdo | Nimero de rebeldes

Ackley
Copula: Gumbel

H20
30

008-ToY
008-T0t
00¢-T0T
00v-102
008-ToY
00T-18
00¢-T0T
00T-18
00¢-T0T
05-0
00¢-T0T
0S-0
00T-1S
0S-0
e
=
— o

o o O O
0 W < N

100
0

(%) ossaons ap exe|

180 12 3 45 6 7 9 101218

12

10

1

Normal

Empirica

Faixa de reinicializacdo | Numero de rebeldes

W20
30

00T-TS
0s-0
0s-0
00v-102
0s-0
0S-0
05-0
0S-0
05-0
0s-0
0S-0
0S-0
00T-1S
0S-0
000T1-108
00ST <
0s-0
00T-TS
00ST <
0s-0
0001-108
0S-0
00v-10¢
05-0
00v-10¢
00v-10¢
0s-0
00zZ-101
05-0
00zZ-10T
0S-0
00¥-10C
00T-1S
0S-0
00ST <
00Z-T0T
0s-0

Ackley
Copula: Gaussiana

Q o0 0o
[ IRCEES SN

0

100

(%) ossaons ap exe|

10 12/18

112|3|4|5|6(7]| 9

7 9 10 12 18 O

6

Normal

Empirica

Faixa de reinicializagdo | Nimero de rebeldes

Ackley

Copula: t-Student

100

20
30

00T-TS
0S-0
0S-0
008-T0Y
05-0
05-0
0S-0
05-0
05-0
05-0
05-0
0S-0
00T-TS
05-0
000T-108
00T <
05-0
00T-TS
00ST <
0S-0
00¥-102
05-0
00t-10¢
0S-0
00C-T0T
00Z-10T
05-0
00t-10¢
0S-0
00%-102
00T-TS
0S-0
00t-10¢
00T-TS
05-0
00ST <
00¢-10T
05-0

0

o o o
[CRE N

8
o]

(%) ossaans ap exe|

101218

9

1234567

10 12 18 0

9

7

Normal

Empirica
Faixa de reinicializacdo | Numero de rebeldes

VO/TTSTZOT oN [enbiq oedesynia)d - o1y-ONd

do da funcéo de Ackley, considerando todas

imizag

Figura 5.15 - Desempenho do EDA-MEC na ot

inacOes de pardmetros.

as comb


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1021511/CA


105

Rastrigin
Cépula: Clayton

9|10|12 |18

20
30

‘ 15

0S-0
e 050
— (50

0s-0

— (5 -

05-0

05-0

05-0
001-18

e 05°0
001-1§

e 050

0s-0

l

Faixa de reinicializacdo | Niumero de rebeldes

m 00TT0T
= 00115
0s-0
0s-0
e 050

—— (50

050
I 0

05-0
_
050

0s-0
050
050

o 0 oo
® 0T A

[¢]

100

(%) ossaons ap exe|

10 12 18

719

6

[¢]

7

Normal

Empirica

Rastrigin
Copula: Gumbel

IIIIIII‘ |I|| || ‘ “ | _.Il Ii IIIl ‘Il‘ll I ‘ |15

20
30

0S-0

0s-0
0S-0
0s-0
0S-0
0s-0
0s-0
0S-0
0S-0
00T-1S
0S-0
00T-1S
0S-0
00Z-10T
001-1S
0s-0
0S-0
00Z-10T
0s-0
001-TS
0S-0
0S-0
0S-0
0S-0

3838
o|lo(lo| o

o O o o
0 W < N

0

100

(%) ossaons ap exe|

9 10 12 18

7

6

Normal

Empirica

Faixa de reinicializagdo | Nimero de rebeldes

20
30

0S-0
0S-0
0S-0
00v-10C
0S-0
0S-0
0S-0
0S-0
05-0
05-0
05-0
00T-1S
0S-0
00¢-10T
00T-1S
0S-0
00¥-10C
008-10%
0S-0
05-0
00ST <
05-0
00¢-T0T
0S-0
00¢-10T
0S-0
00T-1S
00T-15
0S-0
00T-15
05-0
00T-15
05-0
00¥-10T
00T-1S
0S-0
008-10%
00T-1S
0S-0

Rastrigin
Copula: Gaussiana

0

o O O
© I N

100
8
0

{94) ©sSa3ns ap exe|

10 12 18 0 1 234567 9 101218

9

Normal

Empirica

Faixa de reinicializagdo | Numero de rebeldes

Rastrigin

Cépula: t-Student
(=1
2
38
-

W20
W30

00Z-10T
0s-0
00T-TS
0s-0
00T-15
00T-1S
0s-0
00T-19
0s-0
00T-1s
0s-0
00Z-101
00T-1S
0s-0
0o8-10¥
00T-18
0s-0
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Figura 5.17 - Desempenho do EDA-MEC na otimiza¢do da funcdo de Griewank, considerando

todas as combinagdes de parametros.
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A anélise dos ensaios das funcdes Esfera e Ackley, nas figuras 5.14 e 5.15,
pode ser feita conjuntamente dada a similaridade observada nos resultados. A
modelagem através das copulas de Clayton e Gumbel garantem a otimizagédo das
funcbes Esfera e Ackley com pouco esforco computacional, haja vista a baixa
quantidade de reinicializagdes, situadas na faixa de (0-50), e de modo independente
da distribuicdo escolhida para modelar as marginais. No caso da copula de Gumbel
e marginal empirica, verifica-se que a introducdo de mais de 7 rebeldes prejudica o
desempenho, visto o aumento provocado do numero de reinicializagcBes no
algoritmo. Para as copulas elipticas, identifica-se comportamento semelhante entre
a Gaussiana e a t-Student: maior esforco computacional que o das arquimedianas —
refletido no maior nimero de reinicializacbes — com algumas poucas falhas em
ensaios que utilizam a distribui¢do empirica. Nas copulas elipticas, o desempenho
é¢ melhor com a distribuicdo normal, pois as reinicializacbes ocorrem menos
frequentemente, exceto na configuracdo de populacdo 30 com 18 rebeldes, na qual
0 EDA-MEC otimiza menos de 20% dos experimentos.

De acordo com a figura 5.16, também é possivel otimizar a funcdo de
Rastrigin com qualquer combinacdo de copulas e distribuices marginais. Em
particular, na otimizacdo desta funcdo é possivel perceber claramente a utilidade
dos rebeldes: independente da copula escolhida, nos ensaios com marginais
normais, o percentual da taxa de sucesso aumenta com a introducéo de pelo menos
um rebelde na populagdo. Observa-se também que a utilizacdo dessas marginais é
sempre menos onerosa computacionalmente nas copulas Gaussiana e t-Student,
dado o menor numero de reinicializagdes. Caracteristica esta também observada nas
copulas arquimedianas com distribui¢do empirica.

Segundo a figura 5.17, de modo semelhante & fungdo de Rastrigin,
observa-se a contribuicdo dos rebeldes na otimizacdo de mais uma funcéo
multimodal, a de Griewank. Percebe-se novamente, nas cépulas gaussianas, o
aumento do desempenho do algoritmo, medido em termos de taxa de sucesso,
quando se adiciona pelo menos um rebelde. Além disso, a introducéo deles &, de
fato, mais eficiente, quando a distribuicdo normal é considerada na modelagem das
marginais, uma vez que ocorre reducdo do nimero de reinicializa¢des na passagem
de zero para um rebelde. Por outro lado, as copulas arquimedianas com marginais
empiricas demonstram ndo precisar de rebeldes para garantir a otimizacdo da

Griewank, haja vista atingirem o percentual maximo da taxa de sucesso com zero


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1021511/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1021511/CA

110

rebeldes. E na sequéncia da analise gréfica, verifica-se que a presenca de rebeldes,
com a copula de Gumbel, € sugestiva de trazer prejuizos a otimizacdo, dado o
discreto aumento do nimero de reinicializacGes observado com 0s ensaios a partir
de 6 rebeldes.

Parte dos resultados obtidos com a Summation Cancellation, na figura 5.18,
confirmam o que se verificou anteriormente na figura 5.8: a cdpula de Clayton,
independentemente da distribuicdo marginal escolhida, otimiza esta funcéo, com
baixo esforco computacional, em todos os experimentos. Ainda que amostrada pelo
algoritmo de Marshall-Olkin, a copula de Gumbel segue 0 mesmo desempenho da
de Clayton, exceto em um ensaio, com populacdo 30 e zero rebeldes, no qual
converge para um minimo local. Por outro lado, os resultados obtidos com as
copulas elipticas precisam ser investigados. Estas cépulas juntamente com
marginais empiricas falham em todos os experimentos da Summation Cancellation,
mas sdo bem sucedidas com marginais normais em ensaios com pelo menos um
rebelde. E possivel relacionar duas hipdteses para explicar o referido
comportamento:

i. adistribuicdo normal possui maior densidade espacial que a empirica,
cobrindo todo o espaco de busca. A medida que a evolugio ocorre, a
distribuicdo empirica — baseada na populacdo daquela geracéo — deixa
de representar determinadas regides do espaco de busca onde a
probabilidade é zero (ndo ha individuos) e por isso falha da otimizacéo;

ii. ao utilizar a distribuicdo empirica, 0 EDA-MEC reatribui valores de
iteracBes anteriores (que representavam 6timos locais) para pelo menos
uma variavel. Nessa hipotese, ndo é o fato da marginal empirica estar
combinada com a cépula que faz o algoritmo funcionar bem, mas sim
as caracteristicas da fungdo benchmark. Assim, o desempenho deve ser
avaliado pela combinacdo funcdo benchmark e distribuicdo marginal.
No entanto, ndo se pode descartar a influéncia da copula escolhida para
a otimizacdo. Por exemplo, a escolha de uma copula com dependéncia
nos extremos amarra a geragdo de amostras o que pode néo ser adequado
para determinado problema.

Por fim, a mais desafiadora das fungbes benchmarks deste conjunto, a

Rosenbrock, conseguiu ser otimizada mais vezes em ensaios com a combinacédo que

gerou os piores resultados para Summation Cancellation: copulas elipticas e
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marginais empiricas. Observa-se que nesta configuracdo o EDA-MEC precisa fazer
uso de rebeldes para alcangar o minimo global da Rosenbrock. Embora as copulas
arquimedianas tenham obtido a melhor taxa média de sucesso, somente a copula de
Clayton conseguiu otimizar a funcdo em todos 0s experimentos de trés ensaios,
utilizando marginais normais e populagdes de 15, 20 e 30 com 9, 12 e 18 rebeldes,
respectivamente. Além disso, estes ensaios foram mais eficientes, uma vez que
provocaram reinicializagdes na faixa minima de (0-50), diferentemente das elipticas

que realizaram de (51-100), no melhor dos ensaios.

5.5.
Comparacéo com outros CEDAs e com o CMA-ES

Apo6s os diversos ensaios realizados nas se¢Oes anteriores, que permitiram
identificar a melhor parametrizacdo do EDA-MEC por funcdo, pode-se, entdo,
comparar 0os melhores resultados obtidos com os de outros EDAs baseados em
copulas e com os do CMA-ES.

As tabelas adiante fardo referéncia aos seguintes algoritmos implementados
por GONZALEZ-FERNANDEZ & SOTO (2012, 2014):

e UMDA (Univariate Marginal Distribution Algorithm) para variaveis

continuas. Muito embora, ndo seja originalmente definido em termos de
copulas, este algoritmo é descrito como um CEDA que modela a
dependéncia entre variaveis através do produto de copulas multivariadas,
portanto, supondo independéncia entre as varidveis (ver se¢do 2.2.3);

e GCEDA (Gaussian Copula Estimation of Distribution Algorithm). Este
algoritmo é descrito como um EDA baseado em cé6pula normal
multivariada, que permite a construcgéo de distribui¢cbes com estrutura de
dependéncia normal e marginais ndo normais.

e CVEDA (Estimation of Distribution Algorithm based on Canonical
Vine). Este algoritmo é descrito como um EDA baseado em copulas
bivariadas decompostas graficamente de uma densidade de probabilidade
multivariada, dos modelos pair-copulas (ver se¢éo 3.4.2).
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¢ DVEDA (Estimation of Distribution Algorithm based on Drawable Vine).
Este algoritmo é descrito como um EDA baseado em cépulas bivariadas
decompostas graficamente de uma densidade de probabilidade
multivariada, dos modelos pair-copulas (ver secéo 3.4.2).

e Copula MIMIC (Copula Mutual Information Maximization for Input

Clustering). Este algoritmo é uma extensdo do MIMIC (EDA de
dependéncia aos pares) para o dominio continuo. Este modelo adaptado
utiliza copulas bivariadas, ao invés de distribuicGes normais bivariadas,
para modelar dependéncias (ver se¢éo 3.4.2).

No estudo empirico realizado por GONZALEZ-FERNANDEZ & SOTO
(2012) apenas relacdes de independéncia e lineares sdo consideradas. Entéo,
somente copulas produto e normal foram utilizadas nestes EDAS.

Relativamente aos resultados do CMA-ES, foi utilizado o cddigo fonte
(verséo 3.61.beta) disponibilizado no website do autor do método®. Para estabelecer
condicdes justas de comparacdo com o EDA-MEC e com os algoritmos de
GONZALEZ-FERNANDEZ & SOTO (2012), configuracdes semelhantes foram
adotadas, sendo desabilitados diversos critérios de parada que o codigo fornece.
Mesmo assim, restricbes ocultas do mesmo interromperam a execugdo antes das
300.000 avaliacBes, nas situacdes em que o CMA-ES estagnava. Nas tabelas
seguintes, isto significa que, nos ensaios que o método falhou, isto €, quando a taxa
de sucesso ndo foi 30/30, o nimero de avaliagdes (AES) certamente é maior do que
o informado na tabela.

A modelagem do EDA-MEC tomou por base a copula de Clayton, variando
as marginais, tamanho de populacéo e rebeldes de modo a obter o melhor resultado
para cada fungdo benchmark. Abaixo de cada tabela, sdo informadas as marginais
e numero de rebeldes utilizados e 0 nimero de reinicializagdes ocorrido.

Nas tabelas comparativas a seguir, estdo destacados em negrito o modelo
apresentado nesta tese (EDA-MEC) e em sombreado o que obteve o melhor
desempenho naquela funcdo. O critério do melhor desempenho considera nesta
ordem: i) melhor MBF (Mean Best Fitness — melhor aptiddo média); ii) menor AES

(Average Number of Evaluations to a Solution — numero médio de avaliagdes).

® https://www.lri.fr/~hansen/cmaes_inmatlab.html#matlab
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Moortmo T TSade Manr Fer  wer s Jnw
EDA-MEC* 15 30/30 1,3E-8 9,9E-7 54E-7 + 3,1E-7 1647 +1670 1,23+1,06
UMDA 81 30/30 - - 6,9E-7 + 2,3E-7 3.823 +128,3 0,4+0,0
GCEDA 310 30/30 - - 6,5E-7 + 2,0E-7 13.082+221,4 09+0,0
CVEDA 104 30/30 - - 6,7E-7 + 1,8E-7 4777 +118,8 83+15
DVEDA 104 30/30 - - 6,7E-7 + 2,0E-7 4.787 +100,2 82+11
Copula MIMIC 150 30/30 - - 6,9E-7 + 1,7E-7 6.495 +209,0 468,8 +62,9
CMA-ES 10 30/30 2,9E-7 9,9E-7 7,7E-7 + 1 7E-7 2.119 + 96 0,29 + 0,02
* Marginal: empirica; nimero de rebeldes = 7; nimero médio de reinicializagdes: 14 + 37

Tabela 5.1 - Funcéo Esfera

Moo T Tsade M Fer wer s Jn
EDA-MEC* 20 30/30 4,8E-7 9,9E-7 8,2E-7 + 1,4E-7 3.016 +1.874 1,93+1,09
UMDA 81 30/30 - - 8,1E-7 + 1,1E-7 4.998 + 88,0 0,6 +0,0
GCEDA 279 30/30 - - 8,3E-7+1,1E-7  15.633 + 258,8 16+0,0
CVEDA 104 30/30 - - 8,1E-7 + 1,0E-7 6.330 +163,2 10,6 +1,8
DVEDA 111 30/30 - - 7,9E-7 + 14E-7 6.679 +133,8 114+16
Cépula MIMIC 188 30/30 - - 8,0E-7 + 1,2E-7 10.784 +143,7 800,1 +122,1
CMA-ES 10 29/30 8,7E-7 19E+1 19E+1 +35E+0 25.245+2595 1,02+0,02
* Marginal: empirica; nimero de rebeldes = 7; nimero médio de reinicializa¢des: 10 + 22

Tabela 5.2 - Funcéo de Ackley

Mgortmo . Teade et Rel o wer o IR
EDA-MEC 15 30/30 3,2E-7 9,8E-7 7,4E-7 + 1,8E-7 3.217 +2.869 2,85+ 2,57
UMDA 447 30/30 - - 6,7E-7 + 2,3E-7 33.614 +2.452 1,7+01
GCEDA 721 30/30 - - 6,8E-7 + 1,8E-7  46.095 + 2.158 28+0,1
CVEDA 447 30/30 - - 6,6E-7 + 1,7E-7 32914 +2.011 448+133
DVEDA 325 30/30 - - 7,3E-7 + 1,7E-7 24710+1.754 31,3+6,9
Copula MIMIC 386 30/30 - - 6,4E-7 +2,1E-7 27.315+1.673,9 1.432 +218,6
CMA-ES 10 27/30 5,6E-7 1,3E+2 44E+1 +39E+1 226.559 +93.676 7,66+7,3

* Marginal: empirica; nimero de rebeldes = 4; nimero médio de reinicializagoes: 9 + 12

Tabela 5.3 - Funcéo de Rastrigin
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Mrimo Tan Toad Mo Peuer o T
EDA-MEC 15 30/30 6,9E-8 9,8E-7 6,34E-7 + 2,6E-7 2.665 + 2.247 2,01 + 1,66
UMDA 111 30/30 - - 6,6E-7 + 1,9E-7 5.224 +231,2 05+0,0
GCEDA 355 30/30 - - 6,9E-7 + 1,8E-7 15.099 +414,1 1,2+0,0
CVEDA 142 30/30 - - 7,0E-7 + 1,8E-7 6.579 + 389,9 93+2,0
DVEDA 150 30/30 - - 6,5E-7 + 2,4E-7 6.785 + 338,1 95+19
Copula MIMIC 188 30/30 - - 6,6E-7 + 1,8E-7 8.221 +220,4 595,7 +91,6
CMA-ES 10 30/30 2,9E-7 9,9E-7 7,6E-7+1,7E-7 76.099 +83.741 0,49+0,19

* Marginal: empirica; nimero de rebeldes = 9; nimero médio de reinicializagdes: 25 + 35

Tabela 5.4 - Funcdo de Griewank

Agoritmo [0 (o Aptddo Aptidi  MF AES U
EDA-MEC 15 30/30 -1E+5 -1E+5 -1E+5 + 1,5E-7 6.104 +1.488 52+1,27
UMDA 2000 0/30 - - -5,7E+2 + 3,4E+2  300.000+0.0 66,8 +0.7
GCEDA 355 30/30 - - -1E+5 + 1,3E-7 42.434 + 305 93+04
CVEDA 325 30/30 - - -1E+5 + 1,3E-7 44622 +858 537,2+6,6
DVEDA 965 30/30 - - -1E+5 + 9,3E-8 117.408 +959  2.367 + 20
Cépula MIMIC 2000 30/30 - - -2,3E+4 + 2,7E+4  300.000 + 0.0 10.426 + 1054
CMA-ES 10 30/30 -1E+5 -1E+5 -1E+5 + 7,0E-8 7.483 +5.004 1,0 +0,67

* Marginal: empirica; nimero de rebeldes = 9; nimero médio de reinicializagdes: 13 + 7

Tabela 5.5 - Funcdo Summation Cancellation

Moo Tam Taade My Mot wee oes Iows
EDA-MEC 20 30/30 9,9E-8 9,9E-7 55E-7+25E-7 14.367 +13.001 9,5+8,64
UMDA 2000 0/30 - - 8,0E+0 + 2,6e-2 300.000 + 0.0 72,0+0,1
GCEDA 2000 0/30 - - 7,5E+0 + 1,9E-1 300.000 + 0.0 743+04
CVEDA 2000 0/30 - - 75E+0 + 1,1E-1 193.867 +48.243 1.279 + 532
DVEDA 2000 0/30 - - 75E+0+ 1,5E-1 172.200 +35.184 961 + 386
Cépula MIMIC 2000 0/30 - - 7,6E+0+1,3E-1 139.000 +5.139 6.174 + 821
CMA-ES 10 30/30 8,2E-7 1,0E-6 8,2E-7 + 1,6E-7 6.212+1.103 0,89 +0,16

* Marginal: normal; nimero de rebeldes = 12; nimero médio de reinicializagdes: 12 + 13

Tabela 5.6 - Funcdo de Rosenbrock
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Como resultado geral, o EDA-MEC otimizou todas as fungdes, sendo que
somente ndo obteve o melhor desempenho na fungéo de Rosenbrock, para a qual o
CMA-ES o fez com menos da metade do nimero de avaliacbes do EDA-MEC.

Na Esfera, Ackley e Griewank, nas quais ndo existem dependéncias fortes
entre as varidveis dessas funcdes, todos os métodos alcancaram o minimo global
em todos os experimentos, exceto 0 CMA-ES, na fungéo de Ackley, falhando em
um experimento. E importante ressaltar que o codigo do CMA-ES exige somente
duas parametrizacdes do usuario: a funcdo a ser otimizada e seu namero de
variaveis. Até mesmo o tamanho da populacdo é funcdo do nimero de variaveis.
No entanto, um pardmetro opcional de reinicializacdo, que dobra o tamanho da
populacdo original na continuacdo do experimento, foi habilitado nos experimentos
de todas as func@es. Verificou-se que sem ele a Rosenbrock falhava em algum
experimento, mas convergia em todos com trés. Mesmo assim, essa configuragéo
néo surtiu efeito para a de Ackley e nem para a de Rastrigin, na qual o CMA-ES
falhou em trés experimentos.

Ainda em relacdo as funces Esfera, de Ackley e de Griewank, entre 0s
algoritmos de GONZALEZ-FERNANDEZ & SOTO (2012), o UMDA teve 0
melhor desempenho; os outros exigiram o céalculo de um ndmero maior de
parametros para representar as relacGes entre as variaveis. Portanto, populacdes
maiores foram necessarias para calcula-las de forma confiavel, segundo os autores.

Na funcéo de Rastrigin, que ndo é um problema em que as intera¢des entre as
variaveis desempenham um papel importante para 0 sucesso na otimizacao,
realizando um numero de avaliacGes diferente, todos os modelos alcangaram o
6timo global, exceto o CMA-ES. Nesta funcdo, GONZALEZ-FERNANDEZ &
SOTO (2012) observaram que a combinacdo de copulas produto e normal em um
unico modelo probabilistico € melhor que assumir independéncia ou uma estrutura
de dependéncia linear multivariada, justificando o desempenho melhor do DVEDA
e do Copula MIMIC sobre os demais algoritmos dos autores.

Na Summation Cancellation, uma correta representacdo das interagdes fortes
entre as variaveis é essencial para um algoritmo otimiza-la. Assim, falham os
algoritmos UMDA, que ignora essa necessidade ao assumir independéncia entre as
variaveis, e o Copula MIMIC, cujo modelo ndo consegue representar as

dependéncias para sucesso na otimizagao.
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E finalmente, na Rosenbrock, um problema reconhecidamente dificil para
algoritmos de otimizagéo, com dependéncia néo linear entre as variaveis, apenas o
EDA-MEC e 0 CMA-ES conseguiram otimiza-la.

5.6.
Escalabilidade do EDA-MEC

A fim de verificar o desempenho do algoritmo com o aumento do nimero de
variaveis, 0 EDA-MEC simulou a otimizacéo das seis fun¢des benchmarks com 50
e 100 variaveis, utilizando os mesmos parametros da subsecdo anterior. A tabela
seguinte apresenta o resultado desses ensaios, em termos de taxa de sucesso, média
de reinicializagdes, melhor aptiddo média, nimero médio de avaliacfes e média de

tempo de méquina em 30 experimentos independentes. Para facilitar a comparacéo,

os resultados dos ensaios com 10 varidveis sdo reproduzidos na mesma tabela.

. Num [Tam.| Num | Taxa de | Média de Tempo
Fungao Variaveis | Pop |Rebel. | Sucesso | Reinic. MBF AES CPU (s)
10 15 7 30/30 14 +37 |5,4E-7 + 3,1E-7| 1.647 + 1.670 1,23 +1,06
Esfera 50 15 7 30/30 8+9 |75E-7+2,2E-7| 1.560+710 15,51 + 6,71
100 15 7 30/30 12+14 |6,9E-7+2,5E-7| 2.085+1.005 | 70,91 + 32,41
10 20 7 30/30 10 +22 |[8,2E-7 + 1,4E-7| 3.016 + 1.874 1,93 + 1,09
Ackley 50 20 7 30/30 7+6 |9,0E-7+1,1E-7| 3.480+1.014 | 31,63+9,05
100 20 7 30/30 13+26 |9,0E-7+1,0E-7| 5.248 + 3.388 | 168,52 + 103,13
10 15 4 30/30 9+12 |[7,4E-7+18E-7| 3.217 + 2.869 2,85+257
Rastrigin 50 15 4 30/30 41+43 |8,0E-7+2,1E-7|11.810 + 14.815| 117,46 + 147,98
100 15 4 30/30 58 +58 |8,4E-7 + 1,1E-7|14.529 + 12.840] 550,41 + 487,17
10 15 9 30/30 14 +37 [6,3E-7 + 2,6E-7| 2.665 + 2.247 2,01+1,66
Griewank 50 15 9 30/30 8+16 |6,7/E-7+2,6E-7| 1.293+1.063 | 13,94+ 10,81
100 15 9 30/30 10+35 |6,1E-7+2,4E-7| 1.393 +2.057 | 53,55+ 72,95
] 10 15 9 30/30 13+7 |-1E+5+1,5E-7| 6.104 + 1.488 52+1,27
g:r?gg;f;t'ﬁ)”n 50 5| 9 30/30 20+4 | -1E+5+ 22E-7 | 15.037 + 3.744 | 149,54 + 37,67
100 15 9 30/30 24+5 |-1E+5 + 1,49E-7| 21.574 + 6.742 | 761,56 + 236,62
10 20 | 12 30/30 12 +13 |55E-7 +2,5E-7|14.367 + 13.001| 9,5 + 8,64
Rosenbrock* 50 20 | 12 30/30 15+11 |6,4E-7 + 2,5E-7(20.385 + 15.150{ 171,33 + 127,96
100 20 | 12 30/30 14 +11 |55E-7 + 2,2E-7|19.670 + 15.164] 620,61 + 478,34

* Marginal: normal; todas as demais utilizaram distribuicbes marginais empiricas.

Tabela 5.7 - Ensaios de escalabilidade do EDA-MEC

Observa-se que 0 EDA-MEC alcanca o minimo global das seis fungdes

benchmarks em todos os experimentos, sem realizar o0 nimero maximo de 300.000
avaliacdes, mas com um crescimento exponencial do tempo de CPU. Este resultado
demonstra a estabilidade numérica do algoritmo, sugerindo que o mesmo pode

otimizar fun¢Ges com mais de 100 variaveis de deciséo.
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5.7.
Outros ensaios

Os ensaios dessa segdo buscam verificar o desempenho do EDA-MEC
quando os graus de liberdade (da cépula t-Student) e o pardametro das copulas
arquimedianas sdo obtidos por MLE.

Na tabela 5.8, sdo re-exibidos dados de ensaios das secGes anteriores que
resultaram no melhor desempenho, em termos de numero médio de avaliacGes
(AES) e tempo de CPU, com as cdpulas Gaussiana e t-Student para as seis fungdes
benchmarks com 10 varidveis. Nas duas primeiras linhas de cada funcdo, sdo
observados desempenhos muito semelhantes entre as duas copulas, ainda que 0s
graus de liberdade fixos e de baixo valor tenham sido propositalmente
parametrizados para que a distribui¢do t ndo convergisse para a Gaussiana. Isto
pode ser explicado pela caracteristica em comum das fun¢des benchmarks: 6timo
global localizado no centro do dominio. Note que a diferenca maior de desempenho
ocorreu na Rosenbrock, que tem ndo possui 6timo global central em dominio
assimétrico. No que diz respeito ao emprego do MLE no calculo dos graus de
liberdade a cada geracdo do EDA-MEC, nota-se reducdo no AES, exceto na Esfera

e Rosenbrock, que ndo compensa o0 aumento consideravel de tempo computacional

~ . Tam.| Num | Taxa de [Média de Tempo
Fun I L. _ MBF AE
ungao Copula |G Pop |Rebel. | Sucesso | Reinic. S CPU (s)
Gaussiana| — | 20 | 10 30/30 [0,1+0,6|57E-7+2,0E-7| 568 + 354 0,10 + 0,06
Esfera t-Student| 10 | 20 | 10 30/30 [0,1+0,3(6,7E-7+2,2E-7| 506 + 105 0,11 +0,03
t-Student [MLE| 20 | 10 30/30 [0,3+0,7|59E-7+2,8E-7| 525+ 308 12,03 +7,06
Gaussiana| — | 30 | 12 30/30 0+0 |80E-7+15E-7| 1.051+50 0,13 +0,01
Ackley t-Student| 15 | 30 | 12 30/30 0+0 |[80E-7+15E-7| 1.004+41 0,13 + 0,01
t-Student [MLE| 30 | 12 30/30 0+0 |7,7E-7+15E-7| 877+30 229+1,34
Gaussiana| — | 20 7 30/30 | 32+17 |7,0E-7+25E-7| 7.466+3.499 | 253+119
Rastrigin® [ t-Student| 10 | 20 7 30/30 | 29+15 [6,6E-7+27E-7| 7.076+3.125 | 2,09 + 0,93
t-Student [MLE| 20 7 30/30 | 23+11 |7,8E-7+2,3E-7| 5.649 +1.962 | 169,94 + 58,19
Gaussiana| — 15 7 30/30 3+3 |[6,9E-7 +2,3E-7| 3.431 +3.547 0,90 + 0,94
Griewank  [t-Student| 7 [ 15 7 30/30 3+5 |6,8E-7+23E-7| 3211+5770 | 0,91+1,66
t-Student [MLE| 15 7 30/30 3+4 |65E-7+2,4E-7| 1.825+2.959 | 50,49 + 83,61
. Gaussiana| — | 20 10 30/30 8+6 |-1E+5+15E-7|14.336 +9.426 | 2,68+ 1,79
Cs;fc‘ggt'%”n t-Student| 10 | 20 | 10 | 30/30 | 7+5 |-1E+5+21E-7| 14.442+8.698 | 2,82+172
t-Student [MLE| 20 | 10 30/30 | 16+9 |-1E+5+1,8E-7| 20.072 + 9.451 | 460,77 + 213,45
Gaussiana] — | 15 5 30/30 [360 + 195|5,8E-7 + 2,7E-7|40.219 + 22.096| 15,04 + 8,42
Rosenbrock* [t-Student| 7 | 15 5 30/30 |343 +198]6,5E-7 + 2,5E-7 |38.030 + 23.151| 15,02 +9,35
t-Student [MLE| 15 5 30/30 332+ 281[6,3E-7 + 2,9E-7|35.549 + 30.493 | 827,60 + 721,69

* Marginal: empirica; todas as demais utilizaram distribui¢Bes marginais normais.

Tabela 5.8 - Desempenho do EDA-MEC com a copula Gaussiana e a t-Student com e sem 0 emprego
do MLE no célculo dos graus de liberdade (G.L.) em fun¢des benchmarks com 10 variaveis.



DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1021511/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1021511/CA

118

ocorrido. Deste modo, valida-se a metodologia adotada nos ensaios dessa tese, a de
utilizar um namero fixo e pequeno de graus de liberdade.

Na tabela seguinte estdo dispostos os melhores resultados da otimizacéo das
funcbes benchmarks com 10 variaveis com a copula de Clayton. Na primeira linha
de cada funcdo estéo reproduzidos os dados da secdo 5.5 e na segunda, resultados
de novos ensaios, considerando o emprego do MLE no célculo do parametro 6 a
cada geracdo do EDA-MEC. Neste caso, novamente verifica-se reducdo no AES,
exceto na de Rastrigin, que ndo compensa 0 correspondente tempo de
processamento. Este resultado valida a metodologia adotada nos ensaios dessa tese,

a de utilizar uma estimativa do pardmetro 6 pelo método da inversdo do tau de

Kendall.

~ Estimacdo Tam.| Num | Taxa de [Média de Tempo
Fungéo do @ L MBF AES
Pop |Rebel. | Sucesso | Reinic. CPU (s)
(Clayton)
Esfera  |Inv-tau Kendall| 15 7 30/30 | 14+37 |54E-7+3,1E-7| 1.647 +1.670 1,23 + 1,06
MLE 15 7 30/30 | 11+17 |7,1E-7+24E-7| 1.360+901 | 11,20 +17,04
Ackley Inv.tau Kendall| 20 7 30/30 10+22 |8,2E-7+14E-7| 3.016 +1.874 1,93+1,09
MLE 20 7 30/30 6+5 |81E-7+19E-7| 2.885+1.279 | 124,75 + 59,00
Rastrigin | !MV-au Kendall| 15 4 30130 | 9+12 |7,4E-7+18E-7| 3.217 +2.869 2,85 +2,57
MLE 15 4 30/30 | 18+15 |6,5E-7+2,4E-7| 3.844 +2.889 | 159,69 + 129,43
Griewank  |nv-tau Kendall| 15 9 30/30 | 14+37 |6,3E-7+2,6E-7| 2.665+2.247 2,01 +1,66
MLE 15 9 30/30 13+17 |6,3E-7+2,6E-7| 1.647 +1.386 | 46,36 + 38,25
Summation |Inv.tau Kendall| 15 9 30/30 | 13+7 |-1E+5+15E-7| 6.104 +1.488 52 +1,27
Cancellation MLE 15 9 30/30 | 12+4 |-1E+5+1,9E-7| 5.903 +1.411 | 187,22 +43,44
Rosenbrock® Inv.tau Kendall| 20 12 30/30 12 +13 |55E-7 + 2,5E-7|14.367 + 13.001 9,5+8,64
MLE 20 12 30/30 | 10+8 |[4,4E-7+2,1E-7(13.000 +12.770 | 298,95 + 298,24

* Marginal: normal; todas as demais utilizaram distribuigdes marginais empiricas.

Tabela 5.9 - Desempenho do EDA-MEC com a cépula de Clayton com parametro obtido pelo
método pelo método da inversdo do tau de Kendall e por MLE em  fungbes benchmarks de 10
variaveis.
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Conclusoes e trabalhos futuros

Este trabalho apresentou uma proposta de um novo modelo de otimizagdo
meta-heuristica capaz de identificar boas solucdes, sem grandes esforcos
computacionais, através da utilizacdo eficiente de informacdes sobre o espaco de
buscas. Para isto, foi implementado um algoritmo de estimacdo de distribuigéo
(EDA — Estimation of Distribution Algorithm) baseado em expansdo multivariada
de copulas, o EDA-MEC (Estimation of Distribution Algorithm based on
Multivariate Extension of Copulas).

A abordagem do EDA-MEC utilizou técnicas que ndo sdo frequentemente
adotadas em outros EDAs baseados em cdpulas (CEDAs). Uma delas é a
atualizacdo periodica dos parametros da copula. A outra é relacionada a modelagem
das distribuicGes marginais.

Na literatura, a maioria dos CEDAs ndo realiza atualizacdo periodica dos
parametros das cépulas porque utilizam o método da méxima verossimilhanca
(MLE — Maximum Likelihood Estimation) para estima-los. Fazendo uso de técnicas
menos precisas, mas menos onerosas computacionalmente, que o MLE, o
EDA-MEC estima, a cada geracao, os parametros das copulas arquimedianas pelo
método da inversdo do tau de Kendall, e a matriz de correlacdo, para as copulas
elipticas, aumentando a confiabilidade da informacdo de dependéncia entre as
variaveis ao longo da execucdo do algoritmo.

Outro aspecto que os CEDAs nao tém explorado adequadamente diz respeito
as distribuicdes marginais. Os referidos algoritmos néo realizam uma verificacéo
de qual tipo de distribuicdo marginal é mais adequada na descricdo do
comportamento das variaveis. Ao definir como parametro esta importante parte do
modelo, o EDA-MEC mostrou empiricamente que a mudanga do tipo de
distribuicdo marginal pode determinar a convergéncia do algoritmo para o 6timo
global.

O algoritmo do modelo proposto deixa como contribuicdo uma heuristica
adaptativa de reinicializacdo que, além de resolver problema de indeterminacéo da
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correlacdo entre as varidveis, permite a0 EDA-MEC inserir a diversidade necesséaria
para sair de 6timo locais. Este mecanismo fornece dados para a construcao de uma
nova distribuicao de busca. Uma parte desses dados provem de variaveis proximas
da melhor solucdo, no momento da reinicializacdo, e de outras espalhadas
aleatoriamente dentro do espago de busca. Outro mecanismo de diversidade
utilizado no EDA-MEC consiste na utilizacdo de uma variacdo do conceito de
individuos rebeldes (DELAOSSA et al., 2009), que sdo obtidos a partir de uma
modificacdo do modelo probabilistico original, com a finalidade de explorar outras
regides do espaco de busca. Empiricamente, esta tese também mostrou que a
inclusdo de pelo menos um individuo rebelde na populacdo pode contribuir,
principalmente nas fun¢des mais dificeis, para 0 aumento de desempenho do EDA-
MEC.

Os ensaios realizados com algumas fungdes benchmark cléssicas de
otimizacdo numérica permitem avaliar positivamente 0 EDA-MEC. O mesmo
obteve desempenho superior ao ser comparado com outros algoritmos de estimacao
de distribuicdo baseados em cdpulas, em termos de taxa de sucesso e em numero
de avaliagdes. Inclusive, obteve desempenho 6timo na funcdo de Rosenbrock, na
qual apenas alguns algoritmos, como 0 CMA-ES, conseguem ser bem sucedidos na
localizacdo do minimo global da mesma.

Apesar de bem sucedido nesses ensaios, até mesmo com 50 e 100 variaveis,
0 desempenho do algoritmo em problemas de grande escala ainda precisa ser
verificado, pois as competicdes mais recentes de otimizacdo global tém utilizado
combinagdes de fungdes benchmark classicas com mais de 1.000 variaveis’. Além
disso, outras propriedades precisam ser verificadas no modelo, incluindo a
invariancia a transformacfes no espaco de busca. Isto envolve a utilizagcdo de
funcGes benchmarks deslocadas e rotacionadas, tais como as definidas nas
competicdes de computacao evolutiva.

A continuagéo do trabalho descrito nesta tese inclui:

— Investigagdo mais detalhada da complexidade computacional do

algoritmo, buscando identificar quais problemas podem ser resolvidos
pelo mesmo, as motivagdes que o levam a falhar, além de estabelecer

métricas de graus de dificuldade;

" http://goanna.cs.rmit.edu.au/~xiaodong/cec13-Isgo/competition/
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Investigacdo mais detalhada do mecanismo de funcionamento dos
individuos rebeldes e sua relagdo com o tamanho da populacéo. Também
é oportuno adotar outros critérios de geracdo de rebeldes, uma vez que
estes ndo necessariamente tém que ser obtidos do complemento/extremo
das amostras (método utilizado nesta tese), podendo ser definidos para
explorar o espaco de busca de modo mais gradual;

Implementacdo do mais refinado método de selecdo dos algoritmos
genéticos, a selecdo por torneio;

Ampliacdo do modelo para outras copulas e distribuicGes marginais, bem
como a investigacdo das caracteristicas que tornam uma marginal
adequada para uma copula em um problema de otimizacéo;

Emprego de técnicas de reducdo de variancia no processo de simulacdo
de amostras, incluindo a amostragem descritiva (SALIBY, 1989, 1990).
Estas técnicas tém apresentado melhores resultados que a amostragem
aleatdria simples e, no caso do presente trabalho, podem contribuir para
realizar uma estimacdo mais adequada da distribuicdo, uma vez que
constituem métodos amostrais mais controlados, garantindo a varredura
efetiva do espaco de busca, sem um aumento correspondente do esforco
de amostragem;

Aplicacdo de métodos estatisticos para identificar a melhor copula em
cada problema de otimizacdo. Entres esses métodos estdo os testes de
qualidade de ajuste aos dados (goodness-of-fit tests) (GENEST et al.,
2009) e o Critério de Informacéo de Akaike (AIC). Este tltimo € utilizado
como método de selecdo de copulas em SALINAS-GUTIERREZ et al.
(2014) e BRECHMANN et al. (2012) asseveram gue 0 mesmo é mais
confiavel que testes de qualidade de ajuste aos dados;

Desenvolvimento de um sistema inteligente de selecdo de parametros e
de copulas para otimizar o funcionamento do EDA-MEC;

Adaptacdo do modelo para tratar problemas de programacéo inteira nao
linear mista;

Extensdo do modelo para permitir o tratamento de problemas praticos de

otimizacdo, tipicamente multiobjetivos e/ou dindmicos;


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1021511/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1021511/CA

122

— Desenvolvimento de novos EDASs, considerando copulas paramétricas
com modelos de mistura de distribuicdes, particularmente adequados em
problemas multimodais.

Paralelamente & investigagdo do mecanismo de funcionamento dos
individuos rebeldes, cabe testar uma variacdo do EDA-MEC relacionada a eles.
Como o EDA-MEC descarta os piores individuos ao longo do processo evolutivo,
as populacdes de solucgdes tendem a ficar mais densas em regides onde 6timos locais
foram encontrados. Deste modo, a capacidade do modelo em descrever o espaco de
busca, que esta diretamente relacionada a densidade de pontos, tende a ser melhor
nestas regides de 6timos locais. A fim de melhorar a habilidade do modelo em
descrever o espaco de busca de forma mais homogénea (e assim ter mais chances
de encontrar a regido do 6timo global), propde-se dois ajustes:

i. fazer o algoritmo acumular a populacdo ao longo do processo
evolutivo a fim de que o modelo probabilistico ndo deixe de
representar regides do espaco que possam ser Uteis adiante;

ii. construir o modelo probabilistico usando-se a aptiddo dos individuos
como a funcdo densidade de probabilidade, ao invés de utilizar a

densidade espacial das solucbes
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