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5
ANALISE DINAMICA NAO LINEAR.

Na primeira parte deste capitulo sdo apresentados de forma concisa alguns
dos conceitos necessarios ao entendimento dos resultados obtidos neste trabalho,
com base nas teses de doutorado de Del Prado (2001) e Orlando (2010). Nao se
pretende apresentar todos os aspectos concernentes a teoria dos sistemas
dindmicos ndo lineares. No trabalho publicado por Thompson e Stewart (1986)

estes topicos sao tratados com a devida profundidade.

5.1.
Conceitos Basicos.

No Capitulo 4 ¢ obtida a equagdo diferencial ndo linear de movimento,
Equacao (4.25), para um arco parabolico abatido suportado horizontalmente por
molas elasticas. Entretanto, a analise de sistemas dinamicos nao lineares continuos
¢ uma tarefa bastante dificil. Na andlise deste tipo de problema normalmente
utiliza-se um processo de discretizagdo para aproximar o continuo por um sistema
discreto com um numero finito de graus de liberdade. Usando um processo de
discretizagdo, o arco passa a ser descrita por um sistema de equagdes diferenciais
ordinarias de segunda ordem no tempo que, por sua vez, pode ser transformado
em um sistema de equacgdes diferenciais de primeira ordem no espago de fase.

Seja o sistema dinamico discreto com K graus de liberdade cujo movimento
¢ descrito por K equagdes diferenciais de segunda ordem da forma:

V=Y. (Y5 Y2 Yio Yis Voo Vi 1 =12,k (5.1)
onde Y; sdo func¢des ndo-lineares dos deslocamentos generalizados, y;, e das

velocidades generalizadas, y;, que definem o comportamento do sistema em um

dado instante.
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Considerando as velocidades y; como varidveis auxiliares, pode-se
transformar a equa¢do em um sistema de n = 2k, equagdes diferenciais de

movimento de primeira ordem, ou seja:

dx
jzﬁ(xl,xz,...,xn)
dx
jzl@(xl,xz,...,xn)
(5.2)
dx
dtn :EI(XI’XZ""’X}?)
ou ainda:
dx
—=F( 53
% (%) (5.3)

onde x ¢ um vetor de dimensdo n (x€R™) tendo como elementos os
deslocamentos e velocidades generalizadas, chamado vetor de estado, pois
descreve o estado do sistema em um instante t; ¢ F ¢ o vetor de funcdes nao
lineares do sistema. Se o sistema ndo depende explicitamente do tempo, ele é
chamado de sistema autonomo.

Se o sistema depende também de um conjunto de m pardmetros de
controle m;, o sistema autonomo (5.3) pode ser escrito na forma:

dx
E = F(x,m) (5.4)

Por outro lado, se F depende do tempo, ele ¢ chamado sistema nao
autdonomo, e tem-se:

dx
—=FE,t,m 5.5
7 (x,t,m) (5.5)

E comum se analisar a resposta do sistema em um espago de menor
dimensao onde o tempo aparece implicitamente, denominado espago de fase, que
tem como coordenadas as componentes do vetor de estado x.

A dimens3o do espago solugdo esta associada ao nimero de graus de
liberdade envolvido na analise e ao tempo. Assim o espago solugdo tem dimensao

2k + 1, enquanto que o espago de fase ¢ um espaco de dimensdo n = 2k, sendo k
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o numero de graus de liberdade do sistema estrutural. Estes espacos e suas
projecdes sao usados para visualizar a evolugdo do sistema dindmico no tempo e
assim compreender seu comportamento. Na Figura 5.1 mostra-se o espago solugao
e o correspondente espago de fase para um sistema com um grau de liberdade. O
operador que transfere o sistema de um estado em t, = 0 para outro tempo t ¢
chamado fluxo ¢ ¢ determinado pelas equagdes diferenciais de movimento, cuja
solu¢do para os deslocamentos e velocidades depende das condig¢des iniciais.
Quando o tempo t — oo 0 comportamento assintotico do sistema ¢ chamado de
estado permanente ou steady state, enquanto que o comportamento do sistema

antes de alcangar o estado permanente ¢ chamado de estado transiente.

Figura 5.1 - (a) Espaco solugdo. (b) Plano de fase.

5.2.
Estabilidade Local do Equilibrio — Sistemas Autonomos.

5.2.1.
Solugoes de Equilibrio.

Seja o sistema auténomo:
x = F(x,m) (5.6)

Neste sistema F ndo depende explicitamente da varidvel tempo t. Assim, a
equagdo (5.6) é chamada de invariante com o tempo ou estacionaria. Isto significa
que se x(t) é uma solugdo do sistema (5.6), entdo x(t +t) é também uma
solugdo do sistema (5.6) para qualquer valor arbitrario de t.

Solugdes do sistema de equagdes diferenciais (5.6) sdo denominadas pontos
fixos, sendo obtidas a partir do sistema de equacdes:

F(x,m)=0 (5.7
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Em problemas de estruturas, x ¢ constituido por componentes de
deslocamento e velocidade. Isto implica que em um ponto fixo as componentes de
velocidade e aceleragdes sdo nulas, o que corresponde fisicamente a uma posi¢ao
de equilibrio estatico do sistema. Estas solugdes sao também conhecidas como
solucdes estacionarias, solugdes constantes ou solugdes permanentes.

Para se estudar a estabilidade de uma configuragdo de equilibrio, deve-se
adicionar uma perturbagdo ao vetor de estado e avaliar a evolucdo desta
perturbacdo ao longo do tempo. Supondo que uma solug¢ao da equagdo (5.6) com
m = m, € xq, a estabilidade dessa solugao de equilibrio pode ser determinada ao
se impor uma pequena perturbacio y(t), ou seja:

x(t) = X+ ¥(1) (5.8)

Substituindo (5.8) em, tem-se:

y=F(Xy+y,m,) (5.9)

Expandindo (5.9) em série de Taylor em relacao a xg, tem-se:
2
: 3
§=F(x,m,)+D. F(x,,m,)y+D_ F(XO,mO)ZzT+O(||y|| ) .10

onde D, e D,, sdo a primeira e segunda derivada parcial de F. Tendo em vista que

y ¢ muito pequeno e F(xg, m o) = 0, lineariza-se (5.10):

y=D, F(x,,m,)y= Ay (5.11)
onde a matriz de derivadas parciais A ¢ dada por:
oF oF  oF]
ox, ox,  0x,
A=|ox, ox, = 0x, (5.12)
oF, OF, OF,
| ox, ox, x|

Os autovalores da matriz A fornecem as informacgdes necessarias sobre a
estabilidade local do ponto fixo xy.

Quando todos os autovalores da matriz A tém partes reais diferentes de zero,
os pontos correspondentes sdo chamados de pontos fixos hiperbolicos,
independentes do valor da parte imaginaria. Quando um ou mais autovalores tem

parte real nula, diz-se que o ponto fixo € nao hiperbolico.
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Autovalores da Matriz A

Se a# 0 para todos os autovalores
Ai=azxbi , o ponto fixo ¢
hiperbélicos.

Se em pelo menos uma das raizes
a = 0, o ponto fixo é nao
hiperbélico

Figura 5.2 - Classificagdo dos pontos fixos de acordo aos autovalores da matriz A.

A Figura 5.3 mostra a classificagdo dos pontos fixos hiperbolicos, enquanto a

Figura 5.4 mostra a classificacdo dos pontos fixos nao hiperbolicos.

'
u Ponto Fixo

Hiperbdlico
f | | / | | / | |

(hi=atib ) | Quando alguns) () _ 4 g \
@ al=negativol ) autovalores (mas ndo | || €17 TT 0L
E uih’briog ' todqs) [opaicgsal E uill’grio instével'
a:éintoticamente RSN T C(?nhecido tambén;
estavel, conhecido SRR G R como repulsor (font
tarnbérr,l como negativa, o ponto fixg oure ellgr)
atrator (Attractor ou EIRLT y Chamaty P
gk \de Sela. (+ib=0) )

-

J

| f 1
f \ 1 \ | 0
Foco estavel se N6 estavel se Foco instavel s N6 instavel se
+ib # 0 +ib=0 +ib#0 +ib=0

Figura 5.3 - Classificacdo da estabilidade local segundo os pontos fixo hiperbolicos.
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E instavel se um o
mais autovalores da
matriz A tém parte

real positiva.

Se alguns autovalores da

matriz A tem parte

real

negativa, enquanto o resto dos
autovalores tem parte real nula,
o ponto fixo é chamado de

marginalmente estavel.

Se todos 0s
autovalores da matriz
A sdo imaginarios
(com parte
imaginaria diferente
de zero), o ponto fixo
correspondente ¢ um
Centro.a =0 )

Figura 5.4 - Classificacdo da estabilidade local segundo os pontos fixo ndo hiperbdlicos.

Na Figura 5.5 s3o mostrados no plano complexo os autovalores para um

sistema descrito por duas equagdes diferenciais de primeira ordem.

Figura 5.5 - Autovalores da matriz Jacobiana para um sistema de duas equacdes

5.2.2.

diferenciais.

Bifurcagoes das solugdes de equilibrio.

Uma bifurcacdo refere-se as mudancas qualitativas na resposta de um

sistema dinamico devidas a varia¢des dos parametros de controle. Neste ponto de

bifurcagdo ocorre uma mudanga na topologia do retrato fase. Pode-se classificar

uma bifurcagdo como continua (suave) e descontinua (catastrofica). A bifurcacao

descontinua ¢ caraterizada por saltos para uma nova solug¢do de equilibrio ao se

atingir o ponto critico. A bifurcagdo continua ¢ caraterizada pelo aparecimento de

um novo atrator local que cresce suavemente a partir do ponto de bifurcagao.
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A variagdo dos parametros de controle m; de um ponto fixo estavel de um
sistema continuo pode produzir a perda de estabilidade por meio das seguintes
bifurcagdes:

e Bifurcacao no-sela, também chamada do ponto limite ou dobra.
e Bifurcacdo pitchfork ou quebra de simetria, também conhecida por
bifurcagao simétrica.
e Bifurcacao transcritica, também chamada de bifurcagao assimétrica.
e Bifurcacdo de Hopf.
Estas bifurcacdes podem ser classificadas em dois grupos:
o Bifurcagdes estaticas.
o Bifurcagdes dindmicas

a) Bifurcacao estatica. A este grupo pertencem as bifurca¢des néd-sela, por

quebra de simetria e transcritica.

Na Figura 5.6 € possivel observar os cenarios locais das bifurcacdes estaticas,
sendo que as linhas continuam indicam solugdes estaveis e as linhas descontinuas

indicam solugdes instaveis.

Figura 5.6 - Bifurcagdes estaticas das solugdes de equilibrio. (a) Bifurcagdo nd-sela; (b)
Bifurcagdo transcritica; (c) Bifurcagdo por quebra de simetria supercritica (bifurcagdes simétricas
estaveis); (d) bifurcagdo por quebra de simetria subcritica (bifurcacdo simétrica instavel). p —
parametro de controle.

A bifurcacdo por quebra de simetria pode ser dividida em dois tipos:
supercritica e subcritica. No caso de uma bifurcacdo supercritica, tem-se
localmente, de um lado do ponto de bifurcagdo, um ramo de pontos fixos estaveis

e do outro lado, dois ramos de pontos fixos estdveis mais um ramo de pontos fixos
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instaveis. Esta bifurcacdo ¢ por vezes denominada simétrica estavel. Em uma
bifurcagdo subcritica, localmente tem-se, de um lado do ponto de bifurcagdo, dois
ramos de pontos fixos instaveis mais um ramo de pontos fixos estaveis e, do outro
lado, um ramo de pontos fixos instaveis. Esta bifurca¢do ¢ também denominada
simétrica instavel.
As bifurcacoes transcritica e simétrica estavel sao suaves, as bifurcagdes no-
sela e simétrica instavel sdo catastroficas.
b) Bifurcacoes Dinamicas. Neste tipo de bifurcacdo tem-se a bifurcacao
de Hopf.
Na Figura 5.7 sdo apresentadas as bifurcagdes de Hopf supercritica e

subcritica.

Figura 5.7 - (a) Bifurcacdo Hopf supercritica, (b) Bifurcacdo Hopf subcritica, p—
parametro de controle.

Na Figura 5.8 € apresentado o comportamento de um sistema estrutural de um
grau de liberdade, em funcdo dos seus autovalores e dos parametros de

amortecimento e rigidez.
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Figura 5.8 - Estrutura das raizes para a equacdo X+ bx+cx =0, onde b ¢é o

amortecimento efetivo e ¢ a rigidez efetiva. D*2 = b"2 — 4c [Thompson e Stewart, 1993].

5.3.
Estabilidade Local de Solugdes Periodicas.

Diz-se que um sistema ¢ periddico se:
X(t+T)=X(t)AX (t+1)= X (2) (5.13)

para o intervalo de 0 < t < T, onde T ¢ um periodo minimo ou basico.

5.3.1.
Mapa de Poincaré

Uma solucdo periddica € aquela que se repete em um intervalo de tempo
(ciclica). Devido a dificuldade de identificar a estabilidade de solugcdes periddicas,
o mapeamento de Poincaré ¢ um artificio muito utilizado. Ele reduz a dimensao
do espago solucdo, transformando-o de um sistema continuo em um sistema
discreto.

Na Figura 5.9 pode-se ver que o espaco das condi¢des iniciais do problema ¢
apresentado no plano de fase ou plano de Poincaré, designado pela letra X, e os
planos paralelos ao plano X, que estdo separados com um intervalo At, sdo
denominadas as seg¢oes de Poincaré. O mapeamento de Poincaré refere-se ao
conjunto de pontos sequencias do espaco de fase plasmados na se¢do de Poincaré

e que sao transformados ao espaco de condig¢des iniciais (plano de fase).
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Figura 5.9 - Planos de Poincaré.

Diz-se que a solucao ¢ periddica, de periodo igual a forca excitadora, se um
unico ponto se repete nas sucessivas se¢oes de Poincaré, o qual ¢ conhecido como
ponto fixo periodico de ordem um (correspondente a uma Orbita fechada). A
presenca de oscilagdes sub-harmonicas faz surgir mais de um ponto no mapa de
Poincaré. Por exemplo, se aparecem dois pontos no plano de fase, se diz que o
periodo da resposta € o dobro do periodo da forca excitadora. Na medida em que
aumenta o nimero de ponto fixos do mapa, a solugdo passa a ter um periodo cada
vez mais longo.

Quando no processo de mapeamento, 0os novos pontos jamais coincidem
com algum marcado anteriormente, a drbita ¢ chamada de aberta ¢ o movimento ¢

nao periodico.

5.3.2.
Teoria de Floquet.

Em uma solugdo periddica de um sistema dindmico ¢ possivel determinar se
a solucdo ¢ estavel e como que ela pode perder sua estabilidade mediante a teoria
de Floquet. Um resumo ¢ aqui apresentado (Nayfeh e Balachamdran,1995, Del
Prado, 2001).

Movimentos periodicos com periodo T podem representar duas classes de
sistema:

Casol: Sistemas ndo auténomos: Considere uma solugdo periddica x,.
com periodo minimo T e que em um instante de tempo o sistema ocupa a posi¢ao
xo ao longo da orbita fechada. Neste caso a periocidade implica em que

x-(xo, t) = x.(x0, t + T).
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Caso2: Sistema Auténomo: A solugdo x,. periddica se x,.(tp) =
X (to +T)ex,(ty) # x,.(tg +t) para0 <t < T.
Para estudar o comportamento de uma solugdo periddica x,.(t), considera-se
uma pequena perturbagdo X(t), ou seja:
x(t)=x,(¢)+%(¢) (5.14)
Para um sistema excitado externamente, caso 1, substitui-se a equacdo
(5.14) na equacao (5.5), obtendo-se:
X(t)=F(3+1) (5.15)
Expandido F em séries de Taylor e considerando somente os termos

lineares, tem-se que:

X(t)=D(t)%(¢) (5.16)
onde D ¢ a matriz com coeficientes dependentes do tempo dada por:
2 F
pry= 2| ) (5.17)
ox |, ox o

No caso de uma solugdo periddica de um sistema autonomo (caso 2), obtém-

se um sistema equivalente a equagao (5.17), a saber:

D(t):aFa—ix) (5.18)

x,=0
Na teoria da estabilidade de Floquet a matriz D ¢€ substituida por uma matriz
com coeficientes constantes, onde X(t) é calculada em multiplos do periodo
basico T, ou seja, em t=T,2T,3T,... Definem-se a seguir as solu¢des
fundamentais (¥, (t), %,(t), ..., ¥,(t)) como as n solugdes lineares independentes
da equagdo diferencial (5.16):

(t)=cX (1) +6,%, (1) +..+c%, (¢) (5.19)

que também se pode expressar da forma:
(t)=X(t)e (5.20)
onde X(t) é chamada matriz das solucdes fundamentais ¢ ¢ é o vetor das
constantes. Seja agora a matriz fundamental ®(t) que tem como componentes as

solugdes fundamentais do sistema, onde as condi¢des iniciais ficam dentro de uma

esfera de raio 1:
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D(t)=[D, (1) @,() - @,(1)] (5.21)
com condig¢des iniciais:
CD(O) =1 (5.22)

Aplicando o argumento da periocidade € possivel estabelecer uma matriz

Cnxn de modo que a seguinte igualdade seja valida:
O(1+T)=d(1)C (5.23)
A matriz C mapeia ®(t) em ®(t+T), o que corresponde exatamente a
defini¢cdo do mapa de Poincaré para um sistema periodico.

Tendo em vista as condi¢des iniciais dadas pela equacdo (5.22), pode-se

deduzir da equagdo (5.23) que:
O(T)=D(0)C=IC=C (5.24)

A matriz C é conhecida como a matriz monodromia. Geralmente ela nio

pode ser definida analiticamente, pelo que é necessario calcula-la numericamente.

5.3.3.
Estabilidade de uma solugao periodica.

A estabilidade de uma solucdo periddica pode ser definida mediante os
autovalores da matriz monodromia conhecidos como Multiplicadores de Floquet.
Na Figura 5.10 ¢ apresentado o significado dos multiplicadores de Floquet para

duas equacdes diferenciais de primeira ordem.

Im 1

e e

Foco Instavel Sela Foco Estavel

m

Im im Im

S

NG Instavel Sela Invertida No estavel

Figura 5.10 - Multiplicadores de Floquet para um sistema de duas equacdes diferenciais de

primeira ordem.
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5.3.4.
Bifurcagoes das Solugoes Periddicas.

As bifurcagdes das solugdes periddicas também sdo caracterizadas através

da maneira como os multiplicadores de Floquet deixam o circulo de radio unitario.

Figura 5.11 - Forma como os multiplicadores de Floquet podem sair do circulo de raio
unitario.

As solugdes periodicas podem exibir os seguintes tipos de bifurcacdes:

e Bifurcacdes por quebra de simetria.

e Bifurcacdo por dobra ciclica.

e Bifurcacao transcritica.

e Bifurcacao flip ou por duplicagdo de periodo.
e Bifurcacao de Hopf secundéria ou de Neimark.

As bifurcacdes por quebra de simetria, dobra ciclica e transcritica ocorrem
quando um autovalor real deixa o circulo unitario através do ponto +1, ver a Figura
5.11a. A bifurcacdo por duplicagdo de periodo ocorre quando o autovalor real
deixa o circulo através do ponto -1, Figura 5.11b. A bifurcagdo de Hopf ocorre
quando um par de autovalores complexos ultrapassa o circulo de raio unitério,
como Vvisto na Figura 5.11c.

A seguir sdo apresentados alguns comentarios sobre uma destas bifurcacdes:

a) Bifurcaciio por quebra de simetria: E caraterizada por ter um brago de

solucdes periddicas que € estavel antes da bifurcacdo e instavel depois
de acontecido a bifurcagdo. Tem-se dois tipos de bifurcacdo, o primeiro
¢ a bifurcagdo supercritica (continua ou suave) que tem solugdes
periddicas assimétricas estaveis e solugdes periddicas simétricas
instaveis depois de ocorrida a bifurcagdo, e a bifurcacdo subcritica

(descontinua ou catastrofica) que tem solucdes periddicas assimétricas


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1221984/CA


PUC-RiIo - Certificagéo Digital N° 1221984/CA

b)

d)

78

instaveis e solugdes simétricas estaveis depois de ocorrida a bifurcacao
(ver Figura 5.6C € Figura 5.6d).

Bifurcacdo por dobra ciclica: Neste tipo de bifurcagdes existe um
brago de solugdes periddicas que podem ser estaveis ou instdveis antes
da bifurcacdo, porém, depois da bifurcacdo, o brago de solugdes
periodicas desaparece (ver Figura 5.6a).

Bifurcacido transcritica: Os bracos das solugdes periddicas estaveis
mudam para instaveis e vice-versa apos da bifurcacao (ver Figura 5.6b).
Bifurcaciao flip ou por duplicacio de periodo: Tem um braco de
solucdes estaveis que depois da bifurcagdo mudam para instaveis, igual
a uma bifurcacdo por quebra de simetria. Estas bifurcacdes podem ser
divididas em supercriticas e subcriticas. Em uma bifurcagdo tipo
supercritica € criado mais um brago de solucdes estaveis de periocidade
dobrada, enquanto que uma bifurcagao subcritica um braco de solugdes
instaveis com periodo dobrado ¢ destruido depois da bifurcacdo (ver

Figura 5.12).

Figura 5.12 - Bifurcagéo Flip ou duplicagdo de periodo (a) Supercritica, (b) Subcritica.

e)

Bifurcacio de Hopf secundaria ou de Neimark: A bifurcacdo de
Hopf, nas solugdes periddicas, estd caracterizada por introduzir uma
nova frequéncia a partir do ponto de bifurcagdo, ver Figura 5.11c. A nova
solugdo pode ser periddica ou quase periddica, dependendo da relacio
da nova frequéncia introduzida e da frequéncia da solugcdo que existia
antes da bifurcacdo. Novamente, esta bifurcacao pode ser supercritica ou
subcritica. Em ambas as bifurca¢des, o braco das solugdes estaveis
periodicas que existia antes da bifurcacdo continua como um brago de
solucdes instaveis periddicas apods a bifurcagdo. Se a bifurcacdo for

supercritica, um braco de solugdes quase periddicas estaveis sera criado,
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mas se a bifurcacdo for subcritica, um braco de solugdes quase
periddicas instaveis ¢ destruido, o que representa uma bifurcacdo

descontinua.

54.
Analise Dinamica Nao Linear do Arco Abatido.

A equacdo diferencial ndo linear de movimento (4.25), que descreve o
comportamento de um arco parabdlico abatido submetido a um carregamento
vertical, ¢ resolvida mediante métodos numéricos fazendo uso do programa
computacional Maple e dos algoritmos desenvolvidos no grupo de pesquisa

usando a Microsoft Visual Studio.

54.A1.
Resposta no Tempo e Planos de Fase.

Como visto no ponto 5.1, uma equagdo diferencial de segundo ordem pode
ser transformada em um sistema de equagdes de primeira ordem. Neste trabalho a
solugdo deste sistema de equacdes ¢ obtida através do método numérico de
Runge-Kutta de quarta ordem.

Seja y(t) = %x(t) e x(t) = V,(t), onde y(t) é uma funcdo auxiliar que

transforma a equag¢@o nao linear (4.18) em um sistema de equacdes de ordem um:

y(t)z%x(t) (5.25)

Assim, a equacao (4.18) passa ser descrita pelo sistema:
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d C 2 24,
Ey(t): P 1 - {_[;i‘; +A—(’x(t)]y (t)—A—on (t)}
(1+6x(t)+Aﬁx2(t)j 6 e 6
()[4 5380
(l+6x(t)+6x2(t)j 6 ¢ 6 6 i
6 A6
+ ! _qu;Z(Qt)}
B, C, » i s
[1+Aéx(t)+A6x (t)]
d

Y0 =Lx(1
Para o caso de um arco amortecido acrescenta-se a (5.26) o termo

d . .
C,—V.(t) (onde C, ¢ a constante de amortecimento), dada em termos do
dt

amortecimento critico:

C.=2M,0, =2|M K, (5.27)
Os termos M, e K, sdo dados nas equacgdes (4.33) e (4.34).

5.4.2.
Diagramas de Bifurcagao.

Existem diferentes métodos para obten¢do do diagrama de bifurcacdo. Neste
trabalho sao utilizados os método da Forca Bruta ¢ da Continuagcdao. O método da
forga bruta obtém uma sequéncia de solugdes permanentes estaveis do sistema
dindmico quando se varia o parametro de controle. Ele consegue encontrar
solugdes periddicas, solugdes quase periddicas e movimentos caoticos, sendo util
para uma compreensdao global da dindmica do sistema. Os algoritmos de

continuagdo permitem obter solucdes estaveis e instaveis de baixa periodicidade.

(5.26)
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5.4.3.
Bacias de Atracao.

Os sistemas dindmicos ndo lineares podem exibir diversas solucdes estaveis
coexistentes, ditas atratores, tendo cada um deles uma bacia de atragdo associada,
ou seja, conjunto de condigdes iniciais que levam, apos o regime transiente, a um
dado atrator. Nos trabalhos publicados por Thompson e Stewart (1986), Del Prado
(2001), Savi (2006) e Orlando (2010), dentre outros, este topico ¢ apresentado

com a devida profundidade.

5.5.
Analises dos resultados obtidos

Visando ilustrar o efeito da ndo linearidade do arco, integra-se
numericamente o sistema de equacdes diferenciais de primeira ordem (5.26)
usando o método de Runge-Kutta de quarta ordem e compara-se inicialmente a
resposta no tempo destas duas equagdes com respeito as equacdes linearizadas
obtidas no Capitulo 4. O arco aqui analisado tém as carateristicas geométricas e
fisicas apresentadas na Tabela 2.1. Além disso, adotam-se os valores de 4 = 8.71

e a = (0 para a analise dinamica do sistema.

5.5.1.
Reposta no Tempo.

Na Figura 5.13 apresenta-se a resposta no tempo da estrutura em vibracao
livre ndao amortecida para uma velocidade inicial igual vel, =0 e um
deslocamento inicial de V;, = 0.01. Verifica-se que para pequenos deslocamentos

iniciais a resposta linear e ndo linear coincidem.
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(c) Superposic¢do

Tempo (s)

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25

Figura 5.13 - Resposta no tempo. (a) Equacdo (4.26). (b) Sistema de Equagoes (5.26).
velo =0c¢ V10 = 0.01.

Na Figura 5.14 mostra-se a reposta no tempo para o arco em vibracao forgada

ndo amortecida para as condi¢des iniciais sdo Vig = 0.0; vel, = 0.0. Utiliza-se

uma frequéncia de excitagdo igual a ) = 51Hz, e uma magnitude adimensional

de excitagdo %—\‘;—Q igual a uma porcentagem do carregamento critico estatico, como
p

indicado na figura. Em todos os casos observa-se uma grande diferenga entre as

respostas no tempo e, em particular, os deslocamentos maximos obtidos para um

sistema linear ¢ ndo linear, crescendo esta diferenga a medida que cresce a

magnitude do carregamento dinamico cresce.
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Figura 5.14 - Resposta no tempo para diferentes magnitudes do carregamento dinamico.

Comparagéo da solugdo linear com o ndo linear. V45 = 0.0; vely, = 0.0. @ = 51Hz.
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5.5.2.
Sistema Amortecido.

Na presente analise considera-se que o arco tem um amortecimento igual a
C = 3%C,. O nivel de amortecimento critico muda com o carregamento. A Tabela
5.1 mostra o valor de C para valores crescentes do pré-carregamento estatico.
Estes valores sdo obtidos empregando a equagao (5.27).

Tabela 5.1 - Coeficiente de amortecimento C para A = 8.71 ¢ a = 0 em fun¢ao do nivel

de carregamento.

Porcentagem %(qp/Np)erit A\ C=3%C:c

0% 0.000 0.000  7.06E-10
10% 0.060 0.023  6.85E-10
30% 0.180 0.074  6.36E-10
50% 0.299 0.134 5.77E-10
70% 0.419 0.211 4.99E-10
90% 0.539 0.327 3.68E-10
100% 0.599 0.498 5.80E-12
30 0.4
20—
7 0.2
= '
<5 ] S
10
B -0.2
20—
-4 (@ (b)
-3 I e B 0.4
-0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0 0.5 1 1.5 2 2.5
Vi Tempo (s)

Figura 5.15 - Sistema amortecido (a) Plano de fase. (b) Reposta no tempo

Na Figura 5.15 mostra-se a resposta do sistema amortecido para um
carregamento estatico e dindmico igual zero e V;, = 0.299 e vel, = 0.0. Neste
caso, apos uma perturbacao inicial, a amplitude da resposta decresce rapidamente

convergindo para uma solugao trivial.

Na Figura 5.16 € Figura 5.17 apresenta-se o comportamento do arco ao ser
submetido a diferentes amplitudes de carregamento dindmico com uma frequéncia

de excitagdo QQ = 30Hz. Na Figura 5.16a, verifica-se que o arco encontra-se no vale
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potencial de pré-flambagem. A medida que a carga cresce, cresce a complexidade
da resposta no tempo, mas o arco permanece no vale pré-flambagem (Figura 5.16 de
(a) a (f)). A seguir o arco passa a apresentar vibragdes de grande amplitude
visitando simultaneamente dois vales potenciais (Figura 5.16 de (g) a (j)). Um
comportamento semelhante ¢ observado na Figura 5.17, onde a estrutura se encontra

submetida a um carregamento estatico igual a 50% do carregamento critico

estatico (%2 = 0.299). Verifica-se que a estrutura oscila no vale potencial pré-
14

flambagem (Figura 5.17d) quando a amplitude do carregamento dindmico ?\‘;—p ¢

D

do?

igual aos 20% do carregamento critico. Porém, se el 30%(%2)m~t o sistema
P P

escapa deste vale potencial pré-critico e a solugdo converge para o vale pos-

critico, Figura 5.17f.
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Figura 5.16 - Plano de fase e reposta no tempo para diferentes amplitudes de carregamento

dinamico.qp/N, = 0.0% (qp/Ny)crit, @ = 30 Hz.
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Figura 5.17 - Plano de fase e reposta no tempo para diferentes amplitudes de carregamento

dinamico. gp/N,, = 50% (gp/Np)crit, & = 30 Hz.
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5.5.3.
Diagramas de Bifurcagao em Funcao da Frequéncia da Excitagao.

Na Figura 5.18 € Figura 5.19 apresentam-se os diagramas de bifurcacdo obtidos
pelo método da forca bruta para valores crescentes da magnitude da forga, dada
em porcentagem da carga critica estatica, tendo como variavel de controle a
frequéncia da excitacdo. A magnitude da forga varia de 5% a 20% do valor critico
na Figura 5.18 ¢ de 30% a 100% do valor critico na Figura 5.19. O arco encontra-se
sem nenhum carregamento estatico. Mostra-se o diagrama para a frequéncia
crescendo (em azul), diminuindo (em vermelho) e a superposicao dos dois ramos.
Na Figura 5.18, para 5% do valor critico, a resposta ¢ praticamente linear,
coincidindo com a resposta classica do sistema em ressonancia. A medida que
cresce a magnitude do carregamento dindmico a ndo linearidade aumenta,
apresentando um comportamento com perda de rigidez. Tem-se neste caso duas
bifurcagdes no-sela onde ocorrem saltos entre as solugdes ressonantes e nao
ressonantes. Para 15% e 20% do valor critico se observa uma bifurcacdo por
duplicacdo de periodo no ramo ressonante (em vermelho), ap6s a qual ocorre o
salto.

Na Figura 5.19, quando o arco ¢ submetido a um carregamento estatico igual a
30% do valor critico, passa a aparecer uma zona de movimento cadtico. A medida
que a carga cresce, aumenta a complexidade da resposta com diversas
ressonancias sub-harmonicas e regides caoticas.

A Figura 5.20 € Figura 5.21 apresentam os diagramas considerando um nivel de
carregamento estatico igual a 50% do valor critico e valores crescentes da carga
dindmica. Comparando-se com a Figura 5.18 € Figura 5.19, verifica-se que a ndo
linearidade aumenta de forma significativa em virtude do pré-carregamento

estatico.
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Figura 5.18 - Diagramas de bifurcacdo para diferentes amplitudes de carregamento

dinamico. gp/N,, = 0% (qp/N,)crit.
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Figura 5.19 - Diagramas de bifurcagdo para diferentes amplitudes de carregamento

dinamico. gp/N,, = 0% (qp/Ny)crit.
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Figura 5.20 - Diagramas de bifurcagdo para diferentes amplitudes de carregamento

dindmico. qp/N,, = 50% (qp/Np)crit.
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Figura 5.21 -Diagramas de bifurcagdo para diferentes amplitudes de carregamento

dindmico. qp/N,, = 50% (qp/Np)crit.
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Figura 5.22 — Diagrama de bifurcagdo para carregamento dindmico igual gp/N, = 50%

(gqp/Np)crit.

A Figura 5.23 mostra com mais detalhes as bifurcacdes nd sela e os saltos
dindmicos que ocorrem no vale potencial pré-flambagem entre respostas
ressonantes e nao ressonantes. A Figura 5.23¢ mostra uma resposta quase linear, ou

seja, ndo existe bifurcagdo no-sela. Para a amplitude do carregamento dinamico

%—\‘;—Q = 5%(%2)m-t a resposta ja apresenta uma ndo linearidade e a faixa onde
P P

ocorrem solugdes estaveis coexistentes ¢ de aproximadamente 1 Hz, ver Figura

5.23f. Na medida em que (3:;_1) aumenta seu valor, a ndo linearidade e a faixa de
p

frequéncias onde ocorre solugdes estaveis coexistentes aumenta.

Observando-se os resultados apresentados nas Figura 5.18 a Figura 5.23,
verifica-se que, para determinados valores do parametro de controle, a estrutura
perde a estabilidade (escape do vale potencial pré-flambagem) e passa a vibrar em
torno da posi¢do de equilibrio pds-critico (V;=2) ou exibe vibragdes de grande
amplitude percorrendo os dois vales potenciais. Em muitas aplicagdes praticas
estas oscilacdes sdo inaceitdveis ou as tensdes ultrapassam o limite de resisténcia

do material e ocorre dano ou mesmo colapso da estrutura.
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Para q,p/N,=2.5%(qp/N,) ritico

0 0
-0.04— -0.04— -0.04—
>——0.08i -o.ogi -o.osi
-0.12— , -0.12—| -0.12— |

1 4
O ‘(a)(‘iresc‘entﬁ ‘ 016 ‘(b)]‘)ecr?scelrte ‘ 0.16 -

80 90 100 110 80 90 100 110 80 90 100 110
Para q,p/N,=5%(qP/N,)critico

(c) Superposigido
I

Vi®
|

0.2 0.2 0.2
N Q (d)Crescente N () (e)Decrescente ,__|(f) Superposigao
-O.J T ‘ T -0._) T ‘ T 'O-J I ‘
80 90 100 80 90 100 80 90 100
Para q,p/N,=7.5%(qp/N))critco
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-0.1— ! -0.1— -0.1— !

=0.2— : -0.2— -0.2—
-0.3— -0.3— -0.3—
P 7@ (g)Crescente 1® (h)Decrescente p 7(i) Superposicﬁo
-0.4 I R B -0.4 I I B R -0.4 I R A
70 8 90 100 110 70 80 90 100 110 70 8 90 100 110
Para q,p/N,=10%(qp/Np)critico

0.1 0.1 0.1
Ofﬁ O p—— 0 ﬁ

0.1 ' / 0.1 0.1

=0.2— -0.2— -0.2
> _ _
-0.3— -0.3— -0.3
0.4 04— 04
B j)Crescente "I ) (k)Décrescente 1) Superposigido
-0.5 Q‘(\J)‘\‘\‘\‘\‘\ -0.5 \\‘/‘(\)‘\‘\‘w\‘\ -0.5 |() P §
30 40 50 60 70 80 90 100 30 40 50 60 70 80 90 100 30 40 50 60 70 80 90 100
Q (Hz) Q (Hz) Q (Hz)

Figura 5.23 — Diagramas de bifurcagdo. qp/N, = 0% (qp/N)crit.

Quando o arco encontra-se submetido a um carregamento estatico de

%2 = 50%(%2)m-t o sistema perde rigidez (rigidez efetiva diminui). Assim,
p p

quando o arco ¢ submetido a for¢as harmonicas, a faixa de frequéncias onde

ocorre solugdes estaveis simultaneas aumenta, como se pode ver na Figura 5.24.
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Para q,p/N,=2.5%(qp/N,)

critico

0.04 0.04 0.04
01 wﬁ
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04 1) (d)Crescente 04 1C) (e)Decrescente 04 “|(H Superposicio
. L B R 4 \ —— . L
40 60 80 100 40 60 80 100 40 60 80 100
Para q,p/N,=7.5%(qp/N)cricico
i ~— i
1.5 1.5— 1.5
= 1— 1— 1—
Z 0.5+ 05— . 05
0 o] 0 )
7@ (g)Crescente . () (h)Decrescente “|(i) Superposigdo
'O.J T ‘ T ‘ T 'O‘J T T ‘ T 'O-J T ‘ T ‘ T
40 60 80 100 40 60 80 100 40 60 80 100
Para q,p/N,=10%(aP/Ny)esiies
2 i tﬁ/ _ e— 2 P \e— ﬁ/—
1.5 1.5— 1.5
~ 1 1— 1
~ 0.5+ 0.5 , 0.5 '
0 0| D; 0 ;‘;
] j)Crescente 1) (k)Decrescente 1) Superposigdo
05 Q‘O)‘ e 05 \,/‘()‘ peone 05 @ pr‘p ¢
40 60 80 100 40 60 80 100 40 60 80 100
Q (Hz) Q (Hz) Q (Hz)

Figura 5.24 — Diagramas de bifurcagdo. qp/N, = 50% (gp/Np)crit

Até aqui, os graficos apresentados foram obtidos numericamente pelo
programa computacional Maple. A Figura 525 mostra uma comparagao dos
resultados entre o programa Maple e o algoritmo desenvolvido no trabalho de Del

Prado (2001), onde se observa uma perfeita coeréncia dos resultados.
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Para qop/'\.p=59'/° (q p[-\.p)(ri'xo
0.1
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0.1 -0.1— il 01 -
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=02+ 02— ° 02—
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Jon L L L A A U L L AL A L U L NS N N A
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
o lj‘ara qop/-\‘p=30%" (qpmp)(dﬁ(o .
2— 2— 2—
=1 1— 1—
> -
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-1 T I T I T I T I T -1 T I T I T I T I T -1 T I T I T I T I T
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
o ?ara qop/-\.p=509/" (qp[-\.p)crin'm B
S
- “__ -
2— “ 2]
1] i
- & 1—
0——-E 1 .
- (k) Decfescente
1—|() Visual Student 0— —A
R ‘O Maple o Superposiééo
-1 T I T I T I T I T - T I T I T I T I T -1 T T T I T I T
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
0 H2) 0 Hz) Q(Hz)

Figura 5.25 — Diagramas de bifurcagdo. Comparagdo dos resultados obtidos entre o

programa computacional Maple e o algoritmo desenvolvido por Orlando (2010). gp/N, = 00%
(qp/Ny)crit.

Finalmente na Figura 5.26 mostram-se os diagramas de bifurcacdo obtidos
pelo método da continuagdo (graficos do estremo direito) e os respetivos
multiplicadores de Floquet (graficos do estremo esquerdo e do meio). Aqui, no
diagrama da continuagdo, as linhas continuas representam respostas estaveis e

linhas tracejadas respostas instaveis. Como ressaltado anteriormente, estes trechos
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instaveis ndo podem ser obtidos pelo método a forca bruta. Para a obtencdo destes
resultados utilizou-se novamente o algoritmo desenvolvido no trabalho de Del
Prado (2001). A Figura 5.27 mostra os resultados quando se considera um pré-
carregamento estatico igual a 50% da carga critica. Dos diagramas de bifurcacao

pode-se também verificar que, a medida que a magnitude do carregamento

« A . A . w . .
dindmico aumenta, surge uma segunda ressonincia em Q = —2—0 que influencia o

comportamento dindmico do sistema, este efeito ndo seria observado em um

sistema linear, ja que ¢ devido a ndo linearidade quadratica do arco abatido.
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critico

Para q,p/N,=2.5%(qp/N,)
1
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| | >
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1
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Para q,p/N;=10%(qpP/N,) cisico
1 1 0.05

0

A Y

-0.05
0.1

-0.15 /

-0.2

Im
S o
Tt
I
S o
R A
A Y
Vi®

(j) Crescente (k) Decrescente [0} Superpo’si(;ao
-1 I B \ -1 N A -0.25
-1 -05 0 05 1 15 -1 05 0 05 1 50 60 70 80 90 100110
Re Re Q (Hz)

Figura 5.26 - Multiplicadores de Floquet e diagrama de bifurcagdo, método da
continuagdo. gp/N, = 0% (qp/N,)crit.
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critico

Para q,p/N,=2.5%(qp/N,)
1

1 0
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i | 0. 12— |
| | |
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1 1 0.04
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E 0 0 = -0.08— /
i i > /
-0.12— /
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i i -0.16— /
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] | Z 005 \
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02 b
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-1 I B B B I -1 I L B B -0.1
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Vi

Im

S =)
W W
T T
S =)
W W
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Figura 5.27 - Multiplicadores de Floquet e diagramas de bifurcagdo, método da
continuagdo. gp/N, = 50% (qp/Np)crit.

Para uma melhor compreensao das figuras anteriormente mostradas,
analisou-se o comportamento dos multiplicadores de Floquet, Figura 5.26 € Figura
5.27, onde se pode ver que a estabilidade do sistema (como visto no item 5.3.2) ¢é
determinada mediante estes multiplicadores. Veja-se, por exemplo, na Figura 5.28d
e Figura 5.28f como variam os autovalores com o parametro de controle Q. Quando
o parametro de controle cresce, Figura 5.28e, a perda de estabilidade acontece

quando a parte real de um dos dois autovalores (multiplicadores de Floquet)
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ultrapassa o valor de um. Neste caso o valor do parametro de controle ¢ igual

Q=912Hz.

. ” P
Quando o arco encontra-se com pré-carregamento estatico ;’l— =

14

50% <q—p> os ramos perdem a estabilidade de diferentes formas, o ramo
P/ crit

crescente ultrapassa o valor de +1, enquanto que o ramo decrescente perde
estabilidade a través do ponto -1, além disso, pode-se ver que os valores de Q sdo
diferentes para cada ramo, ver Figura 5.29d e Figura 5.29¢, 0 que significa que a nao
linearidade do sistema ¢ cada vez maior .

critico

Para q,p/N,=5%(qp/N,)
1
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, | — | ,
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Figura 5.28 - Comportamento dos multiplicadores de Floquet, gqp/N, = 0% (qp/N)crit
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critico

Para q,p/N,=10%(qp/N,)
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Figura 5.29 - Comportamento dos multiplicadores de Floquet, gp/N, = 50% (qp/

Np)crit

5.5.4.
Diagramas de Bifurcagao em Fungao da Magnitude de Excitagao.

Como no item anterior, os diagramas de bifurcagdo aqui presentados foram

obtidos para dois niveis de pré-carregamento estatico (:I—p = 0% <Z—p> , € para
p P/ crit

Zl—p = 50% <z,—p> ). Estes diagramas foram obtidos pelo método da forga bruta e
p P/ crit

pelo método da continuagdo. Mostra-se também o comportamento dos
coeficientes de Floquet que determinam a perda de estabilidade e o tipo de
bifurcacdo que acontece na estrutura. Nota-se que, para valores pequenos de Q,
comparado a frequéncia fundamental, ®,, 0 arco apresenta solu¢des periodicas de

periodo um até atingir o um valor critico quando passa a exibir solu¢des caoticas
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de grande amplitude (ver, por exemplo, Figura 5.30de (a) a (d)). Para frequéncias
um pouco inferiores a ®,/2 (ver, por exemplo, Figura 5.30 de (e) a (g)), a estrutura
passa a exibir bifurcagdes n6 sela no vale pré-critico em funcdo da ressonancia
sub-harmdnica com solugdes coexistentes, como se observa nos diagramas
obtidos pelo método da continuagdao. Este fendmeno volta a ocorrer para

frequéncias de excitagdo um pouco inferiores a ®,.
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Figura 5.30 - Diagrama de bifurcacio para valores selecionados da frequéncia, método da

forga bruta (Maple). gp/N, = 0% (gp/N,)crit.
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Figura 5.31 - Diagrama de bifurcago para valores selecionados da frequéncia de

excitagdo, método da forca bruta (Visual Studio). gp/N, = 0% (gp/Np)crit
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Figura 5.32 - Diagrama de bifurcacdo para valores selecionados da frequéncia da

excitagdo, método da continuagio (Visual Studio). gqp/N, = 0% (qp/N)crit.
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Figura 5.33 - Comportamento dos multiplicadores de Floquet para o primeiro caminho de

equilibrio do sistema. gp/N,, = 0% (qp/Np)crit
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Figura 5.34 - Diagrama de bifurcacdo para valores selecionados da frequéncia de

excitagdo, método da forca bruta (Maple). qp/N,, = 50% (qp/Np)crit.
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Figura 5.35 - Diagrama de bifurcagdo fixando a frequéncia, método da forga bruta (Visual

Studio). , qp/N, = 50% (gp/N,)crit.
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Figura 5.36 - Diagrama de bifurcagdo para valores selecionados da frequéncia

excitagdo, método da continuagdo (Visual Studio). gp/N,, = 50% (qp/N)crit.
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Figura 5.37 - Comportamento dos multiplicadores de Floquet para o primeiro caminho

de equilibrio do sistema. gp/N, = 50% (qp/N,)crit.

Na Figura 5.37 € Figura 5.37 ¢ mostrado o comportamento dos multiplicadores
de Floquet associados aos primeiros caminhos de equilibrio onde o sistema passa
de um estado de equilibrio estavel para um instavel. Na Figura 5.38 pode se ver

como os caminhos estaveis sdo descritos perfeitamente pelos dois métodos aqui
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utilizados, porém, somente o método da continuacao capta o caminho instavel do

sistema dindmico, Figura 5.38a.

oL ot oL

(a)M. da Continuagio (b) M. da forga bruta )

-1 LI N S -1 — T T T T ] -1
0 0.2 04 0.6 0 0.2 04 0.6 0 0.2 04 0.6

PN, 9PN, 9PN,

(c) Superposicdo |
T I T l T

Figura 5.38 — Diagramas de bifurcacdo. Comparagio entre o método da Continuacdo e da

Forga Bruta. Para Q = 45Hz ¢ qp/N, = 00% (qp/Ny)crit.

A Figura 5.39 mostra como variam os autovalores da matriz monodromia
(multiplicadores de Floquet) na medida em que o parametro de controle do
sistema varia. Se pode ver que o primeiro caminho de equilibrio da Figura 5.39¢
tornasse instavel quando a parte real de um dos dois autovalores ultrapassa o

ponto +1 quando o pardmetro de controle tem o valor de q,p/N, = 0.18, como

visto na Figura 5.39d. Da mesma forma, a Figura 5.39g mostra como outro caminho
de equilibrio estavel passa ser instavel mediante uma bifurcacao de duplicacdo de
periodo, e a Figura 5.39f mostra a variacdo dos respectivos multiplicadores de

Floquet, onde um deles se torna -1 no ponto de bifurcagao.

A Figura 5.40 mostra também (para um sistema pré-carregado estaticamente e
diferentes parametros de controle) a comparagao dos métodos da continuagdo e da
forca bruta, onde se pode ver como a resposta do sistema ou os caminhos de
equilibrio torna-se cada vez mais complexos. Nas Figura 5.41 € Figura 542 ¢
apresentado o comportamento dos autovalores da matriz de Monodromia

relacionados a Figura 5.40.
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Figura 5.39 — Comportamento dos multiplicadores de Floquet, para Q = 45Hz ¢ qp/
N, = 00% (gp/Np)crit.
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Figura 5.40 — Diagramas de bifurcacdo. Comparacao entre o método da Continuagao e da

Forga Bruta. Para qp/N,, = 50% (qp/Np)crit.
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Figura 5.41 - Comportamento dos multiplicadores de Floquet, para & = 20Hz ¢ qp/N,, =
50% (gp/Np)crit.
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Figura 5.42 - Comportamento dos multiplicadores de Floquet, para Q = 100Hz ¢
qpr/N, = 50% (qp/Np)crit.

5.5.5.
Bacias de Atracao

Nas Figura 5.43, Figura 5.44 ¢ Figura 5.45 mostram as bacias de atracdo do
sistema para diferentes carregamentos estaticos e dindmicos. Dos graficos pode-se
ver a coexisténcia das diferentes solugdes do sistema, assim, por exemplo, a Figura
5.44a mostra o diagrama de bifurcacdo do sistema tendo como parametro de
controle a frequéncia de excitacdo, no qual se escolheu trés diferentes valores da
frequéncia para obter as bacias de atracdo. Nas Figura 5.44b, 5.44c e 5.44d mostram-
se estes diferentes atratores, cada cor apresentado na figura representa um atrator

diferente, assim, para um determinado ponto no espago (condi¢do inicial do
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sistema), no qual a solugdo ¢ avaliada na secdo de Poincaré e no regime
permanente, o sistema converge em uma das raizes ou solugdes da equacdo
diferencial ndo linear que governa o movimento do sistema ou também conhecido
como atrator.

Finalmente na Figura 5.46 € Figura 5.47 mostra-se a resposta no tempo e plano
de fase do sistema para certos pontos escolhidos das bacias de atragdo,
exemplificando os diversos tipos de solugdes. Na Figura 5.47a, por exemplo,
mostram-se os trés diferentes pontos escolhidos, os quais dois deles estio em

bacias de atracdo diferentes. Na Figura 5.47 mostram-se trés atratores distintos.
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Figura 5.43 - Bacia de atragdo. gqp/N, = 0% (gp/Np)crit
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Figura 5.44 - Bacia de atragdo. gp/N,, = 50% (qp/Np)crit
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Figura 5.45 - Bacia de atragdo. qp/N, = 50% (gp/Np)crit
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Figura 5.46 - Orbitas coexistentes. qp/ N, = 0% (qp/N)crit

Vit

o

|
1

' [
5

Tempo (s) }

W


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1221984/CA


PUC-RiIo - Certificagéo Digital N° 1221984/CA

Vel,

40—-7-

+00

20—
0_
-20—
40—}
04 0.2 0
\‘10
40—
20—
2] o
==
-20—
40— (b) Ponto 1
L L [T
0.2 0.1 0.1 0
40
20—
= 0
=
<|s 7
w-20—
40— (d) Ponto 2
T I T I T I T I T
04 -02 0 02 04 0.
10 ®
0_ O
c|>=-10_
20—
®
(f) Ponto 3
-30 T I T I T I T I T
05 0 0.5 1 15 2
Vi®
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