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Apêndice 
 

 

Construção da equação do transpore 

 

Neste apêndice é derivado de forma mais precisa: primeiro as equações gerais 

para o transporte de solutos, no caso mais simples possível, isto é, para o 

transporte numa dimensão sem sorção reativa do soluto poluente. Uma vez que 

a equação é estabelecida, ela vai ser ampliada para outros casos mais gerais. 

 

             As equações gerais são obtidas aplicando o principio do balanço de 

massa num volume de controle infinitesimal, como mostrado na figura A-1. 

 

 

  

                                 Figura 55 Volume de controle com dimensões Dx x Dy x Dz para o 

 

Os fluxos são restritos na direção x. O balanço de massa para um elemento de 

volume significa que o fluxo de massa total de soluto através da superfície do 

limite do volume é igual à taxa temporal da mudança de armazenamento de 

massa do soluto.  

 

               Em seguida é analisado o fluxo de massa através dos limites ou 

fronteiras do elemento de volume. Dois fluxos mássicos são considerados: o 

fluxo advetivo dada pela equação (49), e o fluxo macrodispersivo dada pela 
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equação (52). As incorporações destes dois tipos de fluxo estabelecem o fluxo 

de massa (massa / tempo) através do lado esquerdo do elemento do volume (na 

posição x) na direção positiva de x: 

 

 
 ,

,x mx

C x t
q C x t nD y z

x

 
   

 
                                                        (A-1) 

 

e o fluxo de massa através do lado direito do cubo (na posição x x ) na 

direção positiva de x: 

 

 
 ,

,x mx

C x x t
q C x x t nD y z

x

   
    

 
                                         (A-2) 

 

A taxa de variação da massa do soluto armazenado dentro do elemento 

do volume de controle é: 

 

 ( , )C x t n
x y z

t


  


                                                                         (A-3) 

 

onde n é a porosidade.  Para manter o equilíbrio de massa, o fluxo no lado 

esquerdo menos o fluxo para fora do lado direito, é igual à taxa de variação da 

massa armazenada dentro do elemento de volume. Assim, através da 

combinação das três equações acima, e sendo divididas pelo produto x y z   : 

 

   
   

 

, ,
, ,

( , )
                                        

mx mx x x

C x x t C x t
nD nD q C x x t q C x t

x x

x

C x t n

t

    
     

  








       (A-4) 

 

No limite quando 0x   o resultado do lado esquerdo da equação (A-4) tem a 

seguinte forma em derivadas parciais em relação com x: 
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 
 

 ,,
,mx x

nC x tC x t
nD q C x t

x x x t

              
                                  (A-5) 

Se 
mx

D é a porosidade, n, são independentes de x e t, e substituindo a 

velocidade media efetiva pela velocidade de Darcy na equação (A-5): 

 

 
 

 2

2

, ,
,mx x

C x t C x t
D v C x t

x x t

 
     

                                             (A-6) 

 

Este resultado (A-6) define a equação unidimensional de advecção -dispersão 

de um poluente soluto não reativo. Permitindo a entrada dos fluxos 

perpendiculares nas direções x e y na equação (A-6): 

 

 
 

 
 

 
 

 

2 2

2 2

2

2

, ,
, ,

, ,
        ,

         

mx x my y

mz z

C x t C x t
D v C x t D v C x t

x x y y

C x t C x t
D v C x t

z z t

  
          

 
      

              (A-7) 

Esta equação pode ser estabelecida numa maneira mais compacta utilizando o 

operador de gradiente,  , além de estabelecer o vetor  , ,mx my mzD D D da 

maneira compacta miD e o vector e  , ,x y zv v v da maneira iv : 

 

   
 2

,
, ,mi i

C x t
D C x t v C x t

t


     

                                                (A-8) 

 

Esta é a equação geral da advecção-dispersão assumindo a 

macrodispersividad, e a porosidade, constantes ao longo do tempo e espaço. 

Algumas variações nesta equação são apresentadas a seguir. 

Se o campo de escoamento está em estado estável, 0iv  , a velocidade, 
iv , 

pode sair do operador gradiente. Assim, a equação (61) transforma-se da 

seguinte forma: 
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2 ( , )
( , ) ( , )mi i

C x t
D C x t v C x t

t


   


                                                     (A-9) 

 

Se além de um fluxo estacionário, a concentração é também estacionaria no 

tempo ( ( , ) / 0)C x t t   , a equação (61) assume a seguinte forma: 

 

2 ( , ) ( , ) 0mi iD C x t v C x t                                                                   (A-10) 

 

Na ausência do fluxo ( 0)v  a componente advectiva desaparece é só 

permanece a componente de tipo difusiva: 

 

2 ( , )
( , )mi

C x t
D C x t

t


 


                                                                      (A-11) 

 

Os solutos poluentes nas aguas subterrâneas podem ser reativos ao interagir 

com a matriz porosa e com fluxo subterrâneo advectivo. A equação que modela 

este fenómeno é baseada na taxa de decaimento do soluto ou contaminante, 

sob uma taxa constante. Este modelo representa os solutos ou contaminantes 

radioativos e, por vezes, alguns contaminantes biodegradáveis. Este 

decaimento é regido pela lei da taxa de mudança de primeira ordem: 

 

( , )
( , )

dC x t
C x t

dt
                                                                             (A-12) 

 

O símbolo representa a constante de decaimento com unidades de [T-1]. 

Quando o soluto é influenciado pelo processo de sorção estudado no capitulo 

terceiro, outro termo para o fluxo de massa deve ser adicionado na equação (A-

12): 

 

     
   2

, ,
, , ,mi i

C x t C x t
D C x t v C x t C x t

t t


 
        

               (A-13) 

 

onde C  é a massa é que reage pelo processo de sorção por unidade de 

volume de poros de água. 
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