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Modelo na forma espaco-estado e o Filtro de Kalman

Este capitulo apresenta os modelos lineares gaussianos na forma espaco-
estado sob a perspectiva classica de estimacdo por maxima verossimilhanca e sua
aplicacdo a modelos de regresséo com coeficientes variantes no tempo.

A primeira sec¢do, 3.1, apresenta a forma geral de um modelo na forma
espaco-estado. A secdo 3.2 apresenta o filtro de Kalman. A secdo 3.3 discute as
questdes relacionadas a inicializacdo do filtro. A secdo 3.4 explica o processo de
estimacdo dos hiperparametros do modelo geral através de maxima
verossimilhanca, apresentando a constru¢do da funcdo de verossimilhanca e o
processo de otimizacao envolvido. A secdo 3.5 apresenta os modelos de regressédo
com coeficientes variaveis no tempo sob a abordagem da modelagem na forma
espaco-estado, de especial interesse nesse trabalho para o estudo de modelos de
fatores condicionais. Esta modelagem tem sido bastante utilizada na literatura
sobre modelos condicionais envolvendo estimagdo utilizando filtro de Kalman
(Adrian e Franzoni, 2009; Bentz, 2003; Faff, Hillier e Hillier, 2000; Mergner e
Bulla, 2008; Mergner, 2009). Finalmente, a secdo 3.6 apresenta informacdes
sobre andlise de diagnéstico dos modelos na forma espago-estado. De forma geral,
Durbin e Koopman (2001) é a principal referéncia para este capitulo.

3.1
Modelos na forma espaco-estado

A modelagem espaco-estado possibilita descrever um vasto conjunto de
problemas na analise de séries temporais, incluindo modelos lineares e néo
lineares (Harvey, 1989; Durbin e Koopman, 2001). Modelos na forma espaco-
estado sdo descritos por duas equacdes: a equacdo de observacdo e a equacdo de
estado. Neste sentido, o desenvolvimento do sistema em estudo é descrito por uma
série de vetores ndo observados, compostos pelas chamadas variaveis de estado,
relacionados a uma série de variaveis observadas. A equacdo de estado descreve a
dindmica as variaveis de estado, enquanto a equacdo de observacdo associa as
variaveis observadas ao vetor de estado.

Seja y, um vetor multivariado px1 de observacfes de uma série temporal,

cujo desenvolvimento no tempo pode ser caracterizado em termos de um vetor de
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estado ndo observado u, composto por m varidveis de estado, ou seja, de
dimensdo mx1, para cada instante de tempo t. Um modelo linear gaussiano na

forma espago-estado pode ser escrito como:
Ye =S +d; + € € ~N(0,Hy) (3.1)

Peyr =Ty + ¢ +Ume me ~N(O,Q,) t=1aN (3.2)

onde E[em;] =0 parat=1aN; El[ee;] =0 paratodot + s, E[nm;] =
0 paratodot # s; u;~N(aq, P1); E[nip1] = El€ip4] =0 parat=1aN

As equac0es (3.1) e (3.2) sdo as chamadas equacao de observacao e equacgao
de estado, respectivamente. As matrizes S;, T, d;, ¢;,U;, H; e Q, sdo chamadas
matrizes do sistema e assume-se que sdo nao estocasticas, ou seja, podem variar
no tempo de forma conhecida. H& que se considerar que alguns elementos nestas
matrizes dependem de um vetor de pardmetros desconhecidos, chamados de
hiperparametros, que podem ser estimados por maxima verossimilhanga como
apresentado mais a frente na secdo 3.4. Considera-se ainda que 0s termos de
erro €, e i, sdo serialmente independentes e independentes um do outro em todo
instante de tempo. Assume-se que o0 vetor de estado inicial m,; possui
distribuicdo N (a4, P1) € que independe dos termos de erro €, e n, para qualquer
instante de tempo. De forma geral, as dimensfes dos elementos envolvidos no

sistema de equacdes (3.1)-(3.2) sdo:

Tabela 3.1 — Dimensé&o de vetores e matrizes do modelo das eqgs. (3.1)-(3.2)
Vetores Matrizes

ye px1|S pxm
u mx1| T, mxm
d. px1 | H, pxp
¢ mx1|Q; rxr
€ px1|U, mxr
ne rxl

ap, mx1| Py mxm

Assumindo por ora que os elementos das matrizes do sistema sao

conhecidos, podem ser derivadas as equacges para o filtro de Kalman.
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3.2
Filtro de Kalman

Considerando os modelos estruturais na forma espaco-estado apresentados
na secdo 3.1, o filtro de Kalman, através de um algoritmo recursivo, permite a
estimagdo da varidvel ndo observavel, denominada varidvel de estado, a partir da
série temporal da variavel observavel. No decorrer do desenvolvimento historico
da teoria dos modelos em espaco-estado, ficou convencionado que a estimacao do
vetor de estado de um determinado modelo pode ser caracterizada em trés
categorias, dependendo do tipo de informacdo disponivel da variavel observavel
que estara sendo utilizado (Pizzinga, 2004). Considerando a estimacdo da variavel
de estado u, a partir de informacdes disponiveis em um dado instante de tempo j,
define-se que: se j <'t, tem-se um problema de previsao ou predicdo; se j = t, tem-
se um problema de filtragem ou atualizacéo; e se j > t, tem-se um problema de

suavizacdo ou interpolacéo.

3.2.1
Equacbes de previsao do filtro de Kalman

A partir do modelo escrito na forma espacgo-estado, o filtro de Kalman é
usado para computar as previsdes 0timas para a média e a variancia do vetor de
estado u,.q, de forma recursiva, a cada nova observacdo y,. Considerando o
sistema dados pelas equacdes (3.1)-(3.2), o filtro de Kalman pode ser derivado sob
a premissa de que o vetor de estado inicial u;~N (a4, P1) € conhecido, ou seja,
a4 e P4 conhecidos. O objetivo é a atualizagdo do nosso conhecimento acerca do
vetor de estado a cada nova observacédo disponivel no tempo t. Assim, deseja-se
obter a distribuicdo condicional do vetor de estado u,,1 parat =1 a N, com base
em Y, o conjunto de observagdes até o tempo t, ou seja, Y, = {y1, ¥2, ..., Vi }.

Tendo em vista que todas as distribuicdes consideradas no sistema sao
normais, as distribui¢des condicionais de subconjuntos de varidveis dados outros
subconjuntos de variaveis também sdo normais. Desta forma, a distribuicdo
condicional de u,,; pode ser determinada pela sua média condicional e sua

variancia condicional. Sejam:
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Ariq)e = Elpesq 1Yl (3.3)

Pep1)c= Var[pe,q Y] (3.4)

a média condicional e a variancia condicional de u;,; dado o conjunto de
informagdo Y,. Para simplificar, usaremos a notagdo a;.q1 = @41t € Pryq =
P;.1|¢ Considerando que p, dado o conjunto de informagdao Y, ; tem

distribuicdo N(a;, P;), pode-se mostrar que a;,, € P;,; podem ser calculados
recursivamente através das equacdes do filtro de Kalman, combinando os passos

de atualizacao e previsdo (Durbin e Koopman, 2001):
a1 =Tia; + ¢, + kv, (3.5
P,., =TP.L,+UQ.U, (3.6)
onde
Ve =Y — E[ye|Ye-1]l = ye — Sea,

F,=Var|v,] = S,P.S; + H,

kt = TtMtFt_l (3.7)
M, = PtS:‘.
Le=T;— k.S,

parat =1 a N. O conjunto de equacdes (3.5)-(3.7) é chamado de filtro de Kalman
do modelo dado pelas equacdes (3.1)-(3.2). A matriz k; é o ganho de Kalman e o
vetor v, =y, — E[y, |Y;—1] € 0 erro de previsdo um-passo-a-frente de y, dado o

conjunto de informacéo Y,_4, comumente chamado de inovacao.

3.2.2
Equacbes de suavizacéo do filtro de Kalman

O suavizador de estado permite basear a estimacdo do vetor de estado na
amostra completa de observacdes de t = 1 a N. Seja o conjunto de informacéo
Yy = {y1,¥2, ..., yn}. Tendo em vista que todas as distribuicdes consideradas no
sistema sdo normais, a distribuicdo condicional de u, com base em Y, também
sera normal podendo ser determinada pela sua média condicional e sua variancia

condicional. Sejam:
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;= E[peq |YN] (3.8)

Ve =Var[pe, Y] (3.9)

0 vetor de estado suavizado e a variancia de estado suavizada. Considerando ainda
que a; e Py sdo conhecidos, mostra-se que o vetor e a variancia de estado
suavizados podem ser obtidos através das seguintes equacles recursivas

backwards, ou seja, det =N a 1:

X1 =SiFilv, + Lix, (312) W,y = SiF{1S,+ LiW,L, (3.13)

onde xy =0 e Wy =0. As equacbes (3.10)-(3.13) sdo conhecidas como

equac0es recursivas para estado suavizado.

3.3
Inicializacao

Nas secOes anteriores, 0s resultados partiram da premissa de que o vetor de
estado inicial u;~N(a4, P{) era conhecido, ou seja, a; e P, conhecidos.
Entretanto, na maior parte dos problemas praticos, ao menos alguns elementos de
a; e P, ndo sdo conhecidos. Neste caso, hd métodos para comecar as Séries
tratando esta situacdo. Este procedimento € conhecido como inicializagdo e no
caso em que had elementos ndo estacionarios, trabalha-se com a chamada
inicializacdo difusa do filtro. Considerando de forma abrangente o caso em que
alguns elementos de u, sdo difusos e outros ndo, um modelo geral para o vetor de

estado inicial é dado por:

Hi=a+A0+Ugwy wy~N(0,Qp) (3.14)
onde a é um vetor de dimensdo m x 1 conhecido, geralmente nulo; A e U, sdo
matrizes de selecdo de dimensdo m x g e m x (m-q), respectivamente, com colunas
correspondentes as da matriz identidade I,,,, de forma que A seleciona as variaveis
relacionadas as componentes ndo estacionarias do vetor de estado e U, as
componentes estacionarias; @ € um vetor de dimensdo gx1, de quantidades

desconhecidas e estocasticas, ou de variaveis aleatorias normais com variancia
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infinita (0~N(O, rclq) para Kk — o), chamado de difuso; w, vetor aleatorio tal
que sua distribuicdo N(n,, Qp),0onde n, € Q, sdo a média e a variancia
incondicionais das variaveis estacionarias do vetor de estado. Inicializa-se entdo o

filtro de Kalman com as condi¢Ges iniciais:

a, = Elpy]=a
P, =Var[u,] =kP, + P, (3.15)

P, =A4A" e P.=UyQ,U,’

As componentes ndo-estacionarias do vetor de estdo sdo chamadas de
difusas. A inicializacdo difusa do filtro de Kalman pode envolver dois
procedimentos. O primeiro é um procedimento aproximado (inicializacdo difusa
aproximada), no qual o valor de x é substituido por um nimero arbitrariamente
muito grande de forma que sdo utilizadas as equacdes do filtro de Kalman padréo
(equagdes (3.5)-(3.7)). Entretanto, esta abordagem apesar de Util para trabalhos
exploratdrios aproximados, ndo é recomendada para uso geral, uma vez que pode
levar a grandes erros de arredondamento. A outra abordagem considera um
tratamento exato do procedimento e é a chamada inicializagdo difusa exata. A
técnica se baseia na expansao de produtos de matrizes com séries de poténcias em
k1, tomando apenas os dois ou trés primeiros termos das séries e fazendo xk — oo

para obter o termo dominante (Durbin e Koopman, 2001).

3.4
Estimacdo por maxima verossimilhanca

Para derivacdo do filtro de Kalman, assume-se como premissa que as
matrizes do sistema sdo todas conhecidas. Como mencionado na secdo 3.1, ha que
se considerar que alguns elementos nestas matrizes dependem de um vetor de
parametros desconhecidos ¥, chamados de hiperparametros, que podem ser

estimados por maxima verossimilhanca.

! O detalhamento das equacdes para o filtro de Kalman com inicializacio exata pode ser obtido em
Durbin e Koopman (2001, Capitulo 5).
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34.1
Funcéo de verossimilhanca

Para que o modelo possa ser estimado por maxima verossimilhanca, ele
deve ser especificado de forma paramétrica pela funcdo de densidade de
probabilidade conjunta. Para o conjunto de N observagdes y;,...,yy, SOb a
premissa de que a distribuicdo do vetor de estado inicial u;~N(aq, P1) €

conhecida, a funcdo de verossimilhanca é dada por:

L) =pO) = pOn, 90 = | [P0l Yo (316)
t=1

onde p(y1lyo) =pr(y1) € Yi—1 = {y1, .., ¥:—1}. Na prética, trabalha-se com a
funcdo logaritmo, de forma que a funcédo de log-verossimilhanca é dada por:

N
log L (v, ) = logL(y, %) = ) logp(l¥e-1) (3.17)
t=1

Considerando o sistema dado pelas equacdes (3.1)-(3.2)% a distribuicdo

condicional de y, é normal com média e variancia dadas por
Ely Y1) = S;a, (3.18)

Var[y|Y,_1] = F, (3.19)
onde F, é a variancia do erro de previsdo um passo a frente v, definida no

conjunto de equac0es (3.7). Desta forma:
P(YelYe-1)~N(S.a, Fy) (3.20)
A funcéo densidade de probabilidade sera dada por:
1 1,
P(YelYe-1) = Wexp [— SViFy Vt] (3.21)
e, substituindo na equacdo (3.17), a funcao de log-verossimilhanca sera:
N

N
Np 1 1 o
logL (y, ) = —710g 2T — Ez log |F,| — EZ viF;lv, (3.22)
t=1

t=1

2 Neste caso, considerando d, = 0, sem perda de generalidade.
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Os hiperparametros do vetor ¥ a serem estimados aparecem nas equagoes
do filtro de Kalman para F, e v,. Na situacdo em que ha componentes
desconhecidas no vetor de estado inicial, pode-se derivar a funcdo de log-
verossimilhanca para os casos de inicializa¢do difusa aproximada e inicializagéo

difusa exata, como detalhado em Durbin e Koopman (2001, Capitulo 5).

3.4.2
Otimizagdo Numérica

Uma vez definida a funcdo de verossimilhanga, ela pode ser maximizada por
métodos de otimizacdo numérica. Na pratica, estimam-se os hiperparametros ¥ do
sistema que maximizam a funcéo de log-verossimilhanca.

Os algoritmos numéricos sdo utilizados de forma a comparar valores
numéricos das funcBes de log-verossimilhanca para diferentes conjuntos de
valores de 1. Para calcular as estimativas dos valores da funcdo de
verossimilhanga, o algoritmo parte de um determinado conjunto inicial de valores
de ¥, realiza uma séries de passos, escolhendo em que diregcdo seguir com a busca
e 0 quanto mover nessa dire¢do e calcula a cada iteracdo um novo valor para a
funcdo. Se um determinado conjunto de valores de ¥y leva a valores préximos de
méaxima verossimilhanca, o algoritmo para. Geralmente, 0os métodos de
otimizacdo diferem em relacdo a direcdo da busca, ao tamanho dos passos de
iteracdo e a regra de parada (Mergner, 2009).

34.2.1
Método de Newton

H& uma grande diversidade de algoritmos numéricos de busca para
maximizagdo da log-verossimilhanga, muitos deles baseados no método de
Newton (Durbin e Koopman, 2001). No método de Newton, para um dado valor
inicial de ¥, a direcdo de busca é determinada pelo vetor gradiente g(¥) e o
tamanho do passo pela matriz hessiana H(y), de modo que o processo de busca
pelo ponto 6timo é repetido até convergir ou até que se mude para um outro
método de otimizacdo. Na pratica, o calculo numérico do gradiente é geralmente
factivel, mas a hessiana é geralmente aproximada por diferentes métodos para

evitar seu célculo direto de forma analitica ou computacional. Um exemplo é o
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método BFGS (Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shannon), bastante utilizado em
pacotes de programas computacionais para esta finalidade, através do qual a
hessiana € obtida de forma recursiva. Detalhes sobre o método de Newton para
otimizacdo, em particular sobre o0 método BFGS, podem ser obtidos em Fletcher
(1987).

3.4.2.2
Algoritmos genéticos

Uma alternativa para refinar o processo de otimizacdo pode combinar 0 uso
de um algoritmo de busca a partir do método de Newton com algoritmos
genéticos. Os sistemas desenvolvidos a partir deste principio sdo utilizados
geralmente em problemas complexos ou com espaco de busca muito grande, por
sua dificil modelagem e busca pela solu¢cdo quando se aplicam métodos de
otimizagdo convencionais.

O uso da técnica de algoritmos genéticos consiste em um método de
otimizacdo inspirado nos conceitos da teoria de selecdo natural, partindo de
conceitos baseados nos processos genéticos para procurar solucbes 6timas ou sub-
6timas. E utilizada uma analogia direta do fendmeno de evolugido na natureza,
onde cada individuo representa uma possivel solucdo para um problema dado.
Cada possivel solucao de um problema é codificada em uma estrutura chamada de
"'cromossomo”, composta por uma cadeia de bits ou simbolos. Estes cromossomos
representam individuos, que séo evoluidos ao longo de vérias geracGes, de acordo
com os principios de selecdo natural e sobrevivéncia. Os individuos sdo entéo
submetidos a um processo evolucionario que envolve avaliacdo, selecdo,
recombinagdo, ou crossover, e mutagdo. A cada individuo atribui-se um valor de
adaptacdo, que indica quanto a solucéo representada por este individuo é boa em
relacdo as outras solugbes da “populacdo”, ou seja, em relagdo ao conjunto de
todas as solugdes com as quais trabalha o sistema.

O processo de evolugdo comega com a criagdo aleatdria dos individuos que
formaré&o a populagéo inicial. No caso préatico utilizado neste trabalho, solugdes
iniciais também podem ser dadas por outros métodos de otimizacdo, como o
método de Newton, para que facam parte dessa populagdo inicial. A partir de um
processo de selecdo baseado na aptiddo de cada individuo, sdo escolhidos

individuos para a fase de reproducédo, que cria novas solucgdes utilizando-se para
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isto um conjunto de operadores genéticos. Para determinar o final do processo,
pode-se fixar o numero de geracdes ou de individuos criados; ou, ainda,
condicionar a obtencdo de alguma solucéo satisfatoria, ao atingir um ponto étimo.
Detalhes sobre métodos de otimizacdo baseados em algoritmos genéticos podem
ser obtidos em Goldberg (1989), Koza (1992), Mitchell (1994) e Back (1996).

3.4.2.3
RestricOes de valores dos parametros

Usualmente, os valores dos hiperparametros a serem estimados podem estar
restritos a determinados intervalos. Por exemplo, parametros relativos a variancias
devem ser sempre positivos por definicdo. Entretanto, a introducdo de restri¢cbes
deste tipo em procedimentos numéricos pode ser inconveniente, sendo mais facil
realizar algumas transformagfes nos parametros de modo que as estimativas
possam assumir qualquer valor no conjunto de nimeros reais. Seja um parametro
Y na forma original em que aparece no modelo a ser estimado, restrito a
determinados valores, e ¢ 0 valor correspondente a partir de uma transformacéo
paramétrica de modo que ¢ € R. Dentre algumas restrigdes no espaco paramétrico
mais utilizadas e suas transformacdes correspondentes, a Tabela 3.2 destaca

algumas que sdo importantes no contexto deste trabalho.

Tabela 3.2 — Funcdes de reparametriza¢do para otimizagao

Restricdo Transformacéo Transformacgéo
de Y para ¢ de ¢ paray
1 = e2¢
P>0 (p=§ln1,b Pp=e? peR
-1<y<1 Y = Y
= =——— ,p€ER
M V1+¢?
o<y<i1 ( Y ) 1
_ = € R
v=hl15 YEiree?

3.5
Modelos de regressdo com coeficientes variantes no tempo

De especial interesse neste trabalho sdo os modelos de regressdo cujos
coeficientes variam no tempo, abordados de forma resumida por Durbin e

Koopman (2001). Seja o modelo univariado de regressdo linear multipla do tipo:


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0813367/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0813367/CA

60

Ve = Stﬂ + € € "’N(O, O-EZ) t=1aN (323)

onde y, € a série observada que se deseja explicar, ou seja, 0 regressor, S; € 0
vetor 1 x k de variaveis explicativas a cada instante t, u € o vetor k x 1 de
coeficientes da regressdo e €; € o termo de erro normalmente distribuido com
variancia ¢2. Considerando agora que se deseja atribuir uma dindmica temporal
ao coeficiente u, fazendo u = u, e impondo uma equacao de variagdo para ele,
pode-se analisar este modelo como um caso especial do modelo geral dado pelas
equacoes (3.1)-(3.2), de forma que o filtro de Kalman pode ser aplicado.
Considerando uma abordagem geral para modelos de regressao linear cujos
coeficientes variam estocasticamente ao longo do tempo, um modelo univariado

de regressdo com coeficientes variantes no tempo pode ser escrito como:

Vi :St”t+6t € NN(O,O-EZ) t=1aN (3.24)

Wepr =Tp + 1, n:~N(0,Q) (3.25)

Se Q=0e T =1, o modelo é reduzido ao modelo de regressdo linear
simples da equacdo (3.23). Nosso interesse aqui é a estimacdo de u, (t = 1...N),
bem como dos hiperparametros envolvidos nas matrizes do sistema (62, T, Q).

Da mesma forma que para o modelo geral, as estimativas de u, podem ser
obtidas a partir das equacOes de previséo do filtro de Kalman apresentadas na
secdo 3.2. Diferentes modelagens para a dindmica temporal dos coeficientes u; da
regressdo podem ser propostas, derivados a partir de diferentes premissas acerca

da matriz T.
3.5.1
Modelo de reverséo a média
Mergner (2009) apresenta uma especificacdo alternativa do modelo
representado pelo sistema de equaces (3.24)-(3.25) dado por:
Ve =Sl + € e ~N(0,08) (3.26)

Mep1 — =T, —p)+n, 1:~N(0,Q) (3.27)
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onde as raizes caracteristicas da matriz T tem valor absoluto menor do que um de
forma que o vetor de coeficientes u, é estacionario. Caracterizado como processo
de reversdo a media, pode-se atribuir interpretacdo a g e T, sendo o primeiro a
média de longo prazo do processo estocastico e o segundo relacionado a
velocidade de reversdo, ou a persisténcia com que os valores dos coeficientes u;
revertem a média. Esta especificacdo € bastante utilizada na literatura para
caracterizar a evolucéo de betas em modelos de fatores condicionais, em trabalhos
como os de Rosenberg (1973), Collins (1987) e, de especial interesse nesta tese,
Mergner (2009) e Adrian e Franzoni (2009). Como explicitado por Mergner
(2009), definindo u; = u; — @, 0 modelo de reversdo a média pode ser

alternativamente reescrito como:

yem G S (gi) e € ~N(0,0¢) (3.28)
(g:i) - (g (1)) (;ﬁ) + (1(7;) 1:~N(0,Q) (3.29)

Ou ainda, para manter os coeficientes u, diretamente no vetor de estado,

poder-se-ia escrever:

n
ve=6 O)+e  e~N(O0d) (3.30)

(ﬁiii) = (ﬁ ! I ") (Z;) +(%) 1:~N(0, Q) (3.31)

Hé& duas formas de se trabalhar com a estimacdo dos hiperparametros e do
vetor de estado deste modelo no que se refere ao tratamento da média de longo
prazo p. Considerando as equacgdes (3.26)-(3.27), i pode ser estimado como um
hiperpardmetro do modelo por méxima verossimilhanca. Por outro lado, se
incluido no vetor de estado como no modelo dado pelas equacdes (3.30)-(3.31), i
ndo precisa ser tratado como um hiperparametro, podendo ser estimado
recursivamente a cada nova observagdo da série y, a partir do filtro de Kalman.
Trata-se de um procedimento equivalente a inclusdo de um vetor de coeficientes
no vetor de estado (Durbin e Koopman, 2001; secdo 6.2.2). O primeiro tratamento
é utilizado por Mergner e Bulla (2008) e Mergner (2009) e o segundo por Adrian
e Franzoni (2009).
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Outra caracteristica deste modelo é que dependendo dos valores de T, é
possivel derivar outros casos particulares para a dindmica temporal dos
coeficientes. Se T = I, o modelo se enquadra no caso em que os coeficientes
seguem um processo de passeio aleatorio. No caso em que T = 0, 0 modelo passa
a ser chamado de coeficientes aleatérios, de forma que os coeficientes flutuam

aleatoriamente em torno da media de longo prazo.

3.5.2
Modelo de passeio aleatorio

Considerando o caso em que T =1 no modelo descrito pelas equactes
(3.24)-(3.25), os coeficientes u, apresentam dinamica temporal dada por um

processo de passeio aleatério, de forma que:
Ve =Sl + € e ~N(0,0¢) (3.32)

Hevr = B+ 1 17.~N(0,Q) (3.33)

Alguns autores propGem a andlise de modelos de fatores nos quais 0s
coeficientes sdo descritos por um processo de passeio aleatério. Zivot (2003) e
Tsay (2010) e apresentam exemplos de estimacdo do CAPM modelando betas
como processo estocasticos de passeio aleatorio. De forma préatica e com bons
resultados, Mergner (2009) e Faff, Hillier e Hillier (2000) utilizam esta
modelagem em modelos de fatores para descrever a evolugdo dos coeficientes e
constatam a boa performance quando comparado com modelos alternativos. Neste

caso, apenas 0s hiperparametros das variancias precisam ser estimados.

353
Valores iniciais

Para aplicar o algoritmo do filtro de Kalman, dois conjuntos de valores
iniciais sdo necessarios. O primeiro se refere a valores iniciais para 0s
hiperparametros y a serem estimados e o segundo os valores de inicializacdo da
média e variancia do vetor de estado.

O conjunto inicial de valores para os hiperparametros € necessario para o

processo de estimacéo a partir da maximizacao da funcdo de log-verossimilhanca.
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De forma geral, considerando o0 modelo dado pelas equacdes (3.1)-(3.2), os
hiperparametros podem estar presentes nas matrizes dos sistemas, quais sejam, S,
T;, d; c,U;, H, e Q,. Especificamente para os modelos abordados na se¢do
anterior, o conjunto de hiperparametros inclui a variancia ¢2, as informacdes da
matriz de variancia-covariancia Q e os dados da matriz T. Os valores iniciais de
média e variancia do vetor de estados sdo necessarios para a inicializacdo do filtro
de Kalman. No Capitulo 4, serdo estimados os modelos de interesse para as
aplicacOes desta tese a partir de séries sintéticas, de forma que serdo destacados o0s
valores utilizados em cada caso. Nos Capitulos 5 e 6, serdo estimados modelos em
que os coeficientes seguem processos de passeio aleatorio e reversdao a media,
sendo que neste Ultimo caso, o tratamento da média de longo prazo sera realizado
de duas formas diferentes, uma no vetor de estado e outra estimada como
hiperpardmetro. Para os casos de passeio aleatdrio e reversdo a média com a
média de longo prazo no vetor de estado, a inicializacdo do filtro de Kalman sera
através da forma difusa exata. Para 0 caso de reversdo a média em que a média de

longo prazo é estimada como hiperpardmetro, a inicializacdo sera padréo.

ijiste e diagndéstico do modelo

Uma vez estimado o modelo, € necessario verificar o quao bem ele se ajusta
aos dados e se os residuos obtidos a partir dele confirmam as premissas adotadas.
Considerando a estimacdo dos hiperpardmetros 3 a partir dos conceitos
apresentados, é desejavel medir o ajuste do modelo a serie de dados. Quando se
avaliam modelos alternativos, uma das formas de compara-los é através das
medidas de AIC (Akaike Information Criteria) e BIC (Bayesian Information
Criteria), que consideram uma comparacdo entre os valores assumidos pela
funcdo de verossimilhanca de um determinado modelo j& penalizando-a pelo
namero de pardmetros estimados, de forma que a comparacéo se torne justa no
sentido de no beneficiar o modelo com mais parametros. Sendo L(y|y) o valor
da funcéo de verossimilhanca, as medidas AIC e o BIC s&o dadas por (Durbin e
Koopman, 2001):

AIC = =[~2logL(y|$) + 2w] (3.34)

1
N
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1 - )
N [—2log L(y|) + wlogN)] (3.35)

onde N é o tamanho da série e w € 0 numero de hiperparametros a serem

BIC =

estimados. No caso de inicializacdo difusa, usa-se o valor da funcdo de
verossimilhanca difusa, considerando ainda o numero de elementos difusos no

vetor de estado, de forma que:

AIC = —[-2log L(y|P) + 2(q + w)] (3.36)

2|~

BIC = < [~210g L(y[) + (q +w) log V)] (3.37)

onde g € o numero de elementos difusos no vetor de estado.

Uma analise de diagndsticos é também necessaria. A premissa do modelo é
que os distarbios €; e m, sdo normalmente distribuidos e serialmente
independentes com variancias constantes. Considerando modelos univariados
como apresentados na secdo 3.5, 0s erros de previsdéo um-passo-a-frente
padronizados séo dados por:

,
ee=—= t=1aN (3.38)

JF:
(ou para t = qa N no caso de inicializacdo difusa) sdo também normalmente
distribuidos e serialmente independentes com variancia unitaria. Estas
propriedades podem ser verificadas através de testes de diagndstico relativos a
normalidade, autocorrelagéo e heterocedasticidade (Durbin e Koopman, 2001).

Para testar a normalidade dos residuos, sera utilizado nesta tese o teste de
Jarque-Bera, que combina os valores observados de assimetria e curtose da série
temporal de forma a verificar se sdo consistentes com as premissas de
normalidade. As hipdteses nula e alternativa do teste de Jarque-Bera séo,
respectivamente:

Ho: Série é normalmente distribuida

Ha: Série ndo é normalmente distribuida

Nesse caso, se 0s residuos padronizados sdo assintoticamente normalmente
. . , 6 24 , . .
distribuidos, S ~ N (O, ﬁ) e K~N (3,7), onde S ¢ a assimetria amostral e K

a curtose amostral. A estatistica de teste e sua distribuicdo sob hipdtese nula séo

dadas por
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(K =3)°

| ~ % (3.39)

52
JB= N [? +

Para testar a existéncia de autocorrelacdo dos residuos, serd utilizado nesta
tese o0 teste de Ljung-Box, que avalia se a autocorrelagdo presente na série é
insignificante até determinado lag m. As hipdteses nula e alternativa do teste de
Ljung-Box sdo, respectivamente:

Ho: FAC da série até a ordem m sdo iguais a zero

Ha: Pelo menos uma das FAC e diferente de zero

A estatistica de teste e sua distribui¢do sob hipotese nula é dada por:

Ph
~ 2
N_f Xm (3.40)

0(m) = N(N + 2) Z
h=1

onde p, € a autocorrelacdo de ordem k da série, no caso dos residuos
padronizados.

Para testar a existéncia de heterocedasticidade condicional dos residuos,
caracteristica essa equivalente a autocorrelagdo no seu quadrado, nesta tese sera
usado o teste ARCH de Engle. O teste mede a significancia dos efeitos ARCH.
Considerando os residuos padronizados, se supusermos efeitos ARCH até o lag m,

pode-se escrever.

el =ag+ ael + -+ amet o, +u; (3.41)
Assim, a hipétese nula e a hipotese alternativa do teste ARCH sdo,
respectivamente:
Ho: N&o h& heterocedasticidade, ou seja, @y = a; = - = a,, =0
Ha: H& heterocedasticidade

A estatistica de teste e sua distribui¢do sob hipdtese nula é dada por

LM(m) = NR* ~ x* (3.42)
onde R? é o coeficiente de determinacdo do ajuste do modelo ARCH(m) através

de regressao.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0813367/CA




