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4 Trigonometria no circulo trigonométrico

Com o surgimento do calculo infinitesimal e, posteriormente, da analise
matematica, as noc¢des basicas da trigonometria ganharam uma nova dimensao.
Passaremos a trata-la ndo somente no triangulo retangulo, mas também no circulo

trigonométrico.

4.1 Conceitos e pré-requisitos

A partir dessa nova dimensdo, passou a ser possivel falar em cosseno e seno de
um namero real, em vez de cosseno e seno de um angulo. Mas para isso, €

indispensavel considerar as fungdes cos(t) e sen(t) definidas para todo

namero real t. Essa transicéo € feita por meio de uma funcdo E, que chamaremos

funcéo de Euler.

41.1 A funcao de Euler

O dominio da funcdo de Euler é o conjunto R dos nimeros reais. Seu contra
dominio ¢ o circulo unitario do plano, representado por S*. Assim, a cada nimero
real t ,afuncdo E faz corresponder um ponto E(t) do circulo S*.

Para definir precisamente o circulo S*, introduzimos no plano um sistema de
coordenadas cartesianas, de modo que todo ponto P do plano passa a ser
representado como um par ordenado P = (x, y), onde x € a sua abscissa e y sua
ordenada.

Pelo teorema de Pitagoras, a distancia do ponto P =(x,y) ao ponto W =(u,v) é

d_ =+ (x—u) +(y—vyf . Em particular, a distancia de P =(x,y) a origem

0=(00) éigual a dgg =+/x*+y*.
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O circulo unitario S*é, por definicdo, o conjunto dos pontos do plano cuja

distancia a origem € igual a 1. Assim, o ponto P:(x, y) pertence a S'se, e

somente se, 4 x* +y? =1 ou, 0 que é 0 mesmo, x> +y? =1.

A relacdo fundamental, sen®c +cos’a =1 sugere que, para todo angulo «, 0s
ndmeros cosa e sena sejam as coordenadas de um ponto do circulo de raio 1 e
centro na origem de R>.

Observamos que, para todo ponto P =(x,y)eS*, tem-se —1<x<1e -1<y<1

Por exemplo, os pontos (1,0),(0,1), (E , —J pertencem a curva S*.

P=(z,y)

(1,0)

o 1 U

Figura 30: Circulo trigonométrico

Agora temos a definicdo da funcdo E de Euler:

Dado o numero real t >0, medimos no circulo S*, a partir do ponto U = (1,0),
um arco de comprimento t, sempre percorrendo o circulo no sentido no sentido
anti-horario (sentido positivo).

A extremidade final deste arco é o ponto que chamaremos de E(t). Se t<0,
E(t)sera a extremidade final de um arco de comprimento t|, medido a partir do
ponto U =(1,0), no sentido horario (sentido negativo).

Como o comprimento de S*é igual a 27, se tivermos t > 2z ou t<—27z, para

descrevermos um arco de comprimento t a partir do ponto U = (1,0) ,teremos de

dar mais de uma volta ao longo de S*. Em particular, se t =2kz, onde k é um
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ndmero inteiro (positivo, negativo ou nulo), temos E(2kz)=U . Mais geralmente,
para qualquer teRvale E(t+2kz)=E(t), quando k é um nGmero inteiro
qualquer.

Reciprocamente, se t<t' em R sdo tais que E(t)=E(t"), isto significa que,
quando um ponto P varia de t a t' sua imagem E(P)se desloca sobre S*, no
sentido positivo, a partir de t, dando um nimero inteiro k de voltas e retornando
ao ponto de partida E(t) = E(t").

A distancia total percorrida € igual a 2k, logo t'=t+ 2k, pois 0 comprimento
do caminho percorrido por E(P)é, por definicdo, igual a distancia percorrida por
P sobre areta R.

Assim, temos E(t) = E(t')se, e somente se, t'=t+2kz, com keZ. (Quando
t'>t, vale k >0; quando t'<t temos k <0).

Vale observar que, com essa defini¢cdo, podemos ter E(t) com t <0, ou seja, é
permitido a um a angulo ter medida negativa.

A funcéo de Euler E :9% — S'pode também ser imaginada como um processo de
enrolar a reta R, pensada como um fio inextensivel, sobre o circulo S*(como um
carretel) de modo que o ponto 0 € {R caia sobre 0 ponto U = (1,0) eS'.

Com auxilio da funcdo E:9R — S*' podemos definir o cosseno e o seno de um
namero real t.

Dado t € R, seja E(t)=(x, y). Definiremos cost=x e sent=y

0 t N
| | R
I \

E(t) = (cost, sent)

1 t

7 - |U=(10)

Figura 31: Funcdo de Euler
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Portanto, x =cost é a abscissae y =sent é ordenada do ponto E(t).

Como E(t+2kz)=E(t) quando k é um namero inteiro qualquer, em particular,
temos sen (t + 2kz)=sen(t) e cos(t + 2kz)= cos(t).

Todas as relagdes de cost e sent resultam dessa definicdo, uma vez que
podemos associar um ponto do circulo, com coordenadas E(t), a angulos maiores

que 90°.

Isto nos leva a definir a medida do &ngulo pelo comprimento do arco orientado
que a ele corresponde. Esta nova unidade é o radiano.

Dizemos que um angulo « possui medida de 1 radiano, se, e somente se, 0 arco

por ele subtendido tem comprimento igual ao raio do circulo que o contém.
A ) . 1 . A
O angulo de 1 grau ¢é aquele que subtende um arco igual a 360 da circunferéncia.

Como a circunferéncia inteira tem 2xradianos e 360 graus, temos que
27 radianos = 360graus

Portanto, podemos pensar que 0 Seno e O cosseno dependem apenas do

comprimento desses arcos medidos em radianos.
Das fungdes seno e cosseno derivam as outras fungdes trigonomeétricas, a saber:

1 1
tgx="——  CcOtgX=-——- SECX=—— g COSSECX=——
COS X senx COS X senx

E importante observar que tais funcdes, sendo definidas por meio de quocientes,
tém seus dominios restritos aos numeros reais para 0os quais o denominador é

diferente de zero.
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4.1.2 Interpretac8es geométricas:

4.1.2.1 Relacdo fundamental: sen’a +cos’a =1
Essa relacdo decorre do fato de que o ponto P pertence ao circulo trigonométrico

de raio unitério, onde suas coordenadas sdao P = (cos «,sen «)

L

P = (cosa, sena)

Figura 32: Relacdo fundamental

Assim, para todo x real, vale a relacéo: sen®x+cos’x =1

4.1.2.2 Seno e cosseno

OR=sena

0Q =cosa

Figura 33: Seno e cosseno
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4.1.2.3

Aplicando semelhanca de triangulos, temos:

AOST ~ AOQP
ST _Pa_ST_sena
0OS O0Q 1 cosa

Assim, temos: ST =tga

AORP ~ AOUV

W0 _asa
OU OR 1 sena

Assim, temos: UV = cotg «

41.2.4

Aplicando semelhanca de tridngulos, temos:

AOSP ~ AOPQ

os_op_os_ 1
OP 0OQ 1 cosa

Assim, temos: 0S =seca

AOUP ~ AOPR
OuU OP OU 1
_— = —— =
OP OR 1 sen «

Assim, temos: OU = cossec o

Tangente e cotangente

v

3

=

(&

Secante e cossecante
U

U

Figura 34: Tangente e cotangente

8}

Q

Secty

Figura 35: Secante e cossecante

5'\;}‘ =
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4.1.3 Corolério

kz kz .
Para todo x = > real, x # R valem as relagdes:

(1) tg°x+1=sec®x

(I1) 1+ cotg®x = cossec’x

2
(1) cos“x = 5

1+tg°x

2
(IV) sen?x=— 9%

1+tg°x
Demonstragdes:
cosx 1
Como cotg x = = =, segue que:
senx SeENX  tgx
COS X
sen®x sen’x + cos? X 1
(1) tg’x+l=——"—+1= - =———=sec’ X
cos’® X cos® X cos® X
cos* X  sen’x
(1) 1+cotg’x =1+ —5— =——=+C0s” X = ——— = COSSeC’X
sen®x  sen’x sen®x
1
(1)  cos®x=———= >
secx 1+tg°x
2 2
sen®x tg°x
(IV)  sen®x =cos? x.——— = c0os” x.tg’x = — tg’x X

cos? x 1+tgix . 1+tgix
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4.1.4 Simetrias no circulo trigonométrico

4141 Reducéo ao 1° quadrante

Dado um arco o com extremidade no 1° quadrante, existem trés outros, cada um
com extremidades num dos quadrantes, que tém, com excecdo do sinal, 0 mesmo

Seno e 0 mesmo cosseno do arco o .
YA

Figura 36: Simetrias no circulo trigonométrico

4.1.4.2 Reducédo do 2° ao 1° quadrante

Seja P, um ponto situado na extremidade de um arco pertencente ao 2° quadrante
do circulo trigonométrico. E seja B, o ponto do circulo, simetrico de P, em

relacdo ao eixo dos senos. Conforme a figura 37, temos:

AP, + P,A'= 7 (no sentido anti-horério)
E como AP, =PR,A’, vem:
AP, + AP =7 .

Logo, se AP, =a entdio AP, =7 -« .

E imediato que:
sena =sen (r—«)
E

cos o = —cos(w — &)

Figura 37: Redugdo do 2° ao 1° quadrante
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Estas equagdes coincidem com as defini¢des de seno e cosseno de angulo obtuso,

dadas anteriormente quando tratamos de trigonometria no triangulo.
Levando-se em conta as relagdes fundamentais, temos que:

sena  sen(zr—a)
tga = =
cosa —cos(7—a)

=—tg(z-a)

cotg o = —cotg (7 — a)
seca = —sec (7 —a)

COSSEC o = C0ssec (7 — )

Assim, por exemplo, temos:

sen 115° = sen (180° —115°) = sen 65°

€0s130° = —cos (180° —130°) = —cos 50°

27 27 Vs
tg <% - _tg| 7= F | = —tg~
93 g(” 3) 93

A A V4
cotg = = —cotg| 7 — < )= —cotg =

4.1.4.3 Reducédo do 3°ao 1° quadrante

Seja P, um ponto situado na extremidade de um arco pertencente ao 3° quadrante
do circulo trigonométrico. E seja B, o ponto do circulo, siméetrico de P, em

relacdo ao centro. Conforme a figura 38, temos:
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AP, — AP, =  (no sentido anti-horario)
E como AP, = A'P,, vem:
AP, — AP, =1 .

Logo, se AP, =« ,entdo AP, =7+«

E imediato que:
sen o =-sen (7 +a)
E

cosa = —cos (7 + @)

Em consequéncia temos:

sena _ —sen(z +a)
tga = =
cosa —cos(z+a)

cotga =cotg (7 +a)

seca = —sec (7 +a

)
(

COSSEC or = —C0ssec (7 + )

Assim, por exemplo, temos:

sen 210° = —sen (180° + 30°) = —sen 30°
€0S 225° = —C0s (180° + 45°) = —cos 45°

A T T
tg-= =tg| 7+ = |=tg =
93 g(” 3) 93

T T T
SseC— =-SeC| 7 +— | =—-SeC —
6 ( 6) 6

46

N}

Figura 38: Reducéo do 3° ao 1° quadrante

= tg(7r+a) ,
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4144 Reducgéo do 4° ao 1° quadrante

Seja P, um ponto situado na extremidade de um arco pertencente ao 4° quadrante
do circulo trigonométrico. E seja B, o ponto do circulo, simétrico de P, em

relacdo ao eixo dos cossenos. Conforme a figura 39, temos:

y

AP, + P,A= 27 (no sentido anti-horério).
Como AP, =P,A, vem:
AP, + AP, =21,

Logo, se AP, =, entdo AP, =27 —«.

E imediato que:
sen x =-sen (27 - )

E

cos X = cos (27 —a) Figura 39: Reducdo do 4° ao 1° quadrante

Em consequéncia temos:

_sena_-sen(2z-a)

tga = -
9% = s cos (27 —a)

=-tg(2r-a) ,
cotga = —cotg (27 —ax)
seca =sec(2r—a)

COSSeC o = —Cossec (27 — )

Assim por exemplo, temos:
sen 280° = —sen (360° — 280°) = —sen 80°

cos 340° = cos (360° —340) = cos 20°

117 117 72'
tg= = —tg| 27 - 2F | = —tg
9% g(” 6) 9%

S5z 57 s
cossec ? = —C0SSec| 27 — — | =—c0ssec —
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4.1.5 Férmula da distancia entre dois pontos

Consideram-se 0s pontos A(x,,Y.)e B(Xgz,Yg) da figura. A distancia entre
esses pontos ¢ AB, hipotenusa do tridngulo sombreado. O cateto AC mede

Xz — X, €0 cateto BC mede y, —,.

.‘1“

Ub o

o]

Figura 40: Formula da distancia entre dois pontos

Aplicando o teorema de Pitagoras no triangulo ABC , tem-se:

—2
dAB = (XB - XA)2 + (yB - yA)2

Ent&o a formula da distancia entre A(X,,Y,)e B(Xg,Yg) €

dAB = \/(XB - XA)Z +(YB - YA)2

Essa formula € valida para quaisquer pontos A e B do plano cartesiano, e
podemos utiliza-la sem necessidade de recorrer a figuras. Por exemplo, a distancia

entre os pontos A(2,3) e B(7,15) pode ser encontrada da seguinte maneira:

dAB =/(7-2) +(15-3)% =+/52 +12? = /25 +144 = /169 =13
Essa férmula sera atil nas demonstracbes 6.3, 6.4 e 6.5

Cabe ressaltar que o aluno do 1° ano do ensino médio, enquanto esta aprendendo
trigonometria, desconhece essa férmula, pois ainda ndo Ihe foi ensinado o
contedo de geometria analitica, que esta previsto para as séries seguintes. Porém,
a apresentacdo desta formula é trivial, pois os alunos ja conhecem o Teorema de

Pitagoras.
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