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2 A trigonometria no triangulo retangulo

A trigonometria foi inventada hd mais de dois mil anos. Ela consiste,
essencialmente, em associar a cada angulo «, definido como a unido de um par
de semirretas de mesma origem, ndo contidas numa mesma reta (Rezende;
Queiroz, 2000, p. 21), certos nUmeros como 0 cos« (0 cosseno de «) e 0 sena (0
seno de «) . Até entdo, as relagdes métricas nos triangulos se restringiam em
estabelecer férmulas que relacionavam entre si comprimentos de segmentos
(alturas, lados, bissetrizes, etc.). J& a Trigonometria relacionava angulos com

segmentos.

2.1 Conceitos e pré-requisitos
A base tedrica na qual se fundamentou originalmente a Trigonometria foi a
semelhanga de tridngulos, que garante que as definigbes de cosa e sena Sao

coerentes, isto é, independem de qual tenha sido o triangulo retangulo ABC

escolhido.

2.1.1 Definicdo de seno e cosseno de um angulo agudo

Dado um angulo agudo «, constréi-se um triangulo retangulo ABC no qual

a = BAC seja um dos seus angulos.

Se AC é a hipotenusa, define-se:

AB BC ; A
COSax =—= € Sena =—
AC AC Figura 2: Seno e cosseno de um angulo agudo


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1212452/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1212452/CA

17

Se tivéssemos construido qualquer outro tridngulo retangulo AB'C' de modo
analogo, ele seria semelhante a ABC por ter um angulo agudo comum, logo
AB_AB' BC _BC c

AC AC' AC AC" c

: .

Figura 3: Seno e cosseno de um angulo agudo
Assim, teriamos 0s mesmos valores para cosa € sen« . Portanto, de acordo com
a definicdo acima, esses valores sdo numeros associados ao angulo « que
independem do triangulo retangulo ABC escolhido.
Veremos a seguir que € evidente, a partir da definicdo, que o cosseno de um
angulo agudo é igual ao seno do seu complemento e vice-versa. Dai a palavra

cosseno (seno do complemento).

Pela lei angular de Thales: g =90°-a (€ 0 complemento de «)

b
senad=— e Cosa=
a

VT oo

c
senf=— e cosp=
a

Logo: senax =cosf € cosa =sens

sen o = cos (90°—c)

CoS & =sen (90°—a) Figura 4: Seno e cosseno do complemento de um angulo
Logo, construida uma tabela para os valores do seno de um angulo agudo,
podemos construir a dos cossenos.

Como ja& mencionamos, historicamente o seno e o cosseno foram introduzidos
como razdes entre lados de um tridngulo retangulo, e estavam definidas para
angulos do intervalo (0°, 90°).

Entretanto para que possamos tratar das ferramentas adequadas a qualquer

triangulo é necessario definir seno e cosseno para angulos até 180°.
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2.1.2 Definicdo de seno e cosseno de angulos reto e obtuso

No caso do angulo reto, definimos: sen 90° = 1 e cos 90° = 0.

Seja agora B um angulo obtuso. Para definir as razbes trigonométricas de 3,

vamos considerar seu suplemento « =180°-4.

Definimos:

senf=sena e oS =-CoSsa

As figuras a seguir permitem visualizar o seno e 0 cosseno de angulos agudos ou

obtusos. Nelas tomamos AC =1.

A T B B T A
Figura 5: Seno e cosseno de um angulo Figura 6: Seno e cosseno de um angulo
agudo obtuso

Na figura 5, temos sena =y e cosa =X
Na figura 6, temos senf =y e cos ff=—X
Assim, temos:

senf3 = sen o = senf = sen (180°—3)

cos B = —Cos @ = cos 3 = —0s (180°—f3)
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2.1.3 Relagao fundamental

Dado um angulo agudo «, constréi-se um triangulo retangulo ABC no qual
a = ABC seja um dos angulos. Com BC=a, AC=b e AB=c , conforme
figura a seguir:

Assim, temos: c

b
sena=— € Cosa=
a

e}

Figura 7: Relagdo fundamental

Aplicando o Teorema de Pitagoras no tridngulo ABC , temos:

b’ +c* =a’
2 C2 b2 +C2 a.2
Assim, podemos escrever: sen‘a +cos’a =—+—=—r—=—=1
a“ a a a
Logo, sena +cos’a =1
C
Podemos observar também que:
a

b b= a.sena
sena=—=b=a.sena

a

C x
COSq@ =—=C=a.cosa B ¢ = a.cosa A

a

Figura 8: Catetos em fung¢éo do seno ou cosseno e da hipotenusa

Assim, podemos escrever 0s catetos de um triangulo retangulo em funcéo do seno

e do cosseno de um angulo agudo e da hipotenusa.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1212452/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1212452/CA

20
2.1.4 Lei dos cossenos
Seja ABC um triangulo tal que BC=a ,CA=b e AB=c. Sejaainda h=CH

a altura baixada de C sobre o lado AB. Ha duas possibilidades, ilustradas nas

figuras, conforme o ponto H pertenca a0 segmento AB ou esteja sobre seu

prolongamento.

m

Figura 9: Lei dos cossenos- Figyra 10: Lei dPS C0OSSenos -
Triangulo acutangulo Triangulo obtusangulo
)] No primeiro caso, seja m=AH =b.cosA. O Teorema de Pitagoras

aplicado aos triangulos AHC e BHC fornece as igualdades:

b? =h*+m?
e

a?=h?+(c—-mf =h®+c*-2cm+m?

Mas como m = b.cos A

Temos : a? =h? + ¢ — 2.cb.cos A+ m?

Comparando estas igualdades obtemos:

a’=b?+c?—2bc.cos A
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1)  No segundo caso, m= AH = b.cos(180°—A)= —b.cosA.

Novamente o Teorema de Pitdgoras aplicado aos triangulos AHC e BHC nos da:

0% = h? + m’

e

a?=h?+(c+m) =h*+c?+2.cm+m?
Mas como m =—b.cos A

Temos: a =h?+¢? —2.ch.cos A+m?

Dai resulta, como antes, que:

a’=b?+c?—2bc.cos A

Analogamente, tem-se também:

b? =a? +c? —2ac.cos B
c? =a? +b? —2ab.cosC

Observe que, quando A é um angulo reto, a Lei dos Cossenos se reduz ao

Teorema de Pitagoras.

Uma utilizacdo importante da Lei dos Cossenos, € a de podermos, facilmente,
obter os cossenos dos angulos de um triangulo quando seus lados sdo conhecidos.

2.1.5 Lei dos senos

Mostraremos a seguir que, em todo triangulo, a razdo entre um lado e o0 seno do
angulo oposto é constante e igual ao didmetro do circulo circunscrito a esse

triangulo.
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Seja ABC um triangulo tal que BC=a ,CA=b e AB=c.

Seja R o raio da circunferéncia circunscrita. Entéo:

a b C

A: A: AIZR
sen A senB senC

Demonstracgéo:

Hé& duas possibilidades, ilustradas nas figuras, conforme o ponto H pertenca ao

segmento AB ou esteja sobre seu prolongamento.

I) No primeiro caso, tracando a altura h, do triangulo ABC relativa ao vertice C,

temos: C

T
H

o

Figura 11: Lei dos senos- Triangulo acutangulo

No triangulo AHC, h =b.sen A

No triangulo BHC, h =a.senB

Logo, b.senA = asenB = —2 = b_ (1)
sen A senB
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Ainda no primeiro caso, tragcando a altura h,do tridngulo ABC relativa ao Vvértice

A, temos:

At B

Figura 12: Lei dos senos- Triangulo acutangulo

No triangulo AHC, h, =b.senC

No triangulo AHB, h, =c.sen B

Logo, b.senC=csenB=—" - b_ (2)
senC senB

Comparando (1) e (2), temos:

a b ¢
senA senB senC

I1) No segundo caso, tragando a altura h, do triangulo ABC relativa ao vértice C,

temos:

H A ¢ B

Figura 13: Lei dos senos- Triangulo obtusangulo
No tridngulo AHC, h, =b.sen (180°-A)
Mas como sabemos que sen (180°—A) =sen A,
Temos: h, =b.sen A

No triangulo BHC, h =a.senB

Logo, b.sen A—a.senB= —> - b_ 3)
sen A senB
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Ainda no segundo caso, tracando a altura h, do trisngulo ABC , relativa ao Vvértice

A, temos: c
AV,

,, y

A ; ¢ B

Figura 14: Lei dos senos-
Tridngulo obtusangulo

No triangulo AHC, h, =b.senC

No triangulo AHB, h, =c.sen B

Logo, b.senC =c.senB= — = bA (4)
senC senB

Comparando (3) e (4), temos:

a b c
senA senB senC

Para completar a demonstracdo, ainda temos uma interpretacdo geométrica para a

N b
razao —
sen B

Caso B seja um angulo agudo, temos:

Seja CD um diametro.

Figura 15: Lei dos senos
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Os angulos ABC e ADC sdo congruentes, pois ambos sdo angulos inscritos na
mesma circunferéncia e compreendem o mesmo arco AC .

Assim, no triangulo ADC,

sen B = b = b ~ =2R = didmetro do circulo circunscrito ao tridngulo ABC.
2R senB

Analogamente,

senA=2 o & __9R
2R sen A

senC=" o C __2R
2R senC

Finalmente,

a b C _,R

senA senB senC

Caso B seja um angulo obtuso, temos:

Seja CD um diametro.

Figura 16: Lei dos senos
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O angulo ABC, inscrito na circunferéncia acima, compreende o arco ADC. O

angulo ADC, também inscrito na mesma circunferéncia, compreende o arco
ABC .

Sendo o angulo ABC igual a B, temos que o angulo ADC é igual a 180°—B,

pois 0s arcos que eles compreendem séo replementares (cuja soma é igual a 360°).

Assim, no triangulo ADC,

sen (180°-B) = % = didmetro do circulo circunscrito ao triangulo ABC.

Mas como sen (180°—B) =sen B, temos:

b

—=2R
sen B

sen (180°-B) =sen B = b
2R

Analogamente,

sen A= 2 _9R
2R sen A
senC=" % _9oR
2R senC
Finalmente,
a b c

A: A: A:2R
senA senB senC

2.1.6 Area de um tridngulo em func&o de dois lados e o angulo

formado por eles

Conhecemos bem a formula da area do triangulo como sendo o semiproduto da
base pela altura. Expressaremos esta area como funcdo de dois lados e o angulo

formado por eles.
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Demonstracéo:

Seja ABC um triangulo tal que BC=a ,CA=b e AB=c.

Hé& duas possibilidades, ilustradas nas figuras, conforme o ponto H pertenca ao

segmento AC ou esteja sobre seu prolongamento.

Figura 17: Area de um triangulo acutangulo Figura 18: Area de um tridngulo obtusangulo

Como mencionado inicialmente, sabemos que a area deste triangulo ABC deve

x . F base - altura
ser calculada pela expressdo: Area = ———

Logo, Area = b-h

Podemos notar nas duas figuras que o triangulo formado pelos vértices BCH &

um triangulo retangulo, e entdo podemos usar 0s conceitos trigonométricos.

Na figura 17, temos: send = 2 = h=a-send

Na figura 18, temos: sen (180°—8) =sené = 2 = h=a-send

Como temos agora esta expressao para a altura do tridngulo ABC , podemos
substitui-la na nossa primeira formula para a area.

Assim, teremos: Area = b_2h _ Areg = P-a-send

Logo, Area = M

Essa formula serd usada na proposta 2, na demonstracdo da formula da adicdo de

arcos no contexto da trigonometria no triangulo retangulo.
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