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Formulacao do método hibrido na EG

A seguir € aplicado o potencial de Hellinger—Reissner decomposto em dois

principios de trabalhos virtuais, um de forgas e outro de deslocamentos, com o

N

objetivo de desenvolver os aspectos conceituais vinculados a elasticidade

gradiente. O campo de tensdes no dominio € é compreendido pela tensdo de
Cauchy r;., a tensdo total 0;1. e a tensdo dupla u;ﬁ. Todas sdo decompostas em

A . *
uma parcela homogénea e uma particular, de forma que r}s.l. =1ji+r§.’i,

s _ * P s _ * P , .
0;=0,;+05 € | =Wy, +lp, . O campo de deslocamentos cldssicos

correspondente ao campo de tensoes G;l. ¢ dado por uf, e o campo de

deslocamentos ndo-cldssicos na superficie I" € dado por quuf].n}.,

independentemente do deslocamento cldssico, de acordo com Mindlin [2], onde o

vetor n; representa a normal na superficie I'. O campo de deslocamentos no

e d _d . . R -
contorno € identificado poru. e q, 0s quais satisfazem as condi¢Oes de contorno

emlI.

4.1. Principio dos trabalhos virtuais
4.1.1. Principio dos trabalhos virtuais em deslocamentos

Parte-se da expressdo de trabalhos virtuais
[ @ +wdxi)d0 = [ fauld+ [ Pouldr+ [ Q dufdr -
41
+ L/; Rinlﬁuildl—‘

onde o subscrito s em Qisﬁufs representa a coordenada paramétrica da

discretizagdo do problema que para 3D corresponde a duas coordenadas [ m] e
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para 2D a uma coordenada [¢], inicialmente se trabalhard em 2D de maneira

ilustrativa de tal forma que QiSSufs =Qi8“f§' Posteriormente se fard a

generalizagdo para o caso 3D.Kiﬁ € conhecido como o gradiente de

deslocamentos do modelo de Mindlin Tipo II, onde:

d _ d d \_sed _spd
SKk;‘i = %6(”1',]% + uj,ik) = 5€ji,k = SKhij (4-2)
que sendo simétrico em j e i implica naturalmente a simetria do tensor de segunda

ordem uzﬁ :

L QW _ oW =M, (4-3)
kji — s — Pkij -
j aKkji j

que no marco da elasticidade gradiente proposta por Aifantis fica também

= S
aKkij

refletido pela definicdo de uiﬁ
Miﬁ = H;sdj = gZT;i,k (4'4)
O trabalho virtual diferencial realizado pela tensio de segunda ordem pode

escrever—se também considerando a simetria do tensor em i <> j como
s d _1,,s d d _1,,S d s d _ .. d _
Hji O =35 “kjiﬁ(“i,jk Ui )= “kﬁ&‘i,,‘k Tyt = ukjiaui,jk (4-5)
Isso permite escrever novamente a equagdo integral de trabalhos virtuais

como
[ dwda = [ (8ul; +w, 8, )0
_ s d d d d
= j; FouldQ + fr P&u'dl + fr Q. ,.Bul dT + fr Rinu? dT

Se € aplicado o teorema de Green em relacdo ao subscrito j na energia

(4-6)

interna entiao obtém-se

fQSWdQ: fr Tn Suldl — fgc;,jsufdmr fr W Sul,dQ — fg W, Sul, dQ (47)

e se é aplicada novamente a mesma operagio em relacdo ao subscrito k obtém-se

[ dwda = [ vnduldr— [ v SuldQ+ [ wndul,dl

]

] ; (4-8)
_J;Mjki,jnksui dr+fﬂujki,;k8ui dQ
Finalmente pode-se trocar os subscritos j < kpara obter
s d s d s d
fg SWdQ = fr Tn Suldl — j; T, SuldQ + fr W, Su T -
4-9

s d s d
_j;“kji,kn;’&"i dr—i_j;)ukji,jkau’i dQ
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Se for utilizada novamente a equagdo (182), reagrupado os termos
convenientemente e usando a decomposi¢do do gradiente de deslocamentos

como a soma de uma projecdo normal mais um projecio tangencial da seguinte
forma Suf). = n}.nléSufl +(8].l —nknl)ﬁufl entdo se obtém:

_j;z [(T;‘ _“’Zji,k ),j _E ] &"?dQ‘ + LKT;I _“’lszji,k )"; - R] Sufdr

—i—j; (uiﬁnjnk —R) nlﬁuildl—‘ + f;(pjzﬁnk (6].1 _";”1) 6“?,1 — Q_z.5uf,g )dI' =0

Agora, a tensdo total ¢ dada por o} =(t;—W,;,) e por equilibrio

(4-10)

(T =Wy, — f; =0 que dd como resultado a expressdo

\/;(G;inj - 1)1) Sujdl_‘—i— L(“Zﬁ";‘”k - Ri) nlsuildr"i_j;(llz;ink (8]‘1 —nn )Suil
—QiSBuis YdI'=o0
Este é o ponto de partida e divergéncia entre o proposto por Mindlin [2] e 0

(4-11)

método desenvolvido Dumont e Huamén [42]-[44], j4 que Mindlin elimina a
derivacdo do subscrito [ no dltimo termo através de identidades do calculo vetorial

que requer incluir o conceito de tensdes de salto (jump tensors) enquanto aqui é
feita uma simplificacdo baseada na geometria diferencial, que leva a expressoes
diferentes na determinacdo da tensdo cldssica e finalmente da matriz H nos
diferentes MECs da EG do presente trabalho; isso se mostrard depois das
considera¢des comuns da formulacdo hibrida dos elementos de contorno e finitos
mostrados a seguir. Na formulacdo hibrida se usa convenientemente a
decomposicdo das tensdes e os deslocamentos em uma solucio homogénea e

outra particular da forma

¢ =0 +o!
(4-12)

u=u +uf
1 1 1
e também a representacio da solu¢cdo homogénea como um somatdrio de solucdes

fundamentais

*

Gji zcjtmpm

M;’i :M:ﬁmp:; (4-13)
wEuLp,

Outra ferramenta usada no método consiste em expressar os deslocamentos

através de funcdes de interpolacdo de um vetor de deslocamentos nodais
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generalizados dG d° = <d q> que contém tanto as grandezas cldssicas como
ndo-classicas,
u;i :uindn
; (4-14)
qi :uinqn
Agora, para ilustragdo, mostra—se como € simplificado em 2D o termo que

permite desenvolver de forma diferente o exposto por Mindlin [2], vinculado com
a projecdo tangencial 51-1 —nn do gradiente de deslocamentos, do seguinte jeito,

8}.1 —nn, =%t}.tl (4-15)
o’ oou’
tz&‘ilz aé - tl&‘iz: a&: :u;n&in (4-16)

onde t]- representa o vetor tangencial na superficie I" dado pelo vetor

t=[x’(§),y’(§)]Te & representa a coordenada paramétrica que descreve a

geometria da superficie I" através das fungdes de interpolagdo nodal u, ©).
Utilizando (4-12) — (4-16) pode-se escrever a identidade (4-11) como

b | Oy, 084, + [ (0, —P)u,dU8d, +p,, [ i, mnu,dldq, +

| (utymn =R, Ju, dT8q, +p,, | <¢u;,.mnkt]um )d['d, (4-17)

+ [ gy, —Qu S, =

que matricialmente pode SEr expressa como

5d.
pm fG”m ; mdl“+f Mk,]m”kt, mdl“ ’ f},tk”mnkn)uindr} {Sqn}
—l—[f (Gpnu +2ubnt )dF ‘ fu nn.u, dFl o, (4-18)
ij o jin J? kji k] in kji ‘R % in Sqn

od
!/ n| _
_[ ' Pu,dl —f—er_z.uindF | eriumdr] {Sqn}_o

Como a identidade anterior tem que ser valida para qualquer configuracio
de deslocamentos compativeis o fator que multiplica a {Sdn Sqn}T tem que ser

nulo, o que dd como resultado a expressao final
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* 1 * / 1
j;cijmnjuindr+L?uk{jmnktjuindr { *}+ f( ij ] m+ Mk]: k] m) dr
) .
j;ukijmnknjuindr j;uiﬁnknjuindr
fl)iuindr+f Q—zumdr
T T
= —0
fRiuindF
T
(4-19)
que pOde—Se escrever como
H,,p,=p, —ph=H'p =p°-pF (4-20)

G : .
onde p, representa o vetor de for¢as nodais generalizadas que envolvem tanto

forgas nao-cldssicas como cldssicas € p’ € o vetor andlogo ao anterior,

correspondente a solugdo particular do problema.

4.1.2. Principio de trabalhos virtuais em forcas

Parte-se da entidade proveniente do potencial de Hellinger—Reissner que
permite controlar a compatibilidade de deslocamentos tanto para ul.S e uf através
de trabalhos virtuais em termos de forcas
f (uf, —ul )3T,dQ + f (uf —ul, ), dQ = O (4-21)

Igualmente ao caso anterior, pode—se trocar os subscritos j <> k ficando a

equacdo anterior da forma

f (u; —ui, )BT, dQ*f (] — uf; )35,dQ = O (4-22)

que integrada por partes e aplicando-se o teorema de Green em ambos termos fica
\fr (u —u! )ST;.nidF — j; () —u )S’E;’jdﬂ +
j;(“fk - “:'i,k )&Lﬂu ’dl—‘ f (] e Uig >6H;ki,jdg =0

Se o procedimento € repetido no segundo e quarto termos a equacao anterior

(4-23)

fica depois de trocar subscritos k <> j nos trés tltimos termos como
fr (uf —u')3T;n T — fg (u —u!)3T, dQ+ fr (ut, —ul )3y n,dT -
424
— fr(uf — ufl )Sjvtkﬁ,knjdr—k fg (u; — ufl )SMk].i’kidQ =0

que agrupado resulta em
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fr (u; — ufl )(5‘5; - 5}1;.,.,,2 )n}.dl—‘ — fQ (u; — uf )(S‘C;,j — Su;i’kj )dQ
+ j; (u;; —uf )Oym,dl' = O

Se na equagdo anterior

(4-25)

7z

1. d . 1,\ . * * _ *

¢ aplicado as equivaléncias (*c].l. - ukﬁ’k) =0, ¢©
* L .

G, ;=0 obtém-se finalmente

fr(uf—u?)56;nidr+j;(uf,j—uii)su:ﬁnkdl—‘zo (4-26)
Analogamente ao caso de deslocamentos virtuais pode—se descompor a

gradiente de deslocamentos numa projecdo tangencial e outra ortogonal

u; =nnu, + (8, —nm) u,, em ul ; € entdo a equacdo anterior € dada por

fr(uf—u?)SG;njdl—‘—l—fruf’jﬁu;.inkdr—j;uiln}.nlﬁu;inkdr

—j; uil (51.1 —nmn )Su;;l.nkdr =0

(4-27)
Em 2D pode-se usar na equagdo anterior a expressao da projecdo ortogonal
8y —nm =|_]|_2t].tl e a defini¢do de deslocamento de segunda ordem qfl :“f,lnl

resultando em
* s d * s * d
fFSGﬁni(ui —U; ) dr—l—j;Sukﬁnkui’idF—fFSLLkﬁnjnkqi dr

_fr Siym, |J] " ttuf,dl = O

Se a equacdo anterior se aplica a decomposicdo da solugdo em uma

(4-28)

homogénea e particular (4-12), a representacio da solu¢do homogénea como uma
serie de solucdes fundamentais (4-13) e os deslocamentos de acordo com a

interpolacdo de deslocamentos nodais (4-14) chega—se a expressdo:

f G]‘m mn](uwpr u - umdn )dr + f uk;zmspmnk (uzr ;pr + u? )dr

] _ (4-29)
_j;“’kjimSPmnjnkuinqndr_L[;MkjimSPmnk|J| tjuindndrzo
que matricialmente pode ser expressa como
Spm ‘f G]nn ; Wdl“+f Mkmnku”’jdl—'] {pf}
fcm ; mdl“+f ukﬂmnk‘ﬂ tu dr d
—{8p..} { } (4-30)
f},tkjimnjnkuindr 9.

+ {SP,,, {f Gﬂm ; 1d1“+f }.lkﬂmnku jdr}:o
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vélida para qualquer sistema de forgas virtuais {8pm} o que d4 como resultado que

o termo que ele multiplica deve ser sempre nulo chegando—se assim a expressdo

final

[ [ Gmudr+ [ u;ﬁmnku;,jdr] {p})

* * —2 * dn
7[‘/;Giimnjuindr+j;ukjimnk’J’ tjuilndr Lukiimninkuindr} {qn} (4-31)

—l—{ rGiimnjude—i— j‘rukiimnkuf’jdl—‘} =0

Isso permite distinguir as matrizes F no primeiro termo e H no segundo

através da expressao seguinte:
Fr p* =Hmndf—bm EFp* =Hd®-b (4-32)

mrtr

o1, ~ G
O vetor b corresponde ao ultimo termo da equacdo (4-31), e d” ao vetor

generalizado de deslocamentos nodais {dn q, }T.

4.2. Expressoes gerais para problemas 3D.

A expressdo 8).1 —nm =J—12tjtl tem um formato equivalente em 3D:

— 17 -
5].1 —nmn = J_ztjstms (4-33)
para o qual define-se as matrizes EE?).S e t=t __onde os subscritos r € s

correspondem as coordenadas paramétricas § e M, enquanto m corresponde as

coordenadas x, y, e z, dadas pelas expressoes:

t=[u v] (4-34)
t'=[v —u (4-35)
i:js :tjrtirtfn_s (4-36)

onde os vetores u e v sdo definidos pelas derivadas com respeito as coordenadas

paramétricas do vetor posicio <x, y,z> :<x(§ﬂ)’ y(iﬁl)’z(ﬁﬁl)>

u= aéy V= any (4-37)
agz anZ

Os vetores u € v podem ser visualizados na Figura 7 como os vetores

tangentes determinados pela dire¢do de cada coordenada paramétrica & e 1.
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X

Jacobiano da transformagao:

J? =’u><v|

Figura 7 Sistema de coordenadas paramétricas em 3D

As equacdes (4-34)—(4-36) permitem rescrever as expressoes (4-20) — (4-31)

no formato geral para problemas 3D do seguinte jeito:

fﬁﬂm ; mdl“+f },Lkumnkt]sum,sdl—‘ . f(Gpnlum-i— uk”nk i ms) dr
{o}+

J;ukijmnknjuindr fuk;zn n]umdr

LRuindF
- j;Rz.uindF

=0

(4-38)
* —2 ~ * dn
[f G;zmn]utndr+ J;ukjimnk ‘J‘ tjsuin,sdr j;ukjimnjnkuindrl {q } (4-39)
+ { Gﬂmnluf’dl—‘—i— f u;imnkufidl—'} =0
- ,
Finalmente a matriz K € obtida das duas expressdes como
K=HTFH (4-40)
*
Resolvido o problema em termos de p em (4-20) e (4-31), obtém—se
Kd=p-p’+H"F b (4-41)

O MHEF estd governado no resumo pelas equacdes determinadas para os

dois supostos de trabalhos virtuais:

b =Py —p2 =H'p =p®—pP (4-42)
F,p,=H,,d ~b,=Fp =Hd°-b (4-43)

Em suma, o MHEC generalizado precisa de uma variacio da solucgéo
fundamental singular composta de uma solucdo cldssica e uma ndo-cldssica, tal

como ¢ mostrado na secdo seguinte. Também é preciso uma derivacdo de
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superficie em relacdo ao ponto fonte nas duas expressdes para completar o sistema
de equacoes.

Deve ser considerado que os dois métodos, o MHEF e o MHEC, na prética
sdo utilizados s6 teoricamente como ferramenta para uma formulagcdo simplificada
j& que o cdlculo computacional da matriz F é na EG ainda mais trabalhoso e

complexo.
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