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Aplicacao Numérica 2D do MHEF na EG

10.1. Q4 Irregular

A primeira tentativa para conferir a formulacdo do MHEF na EG consistiu
em fazer um teste individual ao elemento finito irregular Q4 de 24 gdl, 8 gdl

classicos e 16 gdl ndo-classicos, como se mostra Figura 35.
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Figura 35. Q4 Irregular com 24 gdl. nodais, 8 classicos (setas continuas) e 16 nao-

classicos (setas descontinuas desenhadas fora dos n6s mas correspondem a eles);

mostram-se também as constantes constitutivas utilizadas e a espessura.

Primeiro foram calculadas as matrizes H e F e analisadas suas propriedades

espectrais, para o qual se determinou o espago nulo W e V respectivamente.

W E<W1 A W3> estd constituido respectivamente por dois campos
de deslocamentos de corpo rigido de translagdo u_ =(1 o>T ,u,=(0 1>T mais
um campo de rotacdo u ] =<—y x>T avaliados de forma nodal. Aqui acontece

um fenémeno ndo trivial com o campo nulo de deslocamentos nodais W, ji que

se apresentam grandezas nodais ndo-classicas devidas 4 rotacdo de corpo rigido. O

campo de deslocamentos de corpo rigido ndo-classico € dado por
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T
q 3=Vu3-nEq3i =Ug; M E<—n2 n1> (q, =q, =o) avaliados nos nds;

B

como se pode apreciar este deslocamento correspondem a grandezas apenas

tangenciais. Entilo W, pode se escrever como uma composi¢do de um vetor

classico W' (no presente exemplo de ordem 8) e outro vetor nio-cldssico W/
(de ordem 16) da seguinte maneira:
w;
= (10-1)
3 Wq
3
Como se mostrou a matriz H € uma matriz também composta de duas sub
matrizes vinculadas a deslocamentos classicos e ndo-classicos,
H= (H*+H" H°)
8 * * -2 * ];] (10-2)
= g@rcjfmnjuindr'l' Orukjimnk|.]| t;ugdr Orukjimnjnkuz’ndrﬁ
Na elasticidade gradiente o espago nulo da rotagdo de corpo rigido se da

através de uma compensa¢do de duas parcelas vinculadas aos deslocamentos

classicos e ndo-classicos que se anulam mutuamente da seguinte maneira

HW, =H"+H").W, +H".W!=0 (10-3)
o A Wd C q A d _

onde se verificou que H". . #0O, H .W3 #0, H W, =0 e portanto

HB.VV;=—HC.VV;’. A configuragdo geométrica do vetor W, mostra—se na

Figura 36.
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Figura 36. Configuracao vetorial (setas descontinuas) do campo de deslocamento nodal

nao-classico a rotagdo W 3‘7 . Todos s@o tangentes a superficie onde séo avaliadas.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0821356/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0821356/CA

136

A montagem da matriz H foi feita com uma aproximagdo de 30 casas

decimais e se verificou o erro do espaco nulo satisfatoriamente através da

defini¢do de norma de erro seguinte.

24 3 (24 2
ErroHW)=[>">" ZHika]. =.11475e- 25 (10-4)
i=1j=1\k=1

que também foi verificado em todos os outros elementos que se apresentardo em
adiante.

V se avaliou através da dependéncia linear das solugdes fundamentais das
solugdes escolhidas, aqui se usaram as solu¢des fundamentais polinomiais
classicas:

x| 73+4v o x(—5+8V) y y(=7+8v) ...
® 0 —3+4V y x(—7+8v) x
(20-5)
que determina o campo nulo seguinte:
T
10 0 O o o -
V=lo 1 o o o o (10-6)
0 0 O % —% 0

A norma de erro de F.V foi exatamente zero.

Verificou-se numericamente os postos das matrizes H e F com as ordens

dos seus correspondentes campos nulos W e V de forma satisfatéria (a igual que
em todos os elementos que se apresentardo mais adiante) ,

Posto(H"H)=Dimensdo (H'H)—Rank(HH" )=3, (10-7)
Posto (F)= Dimensdo (F)—Rank (F)=3 (10-8)
A matriz K foi obtida através da expressdo (4-40) K= HTFH utilizando

o conceito de inversa generalizada da matriz F* (matriz singular) e dada pela
expressiao F +VTV)™?; foram aplicados diversos campos de deslocamento d ,
linear, de tal jeito de poder verificar satisfatoriamente que as forcas nodais
correspondentes a P =K.d gerem deformacdes constantes (0 IET). Também se
verificou que o campo nulo de K, ou seja W, satisfaga KW=0.

O Q4 da elasticidade gradiente passa o teste individual (IET) através da
aplicacdo de um campo linear da solugcdo fundamental gerando tensdo e

deformacdo constante, fato ndo trivial ja que eles surgem através de operacdes
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matriciais que incluem grandezas ndo-cldssicas. Embora campos de maior ordem
ndo passem o teste, o campo quadritico gera forcas nodais equivalentes em

equilibrio com as forgas obtidas através de relacdo de rigidez P=K.d .

10.2. Patch Test de 3 EF-SG lineares Q4 irregulares

Foi feito o PT de 3 elementos finitos Q4 do tipo elasticidade gradiente,
lineares de 24 gdl cada, mostrados na Figura 37 que integrados no Patch fizeram
um sistema global de 50 gdl nodais, 14 gdlI cldssicos (setas continuas) e 36 gdl

nio-classicos (setas descontinuas)
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Figura 37. Sistemas de coordenadas de um Patch conformado por 3 EF-EG lineares Q4
de 24 gdl nodais cada. O Patch esta conformado por 14 gdIC (zetas continuas) e 36
gdINC (setas descontinuas), todos correspondem a grandezas nodais mas estédo
desenhadas ilustrativamente a um canto de cada né, por exemplo, o n6 central esta
conformado por 8 gdl (2 gdIC+6 gdINC).

O primeiro PT consistiu da aplicacdo de um campo de deslocamentos linear

u=(x(—5+8v y)Tcorrespondente a uma solugio fundamental polinomial e foi

verificado se o sistema de forcas nodais satisfazia o equilibrio e se a for¢a nodal
central era nula. O PT seguinte consistiu da aplicagdo de um campo de
deslocamentos de corpo rigido, que contém deslocamentos cldssicos e nao-
classicos, e a consequente geracdo de forcas nodais nulas que também representa
uma propriedade espectral da matriz de rigidez global. Finalmente foi feito um PT
com um campo de deslocamentos quadritico que também passou o teste

satisfatoriamente.
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10.3. Convergéncia de uma barra de trelica com elementos finitos 2D

Apresenta—se nesta secdo uma andlise de convergéncia de elementos finitos
de elasticidade gradiente Q4, lineares e de 24 gdl cada, para a simulacdo de um
elemento de trelica utilizando diferentes modelos de discretizacdo. Os dois
campos aplicados ao modelo correspondem as solu¢des fundamentais quadratica e
ctibica. A grandeza analisada corresponde a forga axial no extremo direito da

barra obtida através do método de rigidez p=K.d e ao carregamento nodal

equivalente no contorno.
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Figura 38. Analise de convergéncia de elementos finitos para conformagao de uma barra
de trelica. Foi aplicado dois campos de deslocamentos e analisado o erro da forga no
extremo direito da barra para diferentes graus de discretizagao.
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Na Figura 38(a) se mostra os resultados dos campos aplicados e se pode
apreciar que a convergéncia para um campo cibico e 40 elementos nio fica
satisfatoriamente, pouco menos de 10%, em quanto o resultado para um campo
quadrético ficou distinguivelmente superior, 1.25%. Esse fendmeno € também
encontrado de forma andloga na andlise de convergéncia de elementos finitos da
EG feita por Vardoulakis et al [53] onde ainda nio € reconhecida fisicamente a
razdo do comportamento em questdo. Os resultados da andlise feita para um
campo de deslocamento linear sdo diretos, ou seja, em todos os modelos de

discretizacdo os resultados s3o numérica e exatamente iguais.

10.4. IET e PT de elementos cubicos quadrilaterais.

Nesta secdo se apresenta um IET (Individual Element Test) de um elemento
ctbico quadrilateral de 12 nds e 56 gdl, 24 gdIC mais 32 gdINC, Figura 39(a), que
passou o teste através de uma aplicacio de tré€s campos de deslocamento: linear,
quadrético e cubico. Também foi feito um PT de dois elementos ctibicos, Figura
39. (b), onde além de passar o teste se verificou se as forcas internas nodais eram

nulas.

0.80 0.80 ¢

0.70

0.60

0.00 0.10 0.20 0.30 0.40 0.00 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80

(a) (b)
Figura 39. (a) Mostra—se o elemento finito cubico de 12 nés, 56 gdl, 24 gdIC+32gdINC
submetido ao IET com trés campos, linear, quadratico e cubico; (b) PT de dois
elementos cubicos de 44 nés e 92 gdl, 48 gdiC+44 gdINC, foi aplicado também os
mesmos campos de deslocamentos nodais que o caso anterior.
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10.4.1. Anadlise de convergéncia de EF

Nesta secdo se apresenta a andlise de convergéncia para elementos finitos
Q4 de 24 gdl e Q8 de 36 gdl submetidos a campos de deslocamentos que variam
desde o quadritico até o quintico correspondente as solucdes fundamentais
polinomiais; verificaram—se em cada caso duas consisténcias (1) que a somatdria
das forcas internas nodais tenda a zero e (2) que o erro das forgas de superficie

proveniente da compara¢do de p=Kd com a for¢a nodal equivalente cldssica
N _ , g N _
P, _IFI)iuindF+eriuindF e nio-cldssicas R _IFRiuindr tendam a zero.
Os diferentes modelos de refinamento da discretizag¢@o estdo representados

na Tabela 3 onde se mostra os nimeros de elementos finitos utilizados em cada

modelo e os dois s6lidos que foram analisados.

1,20 3,00
0,80 | J J 1 2,00 | ’ ? ’
Modelo | #EFs Lo j !
I 100 VA S S
2 x2 4 o401 - e . ' r
4 x 4 16 0,00 0,00 [ . . /- # ¥
8 x 8 64 [+ + .
-0,40 00 + f—FA——
12 x 12 144 |+ +—e + /
+ / /
16 x 16 256 080 | 1 ° Tt 1 "2,00
41,20 s 3,00 | -
-0,20 0,20 0,60 1,00 1,40 1,80 2,20 200 000 200 400 600 8o
(a)
(©)

Tabela 3. (a) Modelos de discretizacao para os dois sélidos analisados: (b) quadrado
2.0 x 2.0 m (c) paralelogramo de lado 5.0 m

Na Tabela 3 se podem visualizar as dimensdes dos sélidos regulares
analisados: um quadrado de 2x2 m, e um paralelogramo de lado 5 m e inclinacdo
%. Para a representagdo média do erro de todas as forcas internas se utilizou a

norma de erro dada pela somatdria do erro em cada ponto

erro(p) = Z:erro(pi)2 (20-9)

k=1,n

e o erro da for¢a em cada ponto erro(p,) s6 para os n pontos internos foi calculado

pela expressao
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2K,
erro(pl.) =;§1—
K.d;

Z jij

onde K;corresponde a matriz de rigidez generalizadas global e d]. ao vetor de

(10-10)

> ‘

deslocamento nodais generalizados de acordo ao campo escolhido.
Também se verificou as propriedades espectrais de matriz global a través de
deslocamentos de corpo rigido que como se mencionou anteriormente eles

implicam na elasticidade gradiente deslocamentos ndo-cldssicos.
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B °
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1.E-04 oy
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1 10 100 1000
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Figura 40. Paralelogramo Q4: erro das duas forcas médias classicas e nao-classicas em
x ey, para campos de deslocamento cubicos (Cub), quarticos (Qua) e quinticos (Qui)
para (a) g=0.10 (b) g=0.20 (c) para g=0.00.
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A Figura 40 mostra a convergéncia das forcas internas cldssicas e ndo-

cléssicas para campos de deslocamento de graus 3°, 4° ¢ 5° (Cub, Qua e Qui)

provenientes da solucdes fundamentais nio-classicas desenvolvidas na se¢do 3. O

erro das forcas cldssicas estdo designadas por Px, Py e o erro das forcas ndo-

classicas na face inclinada Rx, Ry sdo designadas com sufixo V e as for¢as nio-

classicas na face horizontal Rx, Ry com sufixo H.

Forga Centro Face Direita, g=0.2
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Forga Centro Face Direita, Campo Grau 5
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g =0.20
v =0.2

Figura 41. Convergéncia da forga de superficie central no sélido paralelogramo através

da norma do erro |K.d-P|/|K.d|, P, forca nodal equivalente: (a)—(c) cada ilustragdo mostra

para cada g a sensibilidade aos trés diferentes campos aplicados O(rs)—O(rs); (d)—(e)

cada ilustragao mostra para cada campo a sensibilidade ao parametro g.

A Figura 41 mostra a convergéncia da forca interna classica Px do mesmo

paralelogramo discretizado por Q4s. Os primeiros 3 graficos mostram a

sensibilidade do erro ao campo de deslocamentos de graus 3°, 4° e 5° (Cub, Qua e
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Qui), mantendo constante o pardmetro constitutivo ndo-classico para cada caso:
¢={0.2,0.10,0.00}. Os dltimos 3 graficos mostram a sensibilidade do erro ao
pardmetro constitutivo nio-classico g={0,0.10,0.20,0.30} mantendo constante os

graus 3°, 4° e 5° do campo de deslocamentos em cada caso.

05 ° ° 05 [ 13 0571

ofofofcofofofofolofototo

45 @ 2 05 45 45
b 05 15 2 s 15 -’ 5 15 b s 15
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9 1,E-04 SSUN —A— Rx O 1,604
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Figura 42. (a) Discretizacao de um sélido em elementos Q8; (b)—(d) erro médio de todas
as forgas internas; (e)—(g) erro no ponto central do elemento. As curvas que nao

parecem s&o nulas.
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10.5.Calculo de tensdes internas de um elemento finito

O erro das tensdes da aproximac¢do numérica para elementos finitos no

subdominio Q de cada elemento pode—se estimar através da seguinte norma de

erro:
N A
ot o
erro(0;; ) = = (10-112)
\/ (0" )dO
onde G ; corresponde a solug¢do numérica e O'A~ a solucdo analitica; a
Feg
ex o)
erro(o‘: )
Io( "*')
1E+01 -
1.E+00 - K
% g
9 g o511
1.E-01 - N
i @ [0s22
1.E-02 + e &
E 512
1E-03 +
(o] ~N (a2} o (a2} o < < < <
n_l n_l n_l n.l n_l n.l n.l n.l f;‘_I n.l
3 =} 3 =} ] 3 = =} > =}
& & & B & & & B | I &
o0 @ o o o o o @| o o
(N9 (V9 (N8 [N (N8 [N [V (¥ 8 [V [V
Q12
-0.15 -o.‘os o.l:s 0.15 - -0.05 0.05 0.15
(b) (© (d)

Figura 43. (a) Analise do desempenho de aproximagao das fungdes polinomiais (F.P.) e
as funcdes Bessell (F.B.) no célculo do erro das tesdes resultantes (s11, s22, s12) da
aplicacdo de campos de deslocamento quadratico (uP_2), cubico (uP_3) e quartico
(uP_4) para trés diferentes elementos finitos quadrilaterais irregulares: (b) Q4 (c) Q8 e
(d) Q12.
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