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2
Posto Reduzido

Em muitas situagoes os sinais discretos a serem processados pelos
receptores de um sistema de transmissao digital possuem um elevado niimero
de elementos, requerendo com o uso de técnicas convencionais o processamento
de conjuntos (vetores) com um niimero bastante elevado de amostras. O obje-
tivo maior aqui consiste, portanto, na reducao da complexidade computacional
e/ou tempo de convergéncia dos algoritmos voltados para os procedimentos de
equalizagao/deteccao em sistemas com um grande nimero de componentes,
sem perda apreciavel no desempenho final do receptor. Este tipo de processa-
mento pertence a classe dos processamentos com reducao de posto, e aqui ele
é promovido por meio de dois estdgios iniciais, o estagio de interpolacao e o
estagio de decimacao do vetor original.

No inicio sao descritos os principios basicos da estrutura de posto redu-
zido e posteriormente sao propostas algumas estratégias para o dimensiona-

mento dos estagios de interpolacao e decimagao no bloco de posto reduzido.

2.1
Processamento de Posto Reduzido

Os principios basicos da estrutura do bloco de posto reduzido sao
detalhados nesta secao.

O processo de reduzir a dimensao do vetor recebido é constituido por
dois blocos, o estagio de interpolagao e o estagio de decimacao, conforme o

diagrama da Figura 2.1.
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Figura 2.1: Diagrama do Posto Reduzido

Considere uma observacao vetorial r(i) de tamanho M x 1 expressa na

forma:


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1112776/CA


PUC-RiIo - Certificagéo Digital N° 1112776/CA

Capitulo 2. Posto Reduzido 20

r(i) = b(i)s +i(7) + n(7) (2-1)
onde, b(i) é uma varidvel aleatéria complexa de média nula (E[b] = 0) que
corresponde ao ponto da constelacao de sinais associado ao i-ésimo simbolo
transmitido pelo usuério desejado e s é o vetor que representa a assinatura do
usuario desejado (assinatura efetiva). O vetor de ruido n(i) = [n, (i) ...n,,(7)]*
é complexo gaussiano, com E[n(k)n(i)?] = ¢2I, onde ()T e (.)* denotam
os operadores transposto e Hermitiano transposto, respectivamente e [E|[.]
expressa o valor esperado. O vetor i(7) representa a interferéncia que depende
do sistema e pode incluir interferéncia de multiplo acesso (IMA), interferéncia
entre simbolos (intersymbol interference - ISI), ou seja, tudo aquilo que no vetor
recebido, nao corresponda a informacao do sinal desejado ou ruido. Considera-
se aqui que os vetores b(i) s, i(7), e n(7) sdo estatisticamente independentes.

O bloco de interpolacao consiste na filtragem do vetor de observacao r!
por um filtro de pesos representados pelo vetor v de tamanho L, x1 (L, < M),
cuja funcdo é gerar maior correlacido entre as componentes do vetor r antes
do processo de decimacao. O bloco decimador D seleciona uma parcela das
componentes do vetor interpolado, reduzindo sua dimensao por um fator F.
Por conseguinte o comprimento final do vetor observado depois de passar pelo
bloco de posto reduzido é de | M/F | = D, onde |z | representa o maior inteiro
menor ou igual a x. A operacao de decimacao pode ser implementada por meio

da matriz D com dimensao D x M, expressa por

[th )
=
O ... 1 0 0 00 0O O0O0O
D=|0 ... 0 0..100 000 ]|\yp (2-2)
o... 00 000..100)/)
M

A matriz D contém apenas um componente 1 por linha, cuja posicao
indica qual componente do vetor permanecera apds decimacao. O indice [
representa a posicao a partir da qual comega a decimacao ou offset da
decimacao, ou seja, a posicao daquela que sera a primeira componente do
vetor reduzido. No caso de decimacao uniforme, por exemplo, se pretende-se
reduzir o vetor por um fator F', existem F' possiveis padroes de decimacao
identificados pelo indice [ de forma tal que, pode-se tomar a componentes nas
posicoes I, F'+ 1, 2F + ..., paral=1,2,... F.

'Para nio carregar excessivamente a notacio, o indice de tempo 4, em r(i), i(i), n(i) e
similares, serao suprimidos, sem perda de generalidade.
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Na saida do bloco de posto reduzido tem-se como resultado um vetor de

observacao reduzido r,, que pode ser expresso na forma

r, = DVr (2-3)
= DV(bs+i+n)
= bs,+1i,+n, (2-4)

onde a matriz de convolucao V é a matriz toeplitz? do vetor v que implementa
a convolucao discreta deste vetor com o vetor de observacao r.

A equagao (2-3) permite deduzir que a operacao feita pelo bloco de posto
reduzido pode ser representada por uma matriz de reducao X, de dimensao
D x M constituida por X, = DV. Além disso, considerando a propriedade

comutativa da convolucao, e possivel reescrever a equagao (2-3) como

r, =DRv (2-5)
onde R ¢é a matriz toeplitz que tem na primeira coluna o vetor r concatenado
com zeros. Do mesmo modo, a assinatura reduzida do usuario desejado e o

vetor de ruido reduzido podem ser expressos por
s, = DSv (2-6)

n, = DNv (2-7)
sendo 8 e N matrizes toeplitz dos vetores s e n respectivamente.

Se o espacamento entre as componentes preservadas na decimacgao do
vetor r em (2-5) for maior ou igual a memoria, L, — 1, do filtro interpolador,
entao o vetor de ruido na saida do estagio de posto reduzido permanece branco.
No caso de decimagao uniforme esta condicao é satisfeita para um fator de
decimacao F' > L, — 1 ouseja L, < F + 1.

2.2
Dimensionamento do Posto Reduzido

Esta secao propoe algumas estratégias para o dimensionamento dos
estagios de interpolacao e decimagao no bloco de posto reduzido desenvolvido

na Secao 2.1. O objetivo aqui é a redugdao da complexidade computacional

2A matriz Toeplitz é uma matriz em que cada diagonal descendente da esquerda para
a direita tem valor constante. Ela é utilizada amplamente para implementar a convolucao
entre dois vetores através da multiplicacao da matriz Toeplitz de um dos vetores pelo outro.
A matriz toeplitz de um vetor para fins de convolugao é criada preenchendo a primeira
coluna da matriz com o vetor e completando a coluna com zeros até obter-se o comprimento
resultante da convolucao desejado. Basta uma coluna para se construir a matriz, ja que cada
coluna é construida a partir da anterior deslocando-se os elementos para a linha de baixo,
sendo que o ultimo elemento da coluna anterior é eliminado da nova coluna.
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dos procedimentos de equalizacao e deteccao advindas do processamento no
receptor de vetores com um grande nimero de componentes, sem perda

apreciavel de desempenho.

2.2.1
Esquema A: Maximizar a Razao Sinal-Ruido na saida do Estagio de
Reducao de Posto

Supoe-se aqui que a assinatura s do usudrio desejado é conhecida®. A
razao sinal-ruido (signal-to-noise ratio, SNR) na saida do estégio de redugao

de posto, é expressa por:

Efllbs, ]

SNR
E [l 7]

E {16 lls, II*
Efln, (7]

s, |17
— H D H 5 (2-8)

Ellln, [|?]
onde § = E[|b|?]. Por outro lado n, corresponde & sequéncia de ruido branco
filtrada por v e decimada. A variancia dos componentes do ruido filtrado é
portanto dada por oZ|v||?>. Como n, contém D destas componentes, tem-se

que

E[|n, | = Doy v (2-9)
substituindo (2-9) em (2-8) obtém-se:

_ s,

SNR
Dag|lv?

(2-10)

O objetivo agora é descobrir conjuntamente o filtro v* e o padrao de
decimagao D* que maximizem a relagao sinal-ruido dada pela equagao (2-10).
De inicio, restringe-se o problema a encontrar o filtro v; que maximiza a relacao
sinal ruido da equacao (2-10), dado o padrao de decimagao, ou seja, fixada a

matriz D; escolhe-se v; tal que

3A assinatura do usudrio pode ser estimada por meio de diferentes métodos assistidos
ou cegos, e sua obtengdo nao é foco de discussao nesta dissertagdo. Como alternativa,
entretanto, uma estimagao da assinatura de forma assistida foi incluida nos procedimentos
das estratégias onde ela é necesséria.
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d s, I
Vzk = argm‘é}xm
n

= argm‘é}x THE -

mas no numerador de (2-11), o quadrado da norma da assinatura reduzida

pode ser expresso na forma

Isp > = DSV
= v'S"DI'D,Sv
= viAWV (2-12)

onde A; de dimensao L, x L, é a matriz simétrica nao-negativa definida dada

por
A, =S"DID;S (2-13)

Substituindo a expressao (2-12) em (2-11) obtém-se:

. viAv
v, = argmjlx ||V||2

= argmax VAV (2-14)

onde v é o filtro v normalizado para comprimento unitario.
O filtro v; que maximiza a forma quadrética em (2-14) é o autovetor
normalizado associado ao maior autovalor Ayax; da matriz A;.

Tem-se assim que
WMo
)\max,l =V Alvl (2—15)

e portanto, a SNR na saida do estdgio de posto reduzido é proporcional a
)\nlax7l~
Pode ser verificado ainda que o produto D}*D; em (2-13) pode ser

expresso por
D/'D; = diag(p)) (2-16)

onde o operador diag(p) representa a matriz diagonal cujos elementos nao
nulos sao iguais aos elementos de p. O vetor de pesos p; identifica o padrao de

decimacao e assume o valor 0 nas posicoes correspondentes as componentes
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do vetor a serem decimadas e 1 naquelas que serdo conservadas. Como

diag(p;) = diag®(p;), tem-se que

A, = S"diag(p)S
= S™(diag(p))"(diag(p1))S (2-17)

Assim, se U; = (diag(p;))S entao:
A, = Uy, (2-18)

e a complexidade das operagoes para calcular a matriz A; é reduzida.
O procedimento adotado para o dimensionamento do estagio de redugao

de posto de acordo com o Esquema A é composto pelos seguintes passos

1. Estimar a assinatura efetiva do usuério desejado:

sljl = aslj — 1] +r[j]0"[j] (2-19)

onde « é o fator de esquecimento com valor entre 0 < av < 1.

2. Determinar a matriz toeplitz S[j| do vetor §[j].

3. Obter a matriz A; dada por(2-13)
. P T o7
Afj] = & [j]diag(pi)Sl7] (2-20)

4. Determinar o autovetor associado ao maior autovalor de A, [j] e atribui-lo

*
avy.

Obtém-se o melhor padrao de decimacdo D* conjuntamente com o
melhor filtro de interpolacao v* através do teste entre os possiveis padroes
de decimacao selecionados e comparacao dos autovalores méximos associados
a Al [7] para cada [. O padrao D; de decimag¢ao para o qual obtém-se o maior
autovalor é escolhido como 6timo, D*.

O pseudo-cédigo deste método de otimizacao do par filtro interpola-

dor/padrao de decimacao é apresentado a seguir.
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Algoritmo 2.1: Esquema A, otimizac¢ao conjunta do D e v

1 Apaz = 0;

2 for [ =1 to F do

3 determine a estimativa §[j] conforme a equagao (2-19);
4 determine a matriz toeplitz S[j] ;

5 determine o maior autovetor associado o maior autovalor de

ALl; )

6 A; < maior autovalor de A, [j];

7 v, < autovetor associado a \;;

8 if A\, > A\ then

9 Amaz = Aij

10 v =y

11 I* =1

2.2.2

Esquema B: Maximizar a razao sinal-ruido mais interferéncia na saida do
estagio de reducao de posto

Esta estratégia de dimensionamento visa determinar o par filtro inter-
polador/padrao de decimagao que maximiza a razao entre a energia do sinal
desejado e a dos sinais espirios (interferéncia e ruido) presentes na saida do es-
tagio de reducao de posto. Assim, procura-se descobrir conjuntamente o filtro
v* (6timo) e o padrao de decimagao D* que maximiza a SNIR (Signal-to-Noise
plus Interference Ratio).

A razao sinal-ruido mais interferéncia para o caso em estudo é dada por:

2
SNIR,, = — Olsp | (2-21)

iy +mn, 7]

Do mesmo modo que para o Esquema A, restringe-se este problema a
encontrar o filtro v* que maximiza a SNIR, da equagao (2-21), dado o padrao

de decimacao. Ou seja, fixada a matriz D; escolhe-se o filtro v; tal que

v; = argmax —6 Iso |I”
l v E[lli, +n,l?
_ Is, 17
= argmax (2-22)

v Eflli, +n,]?

mas resolver o problema descrito em (2-22), é equivalente a determinar


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1112776/CA


PUC-RiIo - Certificagéo Digital N° 1112776/CA

Capitulo 2. Posto Reduzido 26

' [
Vv, = argmax ———— (2-23)
l v E[flr,[?]
uma vez que:
Ellrl?) _ Ellbs,+ip+n,)7)
3 ls, 12 9 [ls, I

O ls,lI* + Eflli, +n,[°]

5 Is5 12
S pp— (2-24)
B SNIR,,
E 2
Assim, maximizar SNIR, é equivalente a minimizar a razao W
SD

maximizar a sua reciproca.
O numerador da fracdo em (2-23) pode ser expresso na forma de (2-12).

Por outro lado, considerando-se (2-5), tem-se que
Ellr,”] = E[DwVr|*

= E[|D/Rv]|]*

= Vv'E [RHD?{DZR] v

= viBv (2-25)
onde a matriz hermitiana simétrica e nao-negativa B; de dimensao L, x L, é
dada por

B, =E [R"D/'D/R]. (2-26)

Entao, o problema de maximizagao em (2-23), levando em conta (2-12) e (2-25),

pode ser escrito como:

v, = argmax f;(v) (2-27)
onde fi(v) é definida por
viA v -1
filv) = By vEAV (VIBV) . (2-28)

Para obter os pontos criticos da fungao f;(v) determina-se o seu gradiente

Vo fi(v) = —vHAy (vVIBV) P Biv + (VBw) T Ay,

os valores de v que anulam o gradiente devem satisfazer
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HAv) B HBv) A
B (V lV) 2lV n (V lV) le _ 0 (2_29)
(VHBv) (viBv)

ou ainda

- (VHAZV) Bv+ (VHB V) Av= 0
(V ) Av = (VHAIV) B;v

A (VHAZV) B
V= (viBv) v
AZV = /\BlV (2-30)
onde A em (2-30) é o escalar dado por:
(V*A)
A= ———7—7F 2-31
(viBv) (2-31)

Suponha agora que existe um vetor v que satisfaga (2-30) e que a matriz B,

tem inversa. Entao, v tem que satisfazer

Fv=J\v (2-32)

onde
F, = Bl_lAl (2-33)

Ou seja, v tem que ser um autovetor da matriz F; em (2-33). Por outro
lado, como de (2-31) tem-se que A = fi(v), o vetor v que maximiza f(v)
deve corresponder ao maior autovalor de F;. Tem-se assim que o filtro v; que
maximiza SNIR ¢ o autovetor associado ao maior autovalor Apa.x; da matriz
F;e fi(v]) = Amax-

O procedimento adotado para o dimensionamento do estagio de redugao

de posto de acordo com o Esquema B é composto pelos seguintes passos

1. Estimacao da matriz B,

N

Bi[j] = aBij — 1] + R"(j]diag(p)) R (2-34)
onde R[j] é a matriz toeplitz do j-ésimo vetor recebido.

2. Estimar a assinatura do usuério desejado s§[j] de acordo com (2-19).

3. Determinar a matriz toeplitz S[j] do vetor §[j].

4. Calcular A, [j] de acordo com (2-20).

5. Obter a matriz Fl[j] = Bfl[j]Al[j]
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6. Determinar o autovetor associado ao maior autovalor de F;[j] e atribui-lo

*
avy.

Obtém-se o melhor padrao de decimacao D* conjuntamente com o melhor filtro
de interpolacao v* através de teste entre os possiveis padroes de decimacao
selecionados e comparacio dos autovalores méximos associados a Fj[j] para
cada [. O padrao D; de decimacgao para o qual obtém-se o maior autovalor é
escolhido como étimo, D*.

O pseudo-cédigo deste método de otimizacao do par filtro interpola-

dor/padrao de decimacao é apresentado a seguir.

Algoritmo 2.2: Esquema B, otimizacao conjunta do D e v

1 Apaz = 0;

2 for /=1 to F' do

3 estime conforme a equagao (2-34) a matriz By[j] ;
4 estime §[j] pela equagao (2-19) ;

5 calcule a matriz toeplitz S [7] 5

6 determine a matriz F; a través da equacio (2-33);
7 calcule o maior autovetor associado ao maior autovalor de F, 7] 5
8 A, < maior autovalor de F,[j];

9 v, ¢ autovetor associado a \;;

10 if A} > A\ then

11 Amaz = Ai;

12 v =y

13 I* =1

Quando comparado ao Esquema A, o procedimento de dimensionamento
associado ao Esquema B é mais complexo, uma vez que requer a estimacao
da matriz, L, X L,, B e a inversao desta matriz, ressalte-se entretanto que os
valores de L, utilizados sao, em geral, pequenos e portanto B tem dimensao
reduzida. Por outro lado, o Esquema B leva em consideracao a presenca da
interferéncia, o que conduz a um ganho no desempenho do sistema, ganho este
tanto maior quanto maior for a razao interferéncia-ruido no sinal recebido.
Quando o ruido predomina sobre a interferéncia o desempenho de ambas

estratégias é similar e o uso do Esquema A, mais simples, é mais vantajoso.
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