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Péndulo Invertido

Muitas estruturas complacentes' tais como: torres articuladas, torres
estaiadas, plataformas de pernas atirantadas’ e outras estruturas flutuantes
utilizadas na industria offshore (Kareem, 1983), tém o comportamento dindmico
basico semelhante a um péndulo invertido. Ainda de acordo com Kareem (1983),
a razdo primaria para esse comportamento similar é que uma estrutura
complacente e um péndulo invertido sdo sistemas vibratdrios flexiveis no plano
horizontal e rigidos verticalmente.

O problema do péndulo invertido, por sua forte ndo linearidade e
acoplamento entre seus graus de liberdade, tem sido amplamente utilizado para
ilustrar muitas das propriedades basicas da dindmica nao linear, tais como perda
de estabilidade, bifurcagdes e caos (Anh et al., 2007).

Desse modo, neste capitulo, muitas das propriedades de um sistema
dinamico capturadas pelo uso dos modos normais nao lineares sdo demonstradas e
exemplificadas com o uso de um modelo constituido de um péndulo espacial
invertido restringido por trés molas extensionais. Imperfeicdes geométricas sio
consideradas no modelo e ambos os sistemas perfeito e imperfeito sao analisados.
A existéncia de modos similares e nao similares ¢ demonstrada e, por meio deles,
muitos fendomenos tipicos da analise modal ndo linear sdo ilustrados, tais como
multiplicidade de modos, modos instaveis e bifurcagdes.

3.1.
Formulagao

O modelo fisico adotado ¢ o mesmo apresentado por Thompson e Gaspar

(1977) e estudado por Orlando (2010). O modelo ¢ ilustrado pela Figura 3-1 e

' Uma estrutura offshore ¢ dita complacente quando exibe deslocamentos laterais

significativos em resposta as cargas de vento e ondas (Leonard e Young, 1985).

2 Tension leg platforms (TLP) em inglés.
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consiste de uma barra leve de comprimento / suportando uma carga estatica

concentrada P equivalente ao peso de uma massa concentrada m:
P=mg, (3-1)

onde g ¢ a aceleracdo da gravidade.

A estrutura ¢ restringida por trés molas lineares, inclinadas a 7/4 rad na
configura¢do inicial. A primeira mola, com rigidez igual a k;, encontra-se no
plano y-z, enquanto as demais, com rigidezes iguais a k, e k; encontram-se
dispostas simetricamente em relagdo ao plano y-z em um angulo de +a (positivo
no sentido anti-horario).

A rigidez da primeira mola ¢ igual a:
ke, =(1-2v)k, (3-2)

onde v ¢ uma constante positiva e k£ ¢ um valor de rigidez de referéncia, enquanto

arigidez da segunda e da terceira mola ¢ igual a:
ky = ks =vic (3-3)

Com o objetivo de se obter duas cargas criticas idénticas para o péndulo e
permitir, desse modo, a existéncia de varios caminhos pds-criticos acoplados
emergindo de um unico ponto critico, o valor da constante v ¢ determinado pela
seguinte equagao (Thompson e Gaspar, 1977):

V= o (3-4)
4sin’ o

No caso de uma distribui¢do equidistante das trés molas, ou seja, se o
angulo « for igual a 273 rad, a aplicagdo da eq. (3-4) resulta em
v=1/3, significando que as trés molas t€ém a mesma rigidez.

Uma metodologia bastante utilizada na derivacdo das equagdes de
movimento ¢ a aplicagdo do Principio de Hamilton que prescreve, em linhas
gerais, que a variacdo da diferenca da energia cinética e potencial mais a variacao
do trabalho realizado pelas forgas ndo conservativas durante qualquer intervalo de

tempo de ¢; a ¢, deve ser nula, isto é:

(3-5)

nc

j S(T —T)dt +j SW._dt=0),
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. P=mg

k1

e
. Y=u 2/
x=u vl

Figura 3-1 Modelo do péndulo invertido.

onde ¢ ¢ o simbolo utilizado para representar a variagdo das quantidades a sua
direita, 7 ¢ a energia cinética, /7, a energia potencial total e W, o trabalho
realizado por for¢as nao conservativas.

A energia potencial total ¢ expressa por:
M=U+V, (3-6)

onde U ¢ a energia interna de deformacgdo elastica e V, o potencial das cargas
externas atuantes sobre a estrutura.

A posi¢ao da estrutura pode ser univocamente determinada por duas
coordenadas (x, y) da massa concentrada no topo da barra, fato decorrente da barra
ser rigida. A coordenada na direcdo z pode ser determinada geometricamente de

acordo com a Figura 3-2 (a). Da Figura 3-2 (a) tem-se que a distancia w é:

w= m (-7)

de onde tem-se que:

z:\/lz—wz:\/lz—xz—y2 (3-3)

O sistema imperfeito ¢ descrito em termos de dois deslocamentos iniciais ox

e oy na diregdo dos eixos x e y, respectivamente.
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O comprimento da mola na configuracdo inicial imperfeita pode ser
calculado em fung¢do da posicdo de suas extremidades superior e inferior, dadas

respectivamente por:

Xos :<x0S’y0S’ZOS>; Xoi :<x0i’y0i’ZOi> (3-9)

Com o auxilio da Figura 3-2 (b), as coordenadas da extremidade superior

podem ser determinadas pelas seguintes expressoes:
xOszéx; yOs:é:y; ZOs: 12_5)(:2—5_)/2 (3-10)

J& as coordenadas da extremidade inferior sdo dadas de acordo com a Figura

3-3 (a) por:

1

x,; =lsena; y, =lcosa; z,; =0 (3-11)

Assim, o comprimento da mola na configuragdo inicial, /), de uma das

molas, no caso do sistema imperfeito, ¢ dado por:

ly =%, — %, ||= 211 - Srsena — Sy cosa) (3-12)

Obtém-se, de modo semelhante, o comprimento da mola numa configuracao
qualquer, /;, cuja extremidade superior seja representada pelas coordenadas (x,y,z)
e da extremidade inferior pelas mesmas coordenadas descritas pelas equagdes

(3-11), resultando na seguinte equacao:

1, =|%, — %, =2 - xsena — ycosar) (3-13)

A variacdo de comprimento da mola, e, no caso do modelo imperfeito, ¢é

dada, entdo, por:
e(a,x,y) =1, =, (3-14)

Substituindo-se as expressoes (3-12) e (3-13) na eq. (3-14), obtém-se a

seguinte equagao para a variagao de comprimento da mola:

e(a,x,y)= \/21(1 — xsena —ycosa) — \/21(1 — sena — Fycosa) (3-15)

onde a=0 para a primeira mola, a=27/3 para a segunda mola e a=27/3 para a

terceira.
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Figura 3-2 Configuragéo do péndulo: (a) durante o movimento; (b) imperfeicéo

geomeétrica inicial.

Desse modo, a energia de deformacao interna do sistema é:

1(1 2 2z
U=—|=k|e*(0,x,y)+e*| =—,x,y |+e*| - =, x, (3-16)
2(3 ){ (052 ( 30 ) 37
O trabalho realizado pela for¢a P ¢ igual a:
W="Pa, (3-17)

onde 4 ¢ o deslocamento vertical total sofrido pela forga P em relacdo a
configura¢do deformada e pode ser determinado geometricamente com o auxilio

das Figura 3-2 (a) e Figura 3-2 (b), resultando em:
A:l_(Z_ZOS) (3'18)

Substituindo-se as equagdes (3-8) e (3-10) na eq. (3-18), obtém-se:

A=I1—\P—x*—y* =P - &> -5 (3-19)

O potencial das cargas externas ¢ dado por:

V:—W:—P(l—\/lz—xz—yz —\/Zz—o?xz—@/z) (3-20)

Com a finalidade de facilitar as andlises paramétricas, duas coordenadas

adimensionais sdo introduzidas, a saber:

X —
w="5 0 =% (3-21)
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Substituindo-se as expressdes (3-21) na eq. (3-8), obtém-se a coordenada

adimensional na dire¢do z:

i, =§=,/1—af — 1! (3-22)

De igual modo os deslocamentos iniciais correspondentes a imperfei¢cao

inicial podem tomar a forma adimensional fazendo-se:
Uy =5 Uy =—+ (3-23)

Combinando as equacgdes (3-6), (3-15), (3-16) e (3-20) e fazendo o uso das
variaveis adimensionais expressas pelas equagdes de (3-21) a (3-23), obtém-se a

seguinte expressao para a energia potencial total:

2
I :%(12—41/1—52,/1—%0 —J4-2430, + 2,
VA= 24Buy, + 2u,) - 24/2+30, +L_tz\/2+\/§ulo+u20]— (3-24)

Pz(l—Jl—af—ﬁ; —\/l—ufo—ufo)
Utilizando-se o principio da energia potencial estaciondria, a posi¢do de

equilibrio estatico do sistema, dada pelo par de deslocamentos u;, € u,, pode ser

obtida pela solug@o do seguinte sistema de equagdes ndo lineares de equilibrio:

o B [4-23u, +2uy  2+3uy +uy,

w6 | \Ja—2Bm+2u, 243+,

(3-25)
Pli,
V=) —it;
O 7| _\1—uy, \/4—2\/§u10+2u20 \/2+\/§u10+u20
—=—|2 — = - -
Oty 6\ =ity J4-23u +2m, +2+~30, +1, 526)
Pl, __,
1-u’—u;

O deslocamento da massa do péndulo pode ser agora descrito em relagdo a
configuracdo estavel de equilibrio estatico, descrita pelos deslocamentos u; € uy;.
Os deslocamentos puramente estaticos u;, € uy, correspondem a duas rotagdes a

eles relacionadas pelas seguintes expressdes — ver Figura 3-3 (b):

u, =sen(d, ). (i=12) (3-27)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0721423/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0721423/CA

84

De modo semelhante, as rotagdes dindmicas podem ser correlacionadas aos

deslocamentos adimensionais dinamicos, dados por u; e u,, do seguinte modo:
u, =sen(g,). (i=12) (3-28)

Das relagdoes geométricas da Figura 3-3 (b), tem-se que o movimento
relativo do péndulo em relacdo a configuracdo de equilibrio, em termos de

rotagdes dindmicas ¢; e ¢, € igual a:
b=, -4 ((=12); (3-29)

onde @;,e ¢, correspondem as rotacdes totais da massa do péndulo.
Em termos dos deslocamentos adimensionais, a eq. (3-29) pode ser reescrita
como:
u, =sen(¢p,)= S€I’l(¢is + 0. ), (i = 1,2) (3-30)
Pela substituicdo das expressdes (3-28) e (3-29) nas equagdes (3-30) e
utilizando-se relagdes trigonométricas, chega-se a seguinte relacdo entre os

deslocamentos translacionais totais (u;;), dinamicos (u;) € estaticos (u;):

= i, (i=12) 331

De modo similar a eq. (3-22), pode-se escrever os deslocamentos totais na

direcdo z do seguinte modo:

y, = lmu =g, 5 uy =y1=uf —u; 5wy, =l—uj, —uj, (3-32)

O trabalho exercido pelo peso P devido ao deslocamento total do péndulo é

igual a:

W, :Pl(l—u3t):Pl(1—1/1—u12t —u;) (3-33)

Do mesmo modo o trabalho realizado pelo peso do péndulo devido ao

deslocamento puramente estatico é:

W, =Pl(1—u,, )= Pl(l —1—ul —ul ) (3-34)
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Figura 3-3 Configuragéo do péndulo com imperfeicdo geométrica inicial: (a) plano xy; (b) plano

uiz.

A energia interna de deformacdo devida aos deslocamentos totais ¢ obtida
pela substitui¢do das variaveis x, y ¢ z pelos deslocamentos adimensionais totais

na eq. (3-16), utilizando-se também as expressoes da eq. (3-31), o que resulta em:

2 1
U, :%{12—4(1—%“/1%,; —uyJ1—ul, )21/1—u20 —

(4—2\/51410 +2u20);[4—2\/§(um/1—uf +u1—u )+
1
Z(Ltzs\/l—uz2 —uz\/l—uzzs )]5 —2(2+\/§u10 +u20)%[2+\/§

(uls\/l—u]2 +u1\/1—ufs )+(u2s\/l—u22 —uz\/l—ui )]

O mesmo procedimento pode ser seguido para a obten¢do da energia de

(3-35)

| =

deformacao interna relativa aos deslocamentos estaticos, resultando em:

2
U, :%(12—4,/1—%,/1—%0 —J4=24Bu, +2u,,
JA=2Buyy + 215 — 242+ \Buy, 1y, 24+ Buyy + 1y ]— (3-36)

Pl(l—\/l—ulzs —u;, —\/l—ufo —ugo)
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Para obtencao das equagdes de movimento, tendo como referéncia a
configurag¢do de equilibrio estatico, obtém-se a varia¢ao da energia potencial total
entre as duas configuracdes, sendo esta dada por:

Al =(U,~U,)-0, ~W,) (3-37)

Como o sistema na configuracdo estatica ndo varia como tempo, a energia
cinética do sistema depende somente dos deslocamentos dindmicos e pode ser

escrita como:
1
T=Em12(af il +i?) (3-38)

onde os pontos acima dos deslocamentos indicam a sua derivada temporal.
Pela substituigdo da expressao para u; dentre as equacdes (3-32) na eq.
(3-38), pode-se reescrever a energia cinética em funcdo dos deslocamentos

dindmicos adimensionais na dire¢do x € y como:

T:lmz{af il +M (3-39)
2 1—u; —u;

O amortecimento considerado neste estudo ¢ do tipo viscoso linear, tendo ¢
como constante. O trabalho realizado por esta for¢a de amortecimento é exercido
apenas pelos deslocamentos dindmicos, sendo a fun¢do de dissipacdo de Rayleigh

dada por:

1
W= Ecﬁ(af +i?) (3-40)
O Lagrangiano para o sistema considerado €, portanto:

L,=T-All+W, (3-41)

nc

O funcional de energia nao linear J para o péndulo tem a seguinte forma:
153 .
J= L L (uy,uy 10,00y, t)dt (3-42)
Aplicando-se as técnicas variacionais, obtém-se o seguinte sistema de
equacdes de Euler-Lagrange:

oL dfaL
O Al o, (=12 i
ou, dz[au,) i=12) G-43)

Com o proposito de se facilitar as andlises paramétricas, os seguintes

parametros adimensionais sao adotados:
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P
- N (3-44)
Pcr Kkl/4 /

onde A ¢ um parametro adimensional de carga, P, ¢ a carga critica do péndulo
invertido e @, ¢ a frequéncia natural do péndulo simples.

A andlise adimensional também inclui o fator de amortecimento definido
por:

g=—, (3-45)

cr

onde c., € a constante de amortecimento critico expressa por:
., =2ma,, (3-46)

e ay ¢ a primeira frequéncia natural do sistema linearizado.
Desse modo, a partir das equagdes (3-37), (3-39), (3-40), (3-41) e (3-43) ¢
utilizando-se os parametros adimensionais (3-44) e¢ a relagdo dada por (3-45),

obtém-se as equagdes nao lineares de movimento do péndulo invertido:

i, + W 2ty fupu, ) g g g i [+
M —u; —u,
2.2
uu,u,

5‘1(”1”"1 i, )}_Zl_uz—_uz)"'zga)oul -
1 2
2\/50)12,
A

1

(2"'\/3”10 +”20)5 ”1;“11_(1_“125)%
(1_”12)E

1

T (3-47)
kbbb oot

1

1
1

{2+\/§uls(l—u12); +\/§u1(1—u12s)% +uzs(l—u22)E +u2(l—u22‘g);}2

N | =

(l_ulzx)% _ul 1

20> ZMIZSMI_FM_MH(]—M?) | 2
—u;

N
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—ufs(l—2u12)—

1 1

uzzs (1 - 2u22 )— 2u, u, (1 - ulzs )5 (1 - uf )5 —u,

! =0

1
—2u, u, (1 —uzzs )% (1 - u22 );} ’

. 1
U, +
lil—uf —u; ’
uz(ul’;‘l

4a7(2- 2u20)%

{u2[2(u1u1 +u2u2) +u12 +u§ +u,, +u2u2]+

2.2
. uu, u .
+“2”2)}_ 1_;21_1u2 + 28w, —

1 2

1 1
Fomtapab

A

2”5@_V§%0+umﬁ{ %“”l—ﬁ_u;ﬁ}

1
U, U, ( 2 )*
——l-uy )? |+

1

(-

1

1

R B A N e e

1

T
{2+\/§u15(1—u12); +\/§u1(1—u125)% +u25(1—u§)% +u2(1—ufs);} ’

l
20)}2) 2u225u2 +M‘”zs(l_ui);(l—ui); —u, 1
(1)

1 2

1—u,

1

—ufs (1—2u12)—

1 1

uzzs (1 - 2u22 )— 2u,u, (1 - ufs )5 (1 - “12 )5 —Uu,

88

(3-48)
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A fim de se possibilitar o uso das técnicas de derivacdo dos modos normais
ndo lineares para o sistema de equagdes (3-47) e (3-48), ¢é importante reescrever as
equacdes de modo a explicitar as aceleragdes. Isso pode ser conseguido pelo
emprego da regra de Cramer, onde as duas aceleragdes sdo consideradas como
incognitas do sistema de equagdes algébricas a ser resolvido. Para isso,
primeiramente reescrevem-se as equagoes (3-47) e (3-48) em forma matricial:

a4 71 _ /i (3-49)
ay Ay | (U e

onde a;; sdo os coeficientes da aceleragdo i, na i-¢sima equagdo de movimento e

/i sdo os termos independentes das aceleragdes na i-ésima equagdo de movimento.

Desse modo, empregando-se a regra de Cramer, obtém-se:

. fa,—anf, . a, f,— fa
ii, = 192 “4a /s ii, = 12 =19 (3-50)
a1y — a4, ap1Gy — a4,

Os coeficientes a;; nas equagdes (3-47) e (3-48) sdo iguais a:

2

l—u, uu, ) 1—u;
a, = 2 2 a,, =4, = 2 PR a,, = 2 2 (3'51)
l—u; —u; 1—u; —u; l—u; —u;

J& os termos independentes das aceleragdes sdo:

fi= m {ul [2(ulul +uyu, )2 + ulz + uf ]+

2.2
U1l
17272 y
— 3 3| 260 +

1 2

U, (”1”1 + Uy, )} +

@(2+\/§u10 +u20)% %—(l—ui)%
’ ()

(3-52)
1

1
|:2_\/§”1x(1_u12); _ﬁul(l_ui‘)% +u2S(1—u22)% +u2(1—ui‘);:| 2

1

1 1

T
{2+\/§u15(1—u12); +\/§u1(l—ufs)5 +u23(1—u§)5 +u2(1—u223);}2
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1

—ufs (1—2u12)—u22S (1—2L122)—2u]su1 (l—ulzs)%(l—ul2 )5 —Uu,
1

0| =

ﬁ—@ﬁ};

—2u,u, (1 - ”fs )

1 [ ) VI -2]
fh=- — {uz 2(u1u1+u2u2) U +u, |+
M —u; —u,
2..2
. ) . U, U, U )
“2(“1“1+“2”2)}+ 2 2 — 28wy, +
l—u; —u;

407 (2- 2y )2

1 { _<1_u;>3]‘
1 S\
/1[2—2u2s(1—u22); —2u2(1—u225);}2 (1—u2 )2

22); (2 - \/5“10 Uy )% {Luzl - (1 - ”22s );]

(1-u):

1 (3-53)

T
|:2_\/§”1x(1_u12); _ﬁul(l_ufs)% +u231(1—u§)% +u2(1—u223‘);:|2

1

1
{2+\/§u15(1—u12); +x/§u1(l—ufs)% +u25(1—u§)% +u2(1—u225);}2

2(1_.2 Y, 1 1
2(0{2%2&2 +%—“zs(l_”zzs);(l_”zzs); _”2} |1—1u12

1

1 1

—ufs (1—2u12)—u22S (1—2L122)—2u]su1 (l—ulzs)i(l—ul2 )5 —Uu,
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1

1
—2u,.u, (1 - u; )% (1 - u22 );} ’

3.2,
Modelo perfeito

Primeiramente o modelo sem imperfeicdes geométricas ¢ considerado, ou
seja, u;p=u9=0. Como resultado os deslocamentos u,, € u,, resultantes da andlise
de equilibrio estatico sdo também nulos. Expandindo-se as equagodes (3-50) em
séries de Taylor e retendo-se até os termos de quarta ordem na expansdo, sao

obtidas as seguintes aproximagdes para as equagdes nao lineares de movimento:

o’ @’ @’
i, + (1—/1)7%,1 + 28wy, —%7‘”%% +(164 —17)321’/1 w + i’ +

i i i (3-54)
w w w
(164 —17)—Zuu +uil +£—pu13u2 —ﬁ—pulug =0
324 128 A 128 A
. o8 . 3 @’
u2+(l—/1)7pu2+2§a)0u2 —gf(uf—u§)+(16/1—l7)32p/1u;+
o, 105 @, 183 @,
w, il +ul )+ (164 -17)—Luwu? ————Lu' +——Lyluz -  (3-55)
.l 2)( )321” 5124 256 4 7

2
(0]
17 —2ui =0
512 A
3.2.1.
Modos normais lineares

Os modos normais lineares sdo obtidos pela analise modal linear tradicional.
Linearizando-se o sistema de equagdes (3-54) e (3-55) e desconsiderando os

termos de amortecimento, obtém-se:

Ll) ﬂ {Z;}m_l)%i{(l) ﬂ {Z} - {g} (3-56)

Observa-se, através das matrizes de massa e rigidez equivalente
(combinacdo da rigidez elastica e da rigidez geométrica), que as equagdes lineares
sao desacopladas e que os coeficientes sao idénticos para as duas equagdes.

Assim, na solucdo do problema de autovalor generalizado, obtém-se um caso
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degenerado onde os autovalores sdo repetidos, ou seja, o sistema possui as duas

frequéncias naturais idénticas, e iguais a:

1
O,=0,=0, Z_l (3-57)

Observa-se na eq. (3-57) que quando A=1, ou seja, o peso da massa do
péndulo for igual a carga critica, as frequéncias naturais do sistema sdo nulas e a
estrutura torna-se estaticamente instavel, pois a rigidez equivalente do sistema ¢
igual a zero.

A substituicao dos valores de frequéncia natural no problema de autovalor
generalizado definido pelas matrizes da expressdo (3-56) possibilita a obtencao
dos autovetores (modos normais lineares) do sistema. Contudo, a ocorréncia de
autovalores repetidos com equacgdes linearmente desacopladas leva ao caso
chamado de autovalor completo, assim chamado porque, ainda que os autovalores
sejam repetidos, pode-se obter dois autovetores distintos e linearmente
independentes associados aos autovalores do sistema. Isso pode ser demonstrado
pelo seguinte desenvolvimento: primeiro assume-se que os dois autovetores
associados ao autovalor ay sdo {@;} e {@,}, desse modo qualquer solucdo das

equacdes de movimento (3-56) pode ser escrita como:

u(t)} = c,e™ {@, 1+ c,e™ {@, } = e (c, {@, } + ¢, {®D,}) (3-58)
onde ¢; e ¢, sdo constantes determinadas pelas condigdes iniciais do problema.
E um principio bésico da algebra linear (ver, por exemplo, Kreyszig, 2006)
que dados dois vetores linearmente independentes { @} e {@,} ¢ possivel se obter
um outro vetor qualquer como fruto de sua combinacdo linear. Desse modo, esse

caso apresenta a situacao em que qualquer vetor da forma:

ule)j=e™ @], (3-59)
¢ uma solugdo de (3-56).

Isso somente pode ocorrer se { @} for um autovetor da matriz de coeficientes
com autovalores repetidos iguais a @y. A conclusdo ¢ que todo vetor ¢ um
autovetor do sistema.

Nesse caso, como todo vetor ¢ um autovetor do sistema, todas as trajetorias
retas que cruzam a origem do plano de fase constituem um modo normal linear.

Esse tipo de solugdo ¢ chamado de no estrela ou no proprio no plano de fase, e
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representa um caso degenerado e isolado na teoria dos problemas de autovalores
(Boyce and Di Prima, 2009).

As peculiaridades aqui apresentadas para os resultados da anélise modal
linear sdo causadas pelas simetrias do modelo estrutural perfeito, causando
fenomenos complexos e comportamentos especiais na analise modal nao linear
que sera apresentada nas proximas segoes.

3.2.2.
Modos normais nao lineares

Como demonstrado na se¢do anterior, o sistema possui as duas frequéncias
naturais iguais, o que corresponde a um caso de ressonancia interna do tipo 1:1.
Por essa razao a técnica baseada nas variedades invariantes ndo pode ser utilizada
para a reducdo de ordem do problema para um determinado modo considerado ja
que a ressonancia interna viola o conceito de invariancia do método, sendo essa
uma das condic¢des de degeneracdo a que se refere Soares e Mazzilli (2000), e que
limitam o uso do método das variedades invariantes. Uma alternativa para
contornar o problema seria 0o uso de um multimodo incluindo os dois modos
internamente ressonantes. Como o problema possui apenas dois graus de
liberdade, as equagdes de movimento (3-54) e (3-55) j& descrevem o multimodo,
ndo havendo, portanto, a reducdo de ordem do problema (Wang, 2008). Assim o
estudo da ressonancia interna do sistema ¢ feito numericamente pela integracao
direta das equagdes de movimento.

O passo seguinte na andlise modal ndo linear ¢ verificar se o sistema
apresenta modos normais nao lineares similares, ou seja, modos ndo lineares que,
similarmente aos modos lineares, tenham a forma independente da amplitude
(Slater and Inman, 1995) e que sejam representados por planos no espago das
variedades invariantes. Assim, os modos similares se caracterizam por
apresentarem uma relagdo constante entre as amplitudes dos graus de liberdade,

matematicamente expressa por:
=c; (3-60)

onde c¢; ¢ uma constante de proporcionalidade.
Como visto na se¢do anterior, todo vetor no plano de fase que passa pela sua

origem ¢ um modo normal linear do sistema linearizado, tendo, portanto cada um
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uma determinada constante de proporcionalidade similar a eq. (3-60). O que se
pretende agora ¢é verificar se algumas dessas constantes satisfazem também a parte
ndo linear das equagdes de movimento, dando, assim, origem aos modos normais
nao lineares similares do problema.

Em vista do carater linear da relacao expressa pela eq. (3-60), deve-se ter
em mente que os modos similares correspondem a um desacoplamento das
equagdes ndo lineares de movimento quando o movimento se dd nos planos por
eles definidos. O desacoplamento mais simples ¢ aquele que ocorre nos planos
definidos pelas proprias coordenadas fisicas do problema, ou seja, quando a
constante c; da eq. (3-60) ¢ nula e as equagdes de movimento sdo atendidas. Esse

caso se verifica para o sistema aqui considerado quando:
¢, =0 (3-61)

Na notacdo do método das variedades invariantes, isto €, utilizando-se as

fungdes de restrigo:
U, :Pl(“av):(); 0 :Ql(“vv):(); (3-62)

significando que o par de coordenadas generalizadas do primeiro grau de
liberdade foi escolhido como escravo, enquanto que o par de coordenadas
generalizadas do segundo grau de liberdade foi escolhido como mestre, o que

pode ser escrito do seguinte modo:
Uy =U; Uy =V (3-63)

A substituicdo das expressdes (3-62) e (3-63) na eq. (3-55) resulta no

seguinte oscilador de um grau de liberdade, também chamado de oscilador modal:

a)2 a)2 a)2 a)2
u+(1—/1)—”u+§—”u2+(16/1—17) S (3-64)
A 8 A 324 512 4

A substituicdo das expressdes (3-62) e (3-63) na eq. (3-54) resulta na
identidade 0=0, significando que o movimento do péndulo nesse modo normal
ndo linear similar fica contido unicamente no plano definido pelo segundo grau de
liberdade, ou, seja no plano yz, onde se encontra a mola de rigidez k; chamado,
portanto, nesse trabalho de modo y. Neste plano o sistema se comporta como um
sistema de um Unico grau de liberdade.

A unica aproximagao feita para se obter a eq. (3-64) advém da expansdao em

série de Taylor para obtencao das equacdes aproximadas (3-54) e (3-55) uma vez
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que o desacoplamento obtido pelo uso da expressao (3-60) ¢ exato
correspondendo aos casos particulares onde as equacdes diferenciais parciais para
obtengao das variedades invariantes admitem solucdes de forma fechada.

Deve-se também verificar se o sistema possui outros planos de
desacoplamento que nao aquele nos eixos das coordenadas fisicas do problema.
Para isso, substitui-se a relacdo eq. (3-60), nas equagdes de movimento (3-54) e
(3-55) e, a seguir, os termos de mesma ordem sdo igualados, verificando-se quais
valores de c¢;; satisfazem as equagdes de movimento.

O método sera ilustrado utilizando-se a seguinte relagao:
Uy =cyty (3-65)

Os termos lineares sdo satisfeitos por qualquer valor de c¢,;, uma vez que
todo vetor ¢ um autovetor do sistema da eq.(3-56). Apos a substituicdo da
expressao (3-65) nas equacodes (3-54) e (3-55), da divisdo da ultima por ¢2; (o que
se justifica, pois se estd a procura de valores ndo nulos para essa constante) e
igualando-se os termos quadraticos, obtém-se a seguinte equacdo algébrica de

segunda ordem:

2

8—/{”(3%21 ~1)=0, (3-66)

cujas raizes, utilizando-se A=7/10 e w,=1, sdo iguais a,:

3 (3-67)

Cy =t—

3

Igualando-se os termos cubicos a identidade também ¢ atendida para

>

qualquer valor da constante ¢»;. No caso dos termos de quarta ordem, o resultado

¢ uma equacao algébrica de quarta ordem:

105>

e (3¢t +2¢2 -1)=0 (3-68)
cujas raizes sao:
Cy = i?,ii (3-69)

Assim o0s unicos valores de c; reais que satisfazem o desacoplamento das

equacdes sdo iguais a:
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¢y = i? (3-70)

Os valores da constante c¢;; em (3-70) expressam dois autovetores que
desacoplam o sistema em dois planos que fazem 120° entre si. Esses planos sao
definidos pelos eixos z e pelos eixos que contém as duas molas extensionais k; e
k;. Verifica-se pelas equagdes (3-66) e (3-68) que elas sdo independentes dos
parametros do sistema. Essas constatagdes revelam que a existéncia de modos
normais ndo lineares similares estd intimamente ligada a presenga de simetrias do
problema, como observado por Rosemberg (1960) e por Kerschen e coautores
(2009), onde os modos normais nao lineares se degeneram em linhas retas modais,
e sdo independentes da amplitude e da energia do sistema na presenga de simetrias
espaciais.

A substitui¢ao dos valores da expressao (3-70) resultam em dois osciladores
modais, um para o0 modo em fase (sinal positivo da constante modal na expressao
(3-70)) e outro para o modo fora de fase (sinal negativo da constante modal na

expressao (3-70)). No caso do modo em fase a equagao do oscilador modal é:

o, \/_a)

1-A)—u—— 164-17 3+ —ui® +
( )l 4 /1 /1( )M 3
(3-71)
17\/50)[2] .
ity S S
5164
J& para o modo fora de fase, tem-se:
o’ o’ @’
+(1—/1)—pu+£—”u2+ 2 (16/1—17)u3+ﬂuu2—
A 4 A 242 3
(3-72)
17430,
_—u =
5164

As equagdes (3-71) e (3-72) sdo quase idénticas, com exce¢do dos sinais
opostos para os termos com ndo linearidade quadratica e quartica. As relacdes
expressas por (3-70) correspondem a uma rota¢do de 776 rad dos eixos x € y no
sentido anti-horario. Como o sistema ¢ invariante em relacao a rotagdes, pode-se
de fato demonstrar que as equagoes (3-64), (3-71) e (3-72) sdao as mesmas. Para

isso utiliza-se a seguinte relacdo geométrica:

u' =ul +u; (3-73)
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onde o novo eixo u das coordenadas modais coincide com o eixo rotacionado de
/6 rad no sentido anti-horario.

Combinando-se as expressoes (3-65), (3-70) e (3-73), obtém-se as seguintes
relagoes:

U, =—u; u, = +lu (3-74)
)

A substituicdo das expressdes dadas por (3-74) nas equacdes de movimento
resultam em duas equacdes modais idénticas a equacdo (3-64), de modo que o
comportamento dos trés modos pode ser estudado por uma sé equagdo e
recuperado pelas expressdes (3-74).

O desacoplamento das equagdes de movimento para o sistema com dois
graus de liberdade em planos onde a dindmica é governada por equagdes de um
unico grau de liberdade revela que a questdo de se derivar os modos normais
similares ¢ puramente geométrica e por isso intimamente ligada a simetria e a
geometria do problema.

Além disso, a descri¢do geométrica do modo, linhas retas no espago de
configura¢do, coincide com os modos normais lineares, ja que as relagdes (3-61) e
(3-70) sao também autovetores do sistema linear, pois, como visto na se¢ao 3.2.1,
todo vetor ¢ um autovetor do sistema. Contudo, essa coincidéncia se limita apenas
a geometria no espaco de configuracdo e ndo se estende a dindmica do sistema
que no caso dos modos similares ¢ ndo linear, uma vez que as equagdes dos
respectivos osciladores modais dadas por (3-64), (3-71) e (3-72) s@o ndo lineares
(Sanches, 2009). A Figura 3-4 mostra as linhas modais para os trés modos
similares.

Alguns autores (Agnes e Inman, 2001; Sanches, 2009) ressaltam que em
muitos casos a escolha das coordenadas modais (o par mestre de coordenadas
generalizadas u e v) ¢ arbitraria. Esse ¢ o caso dos modos normais similares em
fase e fora de fase definidos pelos valores expressos em (3-70) onde o grau de
liberdade na direcdo x foi escolhido como coordenada modal. Caso a escolha da
coordenada modal recaisse sobre o segundo grau de liberdade, os novos valores
das constantes de restricdo seriam inversos aos valores expressos em (3-70).
Contudo, os planos de desacoplamento dos modos seriam 0s mesmos, uma vez

que sdo determinados unicamente pela simetria espacial da estrutura.
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No caso do modo com constante de restricao nula, entretanto, a escolha da
coordenada modal ndo pode ser arbitraria uma vez que sua inversdo resultaria
numa singularidade (1/0). Fisicamente isso significa que o movimento do péndulo
nao pode ser desacoplado no plano formado pelas coordenadas fisicas x e z, o que
¢ facilmente visualizado pela assimetria da estrutura em relagao ao eixo x.

As equacdes dos osciladores modais desenvolvidas nessa secdo
correspondem a uma redugdo da ordem do problema, indicando que, dentro do
subespaco das variedades invariantes, o sistema se comporta como um sistema de
um unico grau de liberdade. Essa reducao modal associada ao carater analitico das
expressoes até aqui desenvolvidas para os trés modos similares obtidos torna
possivel a obten¢do e estudo de varios fendmenos ligados a dindmica ndo linear

do problema, o que sera abordado nas se¢des subsequentes.

3.2.3.
Multiplicidade de modos

Ao contrario do que acontece na andlise modal linear, o nimero de modos
normais ndo lineares pode exceder o numero de graus de liberdade, caracteristica
conhecida como multiplicidade de modos. Os resultados da se¢do anterior
demostram que existem trés modos similares para o sistema com dois graus de
liberdade. De acordo com Boivin e coautores (1995), sistemas que exibem
ressonancia interna apresentam alguns modos com termos de acoplamento ndo
removiveis, responsaveis pela excitagdo mutua entre esses modos na regido de
ressonancia ou proximo a ela. Os modos normais ndo lineares encontrados na
secdo anterior ndo atendem a essa descri¢do, pois eles desacoplam por completo
as equagdes de movimento. Desse modo, o principal objetivo da presente se¢io ¢é
verificar se o sistema estudado apresenta modos adicionais resultantes da
bifurcagdo dos modos associados a ressonancia interna (Li et. al., 2000),
conhecidos como modos bifurcados (Siller, 2004).

Os modos bifurcados ndo podem ser vistos como uma continuacdo ou
perturbacdo de qualquer modo linear, pois estdo diretamente associados a
fenomenos de ressonancia interna e sdo, portanto, manifestacdes exclusivas da
ndo linearidade do sistema. Em decorréncia dessa auséncia de ligagdo com modos

normais lineares, os modos bifurcados sdo também conhecidos como modos
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| (up:LOOO rad/s; A= 0,700
Modo y

—— Modo em fase
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u,

Figura 3-4 Espaco de configuragdo — modos normais similares.

essencialmente nao lineares (Kerschen et. al., 2009). Por isso, de acordo com
Siller (2004), uma linearizag¢do do sistema, como a apresentada em (3-56) ¢é falha
em captar as ressonancias internas do sistema. De acordo com Kerschen e
coautores (2009), os modos essencialmente ndo lineares sao muito Uteis para o
entendimento de como as ndo linearidades estruturais alteram a dindmica do
sistema.

Como anteriormente abordado, o uso do método das variedades invariantes
ndo pode ser utilizado para determinagdo dos modos essencialmente nao lineares,
uma vez que a ressonancia interna do sistema viola a hipotese de invariancia,
requisito indispensavel para a determina¢do dos modos por essa técnica. Uma
alternativa para a verificagdo da existéncia desses modos ¢ o uso das se¢des de
Poincarg.

As secdes de Poincaré sao um subespago bidimensional de um fluxo
ocorrendo no espaco de fase do problema de dimensdo igual a 2n, onde n é o
numero de graus de liberdade do problema. As se¢des de Poincaré sdo obtidas por
meio da interse¢ao entre os subespacos por elas contidos e orbitas periddicas do
fluxo do sistema.

Month e Rand (1980) foram os primeiros a utilizar a técnica baseada nas
secdes de Poincaré para analise de modos normais nao lineares, com o intuito de

estudar a estabilidade desses modos no caso de sistemas discretos com dois graus
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de liberdade. O método também foi utilizado para o estudo da estabilidade dos
modos por Vakakis (1991) para sistemas com forte nao linearidade e por Vakakis
e Rand (1992) para sistemas com dois graus de liberdade em baixos niveis de
energia. Anderson e coautores (1994) também utilizaram a técnica para estudo dos
modos normais ndo lineares. Mais recentemente a técnica foi empregada por
Orlando (2010) para estudo do modelo de péndulo invertido aqui considerado.

A técnica sera apresentada a seguir, seguindo o desenvolvimento original
proposto por Month e Rand (1980).

Considera-se o sistema autonomo de dois graus de liberdade referente as

equacdes de movimento (3-47) e (3-48) com o seguinte Hamiltoniano:
H(u, i, u, 1, )=T+11, (3-75)

onde 7 ¢ a energia cinética do sistema e /7sua energia potencial total.
Substituindo-se as equacdes (3-24) e (3-39) na eq. (3-75) e, no caso do
sistema perfeito, utilizando-se as constantes (3-44), obtém-se:

) ) 2
(“1“1 'H"z”z) 40)1) [3/1 (1 1—u2 2)

12 |” A R
l—u; —u; 3 L 4

Huy iy uy )= 0] +i2 +
(3-76)

6+2 1—u2+\/§\/4—2\/§u1+2u2+\/§\/2+\/§u1+u2)

Igualando-se a eq. (3-76) a uma quantidade de energia 4, pode-se reescrever
a eq. (3-75) isolando-se uma das quatro variaveis de estado como uma fungdo das
outras trés. Geometricamente isso significa que a variavel selecionada sera
representada por uma superficie tridimensional no espacgo das variaveis restantes,
formando uma familia de toroides concéntricos (Month e Rand, 1980).

Para se chegar a secdo de Poincaré o préximo passo ¢ a obtengdo de uma
superficie bidimensional 2 através de um corte resultante da intersecao de um
plano qualquer (por exemplo, u,=0) com a superficie tridimensional H=h. Um
movimento descrito por uma drbita que comeca em 2, voltard & mesma superficie
depois de percorrer um circuito completo ao redor do tordide. Desse modo um
mapeamento de 2’ em si mesmo ¢ produzido.

Como exemplo, ¢ obtida a secdo de Poincaré definida pela seguinte

expressao:

%, =[u, =0]n[H =1]; (3-77)
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Para que o fluxo na vizinhanca de um determinado movimento seja
adequadamente descrito pela superficie de Poincaré, deve-se impor que a
intersecdo da oOrbita com a superficie X' seja transversal. Outra restricdo ¢ que a
interse¢do da Orbita seja feita sempre em um unico sentido, no caso da se¢do 2},

isso ¢ garantido pela seguinte equagao de restricao:
u, >0Vu, =0 (3-78)

Os modos normais correspondem a Orbitas que cruzam a superficie uma
unica vez por ciclo, aparecendo como pontos fixos na se¢ao de Poincaré. Além da
determinagdo dos modos normais ndo lineares, o uso das se¢des de Poincaré
também possibilita a obten¢do da estabilidade desses modos. De acordo com
Month e Rand (1980), os movimentos periddicos estaveis sao representados por
pontos fixos cercados por curvas fechadas na se¢ao de Poincaré, tomando,
portanto, a configuragdo de centros nessa superficie. De modo semelhante os
pontos fixos correspondentes a orbitas periddicas instaveis surgem como selas na
secao de Poincaré.

Para alguns sistemas, as se¢des de Poincaré podem ser determinadas
analiticamente (Month e Rand, 1980). Entretanto, em vista do carater altamente
ndo linear da eq. (3-76), as se¢des sdo aqui determinadas por um procedimento
numérico. O primeiro passo ¢ definir uma malha imagindria de pontos dentro da
superficie definida pelas equagdes (3-77). As coordenadas dos pontos sdao as
condi¢des iniciais para integracdo numérica das equacdes de movimento (3-50).
As superficies de Poincaré sdo obtidas pela retengdo de todos os pontos durante a
integracdo numérica que obedecerem as restrigdes dadas pela eq. (3-78).

Considere os parametros @,=1,0 rad/s e 4=0,7 e um nivel de energia igual a
uma porcentagem da energia de um dos trés pontos de sela do sistema
identificados a partir das equagdes (3-25) e (3-26), que delimita a fronteira de
estabilidade do sistema fisico em analise (Orlando, 2010). Para os valores
numéricos aqui utilizados, o nivel maximo de energia resulta em 4=0,018 (as
quantidades de energia foram adimensionalizadas sendo divididas pelo produto do
comprimento pela carga critica do péndulo invertido- /.Pcr). A Figura 3-5 (a) e
Figura 3-5 (b) mostram as se¢des para 50% e 5% da energia do ponto de sela. Em
ambas as se¢Oes ¢ possivel a identificacdo de sete pontos fixos: cinco centros

(estaveis) e duas selas (instaveis). As coordenadas desses pontos no espago de fase
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03 0.3

P11

duy /dt

03 I \ \ 03 \ | \

-0.5 -0.25 0 0.25 0.5 -0.5 -0.25 0 0.25 0.5
uq u,

(@) (b)

Figura 3-5 Secao de Poincaré X; para o modelo perfeito: (a) 50% da energia do ponto

de sela; (b)5% da energia do ponto de sela.

de quatro dimensdes sao mostradas na Tabela 3-1 para um nivel de energia igual a
50% daquela do ponto de sela.

Diversamente dos modos normais lineares que sao sempre estaveis, os
modos normais nao lineares podem ser estaveis ou instaveis, como demonstrado
pelos pontos fixos do tipo centro e sela na se¢do de Poincaré da Figura 3-5. A
estabilidade dos modos normais nao lineares nao depende somente dos parametros
do sistema, mas também do nivel de energia de oscilacdo do sistema (Vakakis,
1991). Orlando (2010) apresenta uma discussdo detalhada das modificagdes na
secdo de Poincaré para o modelo de péndulo invertido aqui estudado. A
classificagdo dos modos normais nao lineares identificados pela se¢ao de Poincaré
entre similares e ndo similares deve ser feita por meio da integragdo numérica das
equacdes de movimento para o sistema perfeito, utilizando-se como condic¢des
iniciais as coordenadas listadas na Tabela 3-1. Essa analise ¢ realizada na préxima
secao.

3.24.
Resposta no tempo

Como os métodos analiticos s6 podem ser utilizados para determinacao dos
trés modos similares, a caracterizagdo dos demais modos identificados na segdo
anterior se d4 por meio de uma investigacdo numérica da resposta no tempo para

cada modo.
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Ponto Estabilidade uy du,/dt u, du,/dt

P01 Centro 0,000 0,000 0,000 0,189
P11 Centro 0,000 0,164 0,000 0,094
P21 Centro 0,000 -0,164 0,000 0,094
P31 Centro -0,195 0,031 0,000 0,135
P41 Centro 0,195 0,031 0,000 0,135
PS11 Sela 0,088 0,081 0,000 0,160
PS21 Sela -0,088 -0,081 0,000 0,160

Tabela 3-1 Coordenadas dos pontos fixos da segéo de Poincaré, 50% da energia do

ponto de sela.

Considere inicialmente o ponto PO1 da Figura 3-5 (a). A solucdo no tempo
para (0 s < ¢ <50 s) para os deslocamentos u; e u,, bem como a configuracao dos
deslocamentos no espago de configuragdo sdo mostradas na Figura 3-6. Observa-
se na Figura 3-6 (a) que o modo POl ¢ um modo similar, cujo movimento fica
confinado ao plano yz e corresponde ao modo y determinado na se¢do 3.2.2. De
modo semelhante, a resposta no tempo para os modos P11 ¢ P21 ¢ ilustrada na
Figura 3-6. Observa-se que os modos PI11 e P21 sdo modos similares,
correspondendo aos modos em fase e fora de fase determinados na segdo 3.2.2.

A seguir apresentam-se na Figura 3-7 os resultados no tempo (0 s <7 <55s)
para os modos estaveis correspondentes aos pontos P31 e P41. Observa-se que os
modos apresentam a mesma proje¢do no espago de configuracao u, x u;, diferindo
apenas na resposta de u; X ¢, onde eles aparecem fora de fase. Ja na resposta uy X ¢
eles aparecem em fase.

A Figura 3-8 (a) revela que os modos sdo ndo similares, ja que a projecao no
espaco de configuragdo ndo ¢ uma reta e sim uma curva. Outro fato importante ¢é
que a curva da projecdo no espago de fase ¢ fechada, indicando que ha um
acoplamento entre os graus de liberdade. Assim sendo, o método das variedades
invariantes ndo pode ser utilizado para encontrar esses modos, uma vez que a
invariancia do método seria violada por esses acoplamentos. Esses modos sdo
chamados por Georgiou e Schwartz (2001) de modos ndo lineares ndo classicos. A
projecdo no espaco de fase dos modos similares ¢ mostrada junto a projecdo dos
modos nao similares da Figura 3-8 (a) de modo a evidenciar o papel das retas
modais dos modos similares como eixos de simetria em relagdo ao movimento

ndo similar dos demais modos.
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A resposta no tempo para os dois modos instaveis PS11 e PS21 ¢
praticamente idéntica, como se mostra na Figura 3-8. Assim como os modos
estaveis P31 e P41, os modos PS11 e PS12 sdo modos ndo similares e apresentam
acoplamentos entre os graus de liberdade, o que se traduz por curvas fechadas na
projecdo do espaco de configuragdo, refletindo a periodicidade observada nas
Figura 3-8 (b) e (¢).

Os quatro modos ndo similares discutidos até aqui s3o modos internamente
ressonantes, ou modos acoplados (Pak, 2006; Mazzilli et. al., 2008 e Sanches
2009). Os modos acoplados desse exemplo t€ém como origem a ressondncia
interna do sistema. Outro fendmeno caracteristico dos modos internamente
ressonantes ¢ a troca de energia entre os graus de liberdade durante o movimento.
As respostas no tempo mostradas nas Figura 3-8 (b) e (c) revelam a troca de
energia entre os graus de liberdade, enquanto o péndulo vibra nos modos PS11 e
PS21 (Vilela et al., 2012). Esse comportamento ¢ semelhante ao fendmeno
chamado de batimento, quando um movimento rapido apresenta uma espécie de
movimento com amplitude variavel no tempo, porém de forma periodica
correspondente a um movimento lento.

3.2.5.
Relagao frequéncia-amplitude

Uma das caracteristicas da dindmica ndo linear ¢ que a frequéncia do
movimento varia com a amplitude. A curva que fornece essa variagcdo ¢ chamada
relagdo frequéncia—amplitude. Como os modos normais (com exce¢ao dos modos

acoplados) reduzem o sistema de equacdes a um oscilador modal com um grau de
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Figura 3-6 Resposta no tempo para os modos similares: (a) u, x uy; (b) u1 x t; (c) u2 x
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Figura 3-7 Resposta no tempo para os modos P31 e P41: (a) uy x uy; (b) us x t; () uz x
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liberdade, técnicas como métodos de perturbacao ou balango harmoénico, podem
ser utilizadas, revelando aspectos importantes da dindmica nao linear do problema
tais como perda ou ganho de rigidez.

O método do balango harmonico é usado neste trabalho assumindo-se, em
fungdo da ordem dos termos nao lineares nas equagoes (3-64), (3-71) e (3-72), a

seguinte aproximacao para a solucao geral:
u(t)=X1+chos(a)t) (3-79)
Para detalhes sobre a metodologia de aplicacdo do método do balanco

harmoénico ver Thomson (1981). A aplicagdo do método ao modo PO1 (utilizando-

se os valores @,=1,0 rad/s e 4=0,7) resulta no seguinte sistema de equagdes:

éX1 +1—5X12 +£X22 —2)(1 3 —Q? _87 X, X; -
7 28 56 112 14 224
3-80
BS ya 255 yaya 255 44 g (3-80)
1792 1792 14336
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%(I—Qz)X2+5X1 - x4 (392—8—7])(2—

112 28 448
85 255 -8
— X)X, -——X,X; =0
448 1792
No caso do modo P11, tem-se:
_i\/gXlz \/_XZ__XS (2Q2_§jXX2
14 7 56
85 85 85 (3-82)
2016\/_X4 o7 VIXIX 5376 S376 32 =0
3 5 29 1 29
-0, -Z\3x,X, - X2 X, Q> - |x3 4+
7( 7 : 28 (7 112) 2 583)
85 \/_ 3 85 3
2 BXX, +—3X X =0
504 672 2
Finalmente para o modo P21, tem-se:
3)(1 +iﬁXf > \/_XQ ——X3 202 X, X -
7 14 7 56
85 \/_ 4 \/_ 2 85 \/_ 4 (3_84)
— J3axi=o0;
2016 672 5376 °
3 5 29 1 29
21—, + 23X, X, - X2 X, Q> -7 |x3 -
7( )Xz 7 7 08 (7 112) 2
(3-85)

85 85
— 3X’X, - —3X. X2 =0
504\/_ P 672\/_ 2

Nas equacdes de (3-80) a (3-85) utiliza-se a variavel adimensional 2,
definida como:

w
- -
Q= 0 (3-86)

Estes sistemas de equagdes algébricas nao lineares podem ser resolvidos
pelo método iterativo de Newton-Raphson. O conjunto dos pontos (X;, @;) fornece
a resposta frequéncia-amplitude para o problema. Uma andlise mais clara da
vibracdo do sistema € obtida, utilizando a seguinte expressao, que fornece o valor

da amplitude maxima em moédulo:
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X=X, +]X,)| (3-87)

As curvas de frequéncia-amplitude para os modos similares PO1, P11 e P21
sdo mostradas na Figura 3-9; observa-se para os modos similares uma acentuada
ndo linearidade das curvas com perda de rigidez. As curvas de frequéncia-
amplitude para os modos P11 e P21 sdo idénticas, uma vez que a unica diferenga
entre eles € que os graus de liberdade no modo P11 executam movimentos em
fase, enquanto no modo P21 o movimento executado ocorre fora de fase.

H4 duas fontes de imprecisdo nos resultados: a expansdo em série de Taylor
das equagdes (3-54) e (3-55) e a aproximacao dada pela eq. (3-79). A validade das
aproximagdes pode ser verificada para os modos similares obtendo-se as relagdes
frequéncia-amplitude diretamente das equagdes de movimento originais (3-54) e
(3-55), utilizando-se métodos de integracdo numérica. As condic¢des iniciais para a
integracdo numérica sdo as coordenadas dos respectivos pontos fixos na se¢do de
Poincaré dados na Tabela 3-1.

Para que a comparagao possa ser feita de modo apropriado, é necessario que
as condig¢oes iniciais sejam transformadas do espaco das coordenadas fisicas do
problema {u/} para as coordenadas modais {w/}. Isso pode ser feito utilizando-se a
transformagao modal proposta por Shaw e Pierre (1993) descrita no capitulo 2.
Como os modos sdo similares, somente a matriz linear, M, é necessaria, € 0s seus
coeficientes tém por fonte as relagdes modais entre os graus de liberdade. No caso

dos modos similares P11 e P21, este procedimento resulta em:

10 1 o1
W, 0 0 u,
ISR 0 e 0 d‘ (3-88)
e 3 3 U,
W, 0 ﬁ 0 _ﬁ i,
3 3

O significado fisico da matriz de transformagdo (3-88) ¢ uma rotacdo de
eixos do sistema original de equacdes para os eixos onde as equacdes de
movimento podem ser desacopladas, confirmando o cardter geométrico dos

modos normais similares.
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Figura 3-9 Relagdes frequéncia-amplitude para os modos similares.

No caso do modo similar PO1, a matriz de transformacdo M, é a matriz
identidade, uma vez que os eixos que desacoplam o movimento no modo similar
sd0 0s eixos em que as equacdes originais foram escritas. Desse modo, a aplicacao
das matrizes de transformacgao para as condi¢des iniciais {u;} retiradas da Tabela
3-1, no sistema de coordenadas modais {w;}, para os modos P01, P11 ¢ P21 sao

respectivamente iguais a:

0,000 0,000 0,000
0,000 0,898 0,734

{Wi}POI = 0,000 {Wi }Pll = 0,000 {Wi }le = 0,000 (3-89)
0,189 -0,734 -0,898

A resposta no tempo das equacdes originais para cada um dos vetores de
condi¢des iniciais representados pelas equagdes (3-89), pode ser utilizada para o
calculo das curvas de frequéncia-amplitude no espaco modal. O método utilizado
¢ o mesmo proposto por Nandakumar e Chatterjee (2005) e basicamente consiste
na integragdo numérica das equagdes originais de movimento levemente
amortecidas em cada grau de liberdade. Nos exemplos numéricos dessa secdo
foram utilizados valores de £&=0,005.

Consideram-se dois picos sucessivos de amplitude positiva (4; e A)
correspondentes aos tempos #; € ¢, respectivamente na resposta amortecida obtida

numericamente. Seja a média entre esses dois valores sucessivos, designada por
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A,, e o valor de pico negativo entre os dois picos positivos designado por A4,

Desse modo, a amplitude do movimento pode ser calculada numericamente por:

A 2 - Al‘l
A=—"—L—" (3-90)
2
O periodo da oscilacdo ¢ definido como:
Ty =t, -t (3-91)
J& o parametro de frequéncia adimensional pode ser expresso por:
w 2
Q=—= (3-92)
@, a7,

A comparagdo das curvas utilizando-se os osciladores modais e a integracao
numérica das equagdes originais de movimento, designadas como solugdo de
referéncia, ¢ mostrada para os modos POl ¢ P11 (mesmo resultado para o modo
P21) respectivamente nas Figura 3-10 (a) e (b). Como se pode observar, o modelo
de ordem reduzida apresenta boa correlagdo com os resultados numéricos em todo
o dominio analisado. As curvas para os graus de liberdade escravos podem ser
obtidas em fungdo das relagdes modais expressas pela eq. (3-60), no caso da
solucao obtida por meio do modelo reduzido.

O método numérico utilizado para obten¢do das curvas de frequéncia-
amplitude dos modos similares também pode ser utilizado para obtengdo dessas
curvas no caso dos modos ndo similares essencialmente ndo lineares P31, P41,
PS11 e PS21. As curvas obtidas para esses modos encontram-se no espago das
variaveis fisicas. As curvas frequéncia-amplitude para os deslocamentos u; € u; no
caso de oscilagdes do péndulo nos modos P31 e P41 sdo mostradas
respectivamente nas Figura 3-11 (a) e (b).

Observa-se que, diversamente dos modos similares, as curvas frequéncia-
amplitude para os modos ndo similares estdveis P31 e P41 apresentam ganho de
rigidez. Observa-se também que os ramos positivos e negativos dessas curvas sao
levemente assimétricos, revelando o efeito dos termos nao lineares pares nas

equagoes de movimento do sistema.
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Figura 3-10 Relagdes frequéncia-amplitude: (a) modo P01; (b) modos P11 e P21.
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Figura 3-11 Relac¢des frequéncia-amplitude: (a) modo P31; (b) modo P41.

As curvas de frequéncia-amplitude para os modos ndo similares instaveis
PS11 e PS12 sdo apresentadas na Figura 3-12. Observa-se um comportamento nao
linear com perda de rigidez em ambos os graus de liberdade.

Uma das caracteristicas tipicas dos sistemas ndo lineares ¢ a dependéncia
entre a frequéncia e a energia do sistema. E comum que na literatura referente aos
modos normais ndo lineares essa dependéncia seja descrita por relacdes
frequéncia-energia (Sextro et al., 2001, Peeters et al., 2008;Kerschen et al., 2008;
2009). Essas relagdes de dependéncia sao obtidas calculando-se primeiramente as
amplitudes dos harménicos em funcao da frequéncia nas equacdes (3-80) a (3-85),
as quais sdo substituidas na eq. (3-79) para os deslocamentos, que por sua vez sao
substituidos no potencial de energia do sistema. Uma vez que a energia do sistema
ndo dissipativo ndo varia com o tempo, somente a equagdo de energia potencial do

sistema, dada pela eq. (3-24) ¢ utilizada para obtencao da energia total do sistema.
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As curvas de variacdo frequéncia-energia sdo mostradas na Figura 3-13 para os
modos similares, onde se observa que a energia cresce até um valor maximo a
medida que a frequéncia decresce, para depois voltar a cair com o continuo
aumento da frequéncia de vibracdo. Assim, como observado por Rosemberg
(1966), ainda que os modos similares tenham seu formato independente do nivel
de energia de vibragdo do sistema, a frequéncia desses modos apresenta essa
dependéncia, caracteristica que os distingue dos modos lineares.

3.2.6.
Espaco de fase

O espaco de fase ¢ outra ferramenta adequada para se aferir o nivel de
aproximacao da solucdo de ordem reduzida, obtida com os modos normais nao
lineares, e a solugdo numérica das equacdes originais. Apresenta-se nas Figura
3-14 (a), (b) e (c¢) a configuragdo do espago de fase para os modos similares PO1,
P11 e P21, respectivamente. Nesses diagramas as linhas em preto correspondem
as oOrbitas obtidas da integragdo numérica das equagdes originais de movimento do
sistema. Aqui sdo utilizadas as transformagdes entre coordenadas fisicas e modais
discutidas na se¢do anterior. As condigdes iniciais sdo aumentadas até que as

oOrbitas atinjam o ponto de sela. A partir deste ponto o modo se torna instavel.

03

094 095 096 097 0 098  0.99 1 1.01

Figura 3-12 Curvas de ressonéncia para os modos PS11 e PS21.
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Figura 3-13 Curvas de frequéncia-energia — modos similares.

As coordenadas em u do ponto de sela obtidas tanto pela integracdo dos
osciladores modais quanto das equagdes originais de movimento do sistema sdo
mostradas na Tabela 3-2. Observa-se um erro menor que 0,4% na aproximagdo do
movimento pelo modelo reduzido resultante do uso dos modos normais nao
lineares, mesmo para deslocamentos maiores que a metade da altura do péndulo,
mostrando que a validade das aproximacdes obtidas ndo se restringe a pequenas

amplitudes de oscilagdes.

3.2.7.
Vibragao Forgada

Assim como no caso da analise linear, a ressonancia externa nos sistemas
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(a) (b) (c)
Figura 3-14 Espaco de fase: (a) modo P01; (b) modo P11; (c) modo P21 - as 6rbitas
correspondem a integragao do sistema de equagdes original e o campo vetorial ao

sistema aproximado.
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Solugao de Modelo

0,

Modo Referéncia Reduzido Erro (%)
P01 -0,628 -0,630 0,366
P11 -0,544 -0,5458 0,366
P21 0,544 0,546 0,366

Tabela 3-2 Coordenadas do ponto de sela para os modos similares.

nao lineares ocorre na proximidade dos modos normais (Rosemberg, 1966). Desse
modo uma das grandes motivagdes para o estudo dos modos normais ndo lineares
¢ que eles sao uma importante ferramenta no estudo das estruturas sob vibragoes
forcadas (Kerschen et. all. 2008). De acordo com Rosemberg (1966), quando a
amplitude da forca externa € pequena e, consequentemente, as amplitudes de
movimento também o s3o, a solugdo do problema de vibragdo forcada dos
osciladores modais fornece de modo apropriado o comportamento no regime
permanente da vibracao forgada do sistema.

Assim como na analise modal linear, pode-se ignorar a excitagdo externa no
procedimento de obtengdo do modelo reduzido utilizando-se os modos normais
ndo lineares, e as forg¢as sdo aplicadas na projecdo dos modos retidos na anélise
(Shaw et. al., 1999). Essa abordagem viola a propriedade de invaridncia das
variedades invariantes, uma vez que no sistema for¢ado as variedades invariantes
dependam do tempo. Entretanto, de acordo alguns autores (Boivin et. al., 1996;
Shaw et. al. 1999; Peschek, 2000), quando a amplitude da forca externa ¢ pequena
a variagao das variedades invariantes com o tempo pode ser desprezada.

A vibragdo forcada amortecida dos trés modos similares obtidos na se¢do
3.2.2 ¢ a seguir analisada, considerando a atua¢do de uma for¢a harmonica com
pequena amplitude excitando a estrutura na dire¢do de cada modo similar. Desse
modo, reescrevem-se as equacdes reduzidas dos osciladores modais para os

modos P01, P11 e P21, respectivamente como:

©’ ©’ ’
d+2&%J%—hb%Lmﬂjfu+§ifﬂ2+ﬂ6ﬂ—ﬂxnau3+mf—

2

17
512 4

(3-93)

u* =T cos(ar);
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o’ @’ o’
i +2¢,, /%—m +(1-4)2Zu —?7%2 + 24”/1 (164 —17) +

A
A (3-94)
17V3w?
AR /O =T cos(wt);
3 5164
1 N C % w’
i +28m, |——li+(1- ) 2w+ 2y + (164 —17’ +
5@, A ( ) A 4 A 24/1( )M
A (3-95)
17V3w?
LA 2 u* =T cos(at),
3 5164
onde /"¢ um parametro adimensional de carga, igual a:
A \F
F=[— - (3-96)
1-4)mg

onde Fy ¢ a amplitude da carga harmoénica.
Para se obter as curvas de ressonancia, utiliza-se o método do balango

harmoénico, assumindo a seguinte solugao aproximada:
u(t)= X, + X, cos(art)+ X, sen(ot) (3-97)

A substituicao da eq. (3-97) nos osciladores modais das (3-94), (3-95) e
(3-96), utilizando-se as expressdes trigonométricas do Anexo I, resulta em um
sistema de trés equacdes algébricas ndo lineares para cada modo. Tais curvas
apresentam formas complexas com o surgimento de pontos limites. Assim, utiliza-
se para a obtencdo das curvas de ressonancia o método de controle de
comprimento de arco, cujo procedimento encontra-se detalhado no Anexo II.

O resultado para os modos similares PO1, P11 e P21 (@,=1,0 rad/s e 1=0,7)
sdo apresentados na Figura 3-15, onde se utiliza a seguinte expressdo para a

obtenc¢do das amplitudes maximas do movimento:

X =X +/X,)+Xx; (3-98)

Como esperado, as curvas de ressonancia associadas aos modos similares
apresentam perda de rigidez decorrente do sinal negativo dos termos com nao
linearidade cubica, com a coexisténcia de ramos estaveis (linhas continuas) e
instaveis (linhas tracejadas). A estabilidade ¢ determinada a partir da teoria dos
multiplicadores de Floquet. Os multiplicadores de Floquet sdo calculados segundo

o procedimento numérico apresentado por Machado (1993) e detalhado no Anexo
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=0,020; £=0,030
N — POI
A\ - Pl11, P21

0.8 1 1.2

Figura 3-15 Curvas de ressonéncia para vibragao forgcada amortecida — modos

similares. Ramos estaveis — linhas continuas; ramos instaveis — linhas tracejadas.

III. As condigdes iniciais correspondentes aos pontos fixos, uy € vy, sdo obtidas a
partir dos resultados do método do comprimento de arco, tendo como varidveis «’,

X/, X5, X5, e das equagdes (3-97) e (3-98), resultando em:

wp = X!+~ F + () (3-99)

vi == Xi P+ (x:) (3-100)

Outro aspecto importante das curvas de ressonancia da Figura 3-15 ¢ o salto
dindmico entre solugdes estaveis coexistentes. Esses saltos correspondem a uma
transicdo subita entre atratores estdveis causados pelo fendmeno da histerese
dindmica (Kerschen et. al., 2006). O salto dindmico se traduz fisicamente por
mudangas bruscas na amplitude do movimento para pequenas variagdes na
frequéncia da forga externa. Essas transi¢des subitas sdo provocadas por pequenas
variagoes nas condi¢des iniciais do movimento e podem impulsionar a solugdo
entre dominios de atragdo competidores no espaco de fase (Kerschen et. al.,
2006). O salto dinamico também ¢ sensivel ao valor da amplitude da carga, ja que
um decréscimo na amplitude é capaz de diminuir o salto, tornando a transi¢ao
menos brusca, ou mesmo elimind-lo, como pode-se observar nas curvas da Figura
3-16 (a). O mesmo efeito ¢ obtido aumentando-se o amortecimento do sistema,

como se pode observar na Figura 3-16 (b).
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Os modos normais sdo importantes no estudo de sistema ndo lineares, uma
vez que a ressonancia do sistema ocorre na vizinhanga desses modos e que eles
podem ser utilizados para descrever o comportamento dindmico da estrutura. Para
verificacdo dessas caracteristicas considera-se a a¢do de uma forca externa
harmoénica atuando em uma direcdo que forma um angulo ¥ com o eixo x. Desse
modo as equagdes de vibragao do sistema forgado sdo obtidas pela adigao das

forcas nas equagdes (3-54) e (3-55), resultando em:

2 2 2
i +(l—/1)%ul Iy —%%uluz +(16/1—17)3a2)’;1 0 g +

2 2

o w
(162-17) 2 wud + i +%7pu3u2 - (3-101)
2
w
%TPW; =T cos(y)cos(wr)
2 2 2

. @ . 3o @
u2+(l—/1)7pu2+2§a)0u2 —gf(uf—u§)+(16/1—l7)32p/1u;+

2

[0
u, (i? +a§)+(l6ﬂ—17)ﬁulu2 oy 2 e

17.@ i _
512 4 U, —Fsen(y/)cos(a)t)

, 1050, , 183®, , ,
__ul 2

~ (3-102)

Aplica-se o método do balango harmonico, sendo que as aproximagdes para
u; e uy sdo iguais aquela da eq. (3-97), o que resulta num sistema de seis equacdes
algébricas nao lineares, resolvidas pelo método do controle de comprimento de
arco. As curvas de ressondncia para alguns valores de y juntamente com as
relagdes frequéncia-amplitude obtidas dos modelos de ordem reduzida referentes
aos modos similares s3o mostradas na Figura 3-17, onde se observa que o

comportamento dinamico for¢ado ¢ governado por estes modos ndo lineares.

3.2.8.
Diagramas de bifurcagao

Outra ferramenta muito util para o estudo da estabilidade das solugdes dos
sistemas forcados sdo os diagramas de bifurcacdo, resultantes da solucdo das
equacdes de movimento quando um dos pardmetros sofre variagdo. Para os

diagramas de bifurcacdo aqui obtidos sdo consideradas as equacdes (3-93), (3-94)
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e (3-95) com o parametro de carga [ variando, enquanto o parametro de
frequéncia da excitagdo ¢ mantido constante. Como exemplo, €2 ¢ escolhido igual
a 0,95, por se tratar de uma regido que exibe complexo comportamento dindmico
ndo linear. Para este exemplo adota-se: @,=1 rad/s e 4=0,7.

O procedimento numérico para o tracado do diagrama de bifurcagdo foi
proposto por Machado (1993) e associa a técnica do multimapeamento de
Poincaré com o método iterativo de Newton-Raphson. A técnica do
multimapeamento de Poincaré, descrita em detalhes no Anexo III, ¢ utilizada para
se descobrir a posi¢do dos pontos fixos para determinados niveis do parametro de
carga dentro de uma faixa de interesse. O diagrama de bifurcagdo ¢ entdo tragado
entre dois pontos fixos conhecidos em dois niveis adjacentes do pardmetro de
carga utilizando-se o método de Newton-Raphson em uma andlise incremental
iterativa. A estabilidade de cada ponto fixo ¢ obtida por meio dos multiplicadores
de Floquet numericamente determinados de acordo com o algoritmo descrito no
Anexo III.

Os diagramas de bifurcacdo para os modos POl e P11 (idéntico ao modo
P21) sdo mostrados nas Figura 3-19 e Figura 3-18 respectivamente. Observa-se
nesses diagramas a existéncia de multiplas solugdes com trechos estaveis e

instaveis, sendo estes trechos delimitados por bifurcagdes no-sela.
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*

k 0.5 —

0.8 1 12

(b)

Figura 3-16 Curvas de ressonancia — modo P01: (a) influéncia da amplitude da carga;
(b) influéncia do amortecimento. Ramos estaveis — linhas continuas; ramos instaveis —

linhas tracejadas

0.3
i 17=0,020; &0,070
0.25 —
0.2 —
L« 0.15
0.1 —
0.05 —
0 1 1 |
0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4

Figura 3-17 Curvas de ressonancia - influéncia do angulo y.

3.2.9.
Estabilidade
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Além do método dos multiplicadores de Floquet, utilizado em conjunto com as
curvas de ressonancia e diagramas de bifurcagdo para o estudo da estabilidade da
solu¢do do modelo reduzido pelo uso dos modos normais ndo lineares, pode-se
estudar a estabilidade do movimento perturbando-se as equagdes dos osciladores
modais (3-93), (3-94) e (3-95) e resolvendo-se as equacdes de Mathieu resultantes
do processo. A seguir, obtém-se os diagramas de estabilidade para a equacdo de
Mathieu. Para isso retém-se os termos até segunda ordem nessas equagdes. Apesar
dessa aproximagao, esse procedimento € til, uma vez que estuda analiticamente a
estabilidade do movimento sem a necessidade de se fixar a amplitude da forca
externa (curvas de ressonancia) ou a sua frequéncia de oscilagdo (diagramas de
bifurcacdo). O procedimento aqui utilizado segue o proposto por Jordan e Smith
(2007).

Para exemplificar o procedimento, considera-se a eq. (3-93) referente ao
oscilador modal do modo PO1. Utilizando-se os valores numéricos @,=1,0 rad/s e
A4=0,7, a variavel adimensional =ax ¢ a relacao a)Z,,:a)Zo/I/(I -1), tem-se:

28 1 5,

U, +—u, +—u+ Tu = 3
’ Q" Q 4Q 3Q

['cost (3-103)

Assumindo-se uma solugao do tipo:

0.1 0.2 7

. !
£2-0,950; &=0,030 P1 £-0,950; £0,030

-0.2

03 \ \ \ T -0.4 — R
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0 0.01 0.02 0.03 0.04
r r

(a) (b)

Figura 3-18 Diagrama de bifurcacdo — modos P11 e P21: (a) deslocamentos; (b)

velocidades. Ramos estaveis — linhas continuas; ramos instaveis — linhas tracejadas.
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0.2

2-0.950; £=0,030 S ep £2-0,950; £=0,030
i "
Pl
1

302 ' EN
.
,’
7 r
' -0.2 —
,
-0.3 — )
1
0.4 I ‘ I 04 \ \ \
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0 0.01 0.02 0.03 0.04
’a A
(a) (b)

Figura 3-19 Diagrama de bifurcagdo — modo P01: (a) deslocamentos; (b) velocidades.

Ramos estaveis — linhas continuas; ramos instaveis — linhas tracejadas.

u(r):chosr+X2senr (3-104)

Substituindo-se a eq. (3-104) na eq. (3-103) e utilizando-se as relacdes
trigonométricas do Anexo I, obtém-se as seguintes expressoes:

2 1 7 .2 1
_EX2+(1_§)M+3QZFZO, EXI-F(I—EJM:O (3-105)

Combinando-se as equagdes (3-105), tem-se:

7 1
X=X} +X; :—r\/ (3-106)

30202282 1)+ (Q* +1)

O préximo passo ¢ considerar a seguinte solucdo perturbada
u(t)=u"(r)+5(c) (3-107)

onde u*(t) ¢ solucdo da eq. (3-103), apos a substituicdo da eq. (3-107) na
correspondente equagdo homogénea de (3-103).
Linearizando-se a equacdo resultante, obtém-se a seguinte equagdo em
termos da perturbagao:
2 1 5.
0, +—=0, +—|1+=u [0=0 3-108
N12 Q N Qz ( 2 j ( )

Utilizando-se a seguinte relacao:

u" ()= X, cost+ X,sent = X cos(z + ¢) (3-109)
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onde X ¢ definido pela eq.(3-106) e ¢ ¢ o angulo de fase, substituindo-se a
eq.(3-109) na eq. (3-108), obtém-se a equagao de Mathieu amortecida:

o .. +K5,T,, +(v+ﬂ1 cos(r*))=0, (3-110)

onde os seguintes parametros foram utilizados para se obter a forma padrio da
equagao de Mathieu:

2 1 5

o' =(c+9); K= Ve ﬂlzﬁ

(3-111)

De acordo com Jordan e Smith (2007), as solugdes periodicas da eq. (3-103)
sao estaveis no dominio definido por:
1N 1,
vV——| —— -k )>0 3-112
[ 4) S8 -x) (3-112)
Substituindo as relagdes (3-106) e (3-111) na eq.(3-112), obtém-se a
seguinte equacdo para o dominio de estabilidade em termos dos pardmetros

adimensionais da equagao de movimento:

(L_ljz_ 122512 L&
Q° 4) 144Q' Q2% -1)+(Q* +1)| @

Repetindo-se o processo para os modos P11 e P21, tem-se o seguinte

0 (3-113)

dominio de estabilidade:

[L_ljz_ 12250 L&
Q* 4) 108020 (2&% -1)+(Q* +1)] @

Nas Figura 3-20 (a) e (b) sdo mostradas varias curvas delimitando as regides

0 (3-114)

de estabilidade para os modos P01 e P11 (igual para o modo P21) para niveis
crescentes do coeficiente de amortecimento & Os resultados mostram que os
dominios de estabilidade sdo bastante sensiveis ao nivel de amortecimento nas
regides de ressonancia. Observam-se no dominio estudado duas regides principais
de ressonancia. Uma em torno de £2=1,0 e outra em torno de £2=2,0.

Os diagramas de Mathieu s3o uma importante ferramenta de analise da
estabilidade da solucdo, uma vez que dispensam a obtencdo dos diagramas de
bifurcagdo, como se pode ver na correlacdo entre os pontos de perda de
estabilidade mostrados nas Figura 3-18 ¢ Figura 3-19 e as fronteiras de
estabilidade mostradas na Figura 3-21 (a) e na Figura 3-21 (b) para os modos P01
e P11, respectivamente. Nos diagramas da Figura 3-21 também sdo mostrados os

pontos de perda de estabilidade para 2=1,5 (P2) obtidos a partir das equagodes
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completas, onde se observa que a concordancia entre os métodos ¢ um pouco
menor que a obtida para a regido da ressonancia.

3.3.
Modelo imperfeito

As estruturas apresentam, em geral, imperfeicdes e incertezas ligadas aos
parametros que as caracterizam. As imperfeigdes estdo associadas a imprecisdes
nos valores dos parametros, ao ruido presente nas for¢as externas, e aos defeitos
de fabricacdo. Em alguns casos essas imperfeicdes nao influenciam o
comportamento global da dinamica do sistema e sdo entdo desprezadas. Contudo,

ha exemplos em que as incertezas e imperfei¢des tém grande influéncia no

1

1| =% 0,010
- 50,020
- 20,100
—A— 20,200

o5

(2) (b)

Figura 3-20 Influéncia do amortecimento no diagrama de estabilidade de Mathieu: (a)
modo PO01; (b) modos P11 e P21.

0.5 —

~ KN o5

(a) (b)
Figura 3-21 Correlagéo entre os diagramas de bifurcagéo e de Mathieu: (a) modo P01;
(b) modos P11 e P21 — £=0,030, P1 (©2=0,95) e P2 (2=1,50).
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comportamento dindmico dos sistemas fisicos.

Um dos principais efeitos das imperfeicdes ¢ a perda de simetria do sistema.
De acordo com Kerschen e coautores (2009), algumas degeneragdes dos modos
normais ndo lineares, como modos cuja forma independe da energia (modos
similares), sdo fendmenos fortemente ligados a existéncia de simetrias no sistema
dindmico. Outro aspecto importante ligado a perda de simetria ¢ o
desaparecimento de certos modos normais acoplados (Vakakis, 1991). De acordo
com Xu e coautores (2001), quando ressonancias internas acontecem, os modos
normais nao lineares em geral sofrem bifurcagdes e geram modos adicionais.
Entretanto, os modos normais bifurcados nao sdo comuns quando a assimetria do
sistema ¢ aumentada (Yang, 1968).

O principal objetivo dessa se¢do ¢ identificar a influéncia de uma pequena
imperfeicdo geométrica sobre a dindmica do problema, principalmente sobre os
modos normais nao lineares. Desse modo considera-se que o péndulo esta
inicialmente inclinado de 1° num angulo ¢; com a dire¢do positiva do eixo x em
relacdo a posicao vertical do eixo z. Desse modo as imperfeigdes consideradas

sao:

V4 V4
u,, =Ccos (ai )sen (@j ; U,y =Sen (ai)sen (@j (3-115)

Em fun¢do da simetria da estrutura, apenas alguns valores de ¢; precisam
ser estudados para mostrar o efeito da imperfeicdo na resposta dinamica do
problema. Para isso, dois exemplos sdo discutidos em detalhe. Inicialmente
considera-se ;=0 rad. Fisicamente isso significa que a imperfeicdo ocorre na
direcdo do eixo x. Esse primeiro caso representa todos aqueles onde ocorre a
perda total de simetria do sistema. Para esse valor de ¢; a solugdo das equagdes
(3-25) e (3-26) resulta no par de deslocamentos puramente estaticos u;,=0,059 e
u2=0,003. Para obten¢ao desses valores foram utilizados os pardmetros 1=0,700 ¢
®,=1,000 rad/s.

As equagdes de movimento sdo obtidas expandindo-se as equagdes (3-50)
em séries de Taylor e retendo até os termos de quarta ordem na expansdo,
obtendo-se as seguintes aproximacgdes para as equagdes nao lineares de vibragao

livre ndo amortecida:
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i, +0,424u, —0,057u, —0,015u; —1,072u,u, —0,018u; +

0,0592i2 —0,260u7 +0,042u 1, +1,003u,1i2 + 0,00 1ue,1i 11, —

(3-116)
0,265u,u; +1,000u1i5 +0,007u,1i,12, — 0,054u; =0;
ii, —0,057u, +0,432u, — 0,539 —0,009u,u, +0,537u; +
0,0031:2 — 0,034u —0,003u11, + 0,1 10w, + 0,00 1ue, 11,11, + (3-117)

1,000u,12; +1,000u,2;” —0,261u3 =0

Observa-se que, diferentemente do caso perfeito, as equagdes (3-116) e
(3-117) apresentam acoplamento nos termos lineares, bem como mais termos nao
lineares.

O segundo caso corresponde a um angulo ¢;=7/2 rad. Fisicamente, esse
caso se traduz pela existéncia da imperfeicao na direcdo do eixo y, onde esta
localizada a mola de constante de rigidez k;. Esse ¢ um caso onde a simetria ¢
parcialmente perdida, pois o sistema se mantem simétrico em relagdo ao eixo y.
Outros casos semelhantes sdo aqueles correspondentes aos eixos das duas outras
molas, k, e k3. Para esse segundo caso os deslocamentos puramente estaticos sao

u;5=0,059 e u,=0,003 e as equacdes de movimento sdo iguais a:
i, +0,376u, —1,086u,u, —O,237u13 +1,000u1a§ —0,3781,111,122 =0; (3-118)

ii, +0,481u, —0,550u; +0,523u3 +0,05515 —0,185u,u> +0,006u, 1,1, -
1,000,222 +1,003u,1i> —0,268u> =0 (3-119)
Nesse segundo caso de imperfei¢do, a quebra parcial de simetria produz
equacdes com mais termos ndo lineares para o segundo grau de liberdade que para
o primeiro, € um dos primeiros resultados da manuten¢do de um eixo de simetria

da estrutura ¢ o desacoplamento linear das equagdes de movimento.

3.3.1.
Modos normais lineares

O comportamento linear do problema com imperfeicdo geométrica ¢ obtido
pela solugdao do problema de autovalor resultante da linearizacao das equagdes de
movimento. A variagdo das frequéncias naturais (autovalores) com o dngulo ¢; ¢
mostrada na Figura 3-22. Observa-se que a ressonancia interna 1:1 caracteristica

do sistema perfeito deixa de existir, mesmo para o pequeno valor da imperfeicao
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considerado. A primeira frequéncia natural ¢ sempre menor que a frequéncia do
sistema perfeito, enquanto a segunda é sempre maior, qualquer que seja o angulo
de imperfeicdo considerado. A variagcdo de ambas as frequéncias com a direcdo da
imperfei¢do ¢ periddica (periodo igual a 27/3), o que se reflete fisicamente na
posicao dos eixos das molas extensionais do péndulo. As menores diferencas entre
as frequéncias ocorrem para o=(3+4n)7/6 (n=0,1,2..) e maiores para
a=(1+4n)76 (n=0,1,2..). Esse comportamento peridodico confirma ser necessario
somente o estudo de alguns casos dentro do dominio especificado na secdo
anterior para o entendimento do comportamento da vibragado estrutural do péndulo
quando considerada a adi¢ao de uma imperfei¢do geométrica ao sistema.

Para os casos =0 rad ¢ o=n/2 rad, apresenta-se um resumo dos resultados
da andlise modal linear na Tabela 3-3. Observa-se que a quebra de simetria do
problema em func¢do da imperfei¢do leva ao surgimento de nds estaveis, € nao
mais um no estrela resultante do problema de autovalor repetido para a estrutra
perfeita, onde qualquer vetor era um autovetor do problema. No caso da
existéncia da imperfei¢ao na direcdo do eixo y, os autovetores coincidem com os

eixos x e y do problema.

3.3.2.
Modos normais nao lineares

Uma das consequéncias fundamentais da perda de simetria do sistema ¢ a
auséncia de planos que desacoplem o problema. Como consequéncia, para a
imperfeicdo inicial na dire¢do do eixo x (=0 rad), o sistema nao apresenta modos
normais ndo lineares similares como no caso do problema sem imperfei¢ao. Ja o
caso da imperfeicdo inicial na direcdo do eixo y, a=m2 rad, possui um modo

similar caraterizado pela seguinte relagdo entre os graus de liberdade:
¢, =0 (3-120)

Esse modo equivale a um desacoplamento no eixo y do sistema, de modo

semelhante ao caso perfeito. O oscilador modal resultante € igual a:

i +0,481u +0,523u” —0,268u> +1,000u2” —0,047u* = 0 (3-121)
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Figura 3-22 Variagao das frequéncias naturais com a diregdo da imperfeigao.
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Tabela 3-3 Resultados da analise modal linear — problema com imperfeigao.
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Por outro lado, como as condicOes exatas de ressonancia interna nao se
reproduzem para este caso, pode-se entdo aplicar o método das variedades
invariantes para obten¢do de modos normais ndo similares e utiliza-los para se
efetuar a redu¢do modal do problema.

O deslocamento e a velocidade do grau de liberdade na diregdo x sdo
escolhidos como par mestre da analise modal ndo linear, enquanto as coordenadas
generalizadas do grau de liberdade na direcdo y sdo escolhidas como par escravo.

Tem-se assim:

u, u

il VoL (3-122)
U, P(u,v)

L.‘z Q(M,V)

onde as fungdes P e Q representam as variedades invariantes, ou fungdes modais
para o sistema de equagdes (3-116) e (3-117).

Com a perda de simetria do sistema as equagdes diferenciais parciais que
governam as variedades invariantes do sistema ndo possuem solucdo de forma
fechada, tipicas das variedades invariantes planas dos modos similares
(Apiwattanalunggarn, 2003). Desse modo deve-se utilizar uma solugdo
aproximada. Em fun¢do das caracteristicas da ndo linearidade do sistema de
equagoes (3-116) e (3-117), expandem-se as fungdes P ¢ Q em séries de poténcia
homogéneas correspondentes a polindmios bicubicos em termos de u e v, cujos

coeficientes sdao desconhecidos:

P(u,v) =au+a,y+au’ +auv+ay’ +au’ +au’v+au’ +a,v;  (3-123)

Q(u, v) = by +b,v+bu’ +buv+by’ +bu’ +bu’v+buv’ +by’ (3-124)

A substitui¢ao das equagdes (3-116), (3-117), (3-123) e (3-124) nas
equacdes diferenciais que governam as variedades invariantes resultam em duas
solugdes para os coeficientes das séries de poténcia assumidas como solugdo, uma

para cada modo. Para o primeiro modo as fungdes de restri¢ao sao:

P =0,932u —0,442u" —3,596v" —3,139u" — 20,445uv”; (3-125)

0=0932v +1,789uv —1,454u’v — 18,6121’ (3-126)

Para o segundo modo tém-se as seguintes fungodes de restricao:
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P =-1,073u—1381u’ — 4,486V +1,963u> +12,712uv*; (3-127)

0 =-1,073v+1,591uv + 4,257u’v +15,599v° ; (3-128)

A parte linear das equagdes de (3-125) a (3-128) correspondem aos modos
normais lineares obtidos na se¢do 3.3.1 (Shaw e Pierre, 1993). As variedades
invariantes sdo, portanto, definidas por u, v, P e (O, e geometricamente
correspondem a uma hipersuperficie que pode ser visualizada em duas secdes
correspondentes a uma superficie para os deslocamentos e outra para as
velocidades (Jiang, 2004). Para os modos lineares, correspondentes a parte linear
das equacdes de (3-125) a (3-128), as variedades invariantes sdo geometricamente
descritas por hiperplanos, cujas projecdes bidimensionais podem ser vistas na
Figura 3-23 e na Figura 3-24 para respectivamente o primeiro ¢ o segundo modo.
As fungdes de restricdo (seg¢des da hipersuperficie) para o primeiro e segundo
modo podem ser vistos respectivamente na Figura 3-25 e na Figura 3-26.
Observa-se que as superficies correspondentes ao sistema nao linear sdo tangentes
aos planos do sistema linear na origem (Pesheck et al., 2001).

A substituicdo das fungdes de restricao (3-125) e (3-126) na eq. (3-116)
resulta no seguinte oscilador ndo linear para o primeiro modo, considerando o=0

rad:

6 +0,372u — 1,005 +0,2550% +0,172u° + 7,21 luui*
(3-129)
+28.349u%u% +3,375u* —2,292i* =0

O oscilador ndo linear correspondente ao segundo modo para =0 rad ¢
obtido pela substitui¢do das equagdes (3-127) e (3-128) na eq. (3-116), o que
resulta em:

i +0,485u +1,193u* + 0,3224% + 0,773u” + 5,879uui”
(3-130)
—18,713u*u* —1,988u* —2,2924* =0
Para a=m2 rad, tem-se, além do oscilador (3-121), ainda um modo

normal ndo linear que ¢ uma continuacdo do segundo modo normal linear, cujo

oscilador modal ¢ igual a:
i +0,376u —0,532u° —1,397uii’> =0 (3-131)

As equagdes (3-129) e (3-130) apresentam termos nao lineares de ordem

par e impar, enquanto a eq. (3-131) apresenta somente termos impares que
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correspondem as contribuigdes dos termos incluidos nas séries de poténcia
utilizadas para a obtencdo das solucdes aproximadas das variedades invariantes.
Desse modo, as contribui¢des ndo lineares do modo nao simulado (modo escravo)
sao também incluidas no modelo reduzido, ao contrario da reducdo modal com
modos lineares. Embora os termos de quarta ordem estejam incompletos em
fungdo da expansdo até termos de ordem cubica nas séries (3-123) e (3-124) eles
sdo mantidos, uma vez que a contribuicdo primaria do modo escravo
correspondente ao termo de ordem m na expansdo em série de Taylor acontece
nos termos de ordem m+1 no oscilador normal. Desse modo, mesmo imprecisos,
os termos de quarta ordem contém uma importante contribuicdo do modo escravo
e, por isso, nao devem ser desprezados (Pesheck, 2000).

3.3.3.
Multiplicidade de modos

Foram determinados pelo método das variedades invariantes dois modos
normais ndo similares para cada um dos dois exemplos de imperfeicdo geométrica
analisados na se¢do anterior, além de um modo similar para a imperfeicdo na
direcdo do eixo y. Para verificar a existéncia de modos adicionais, utiliza-se nesta
secdo a técnica das segdes de Poincaré. Utiliza-se como exemplo as segoes

definidas pelas seguintes expressoes:

3, =[u, =0]n[H = h] (3-132)

3, =[u, =0]n[H = 1] (3-133)

A secdo resultante, para um nivel de energia h = 0,714 (correspondente a
metade da energia do ponto de sela de menor energia total do sistema estatico
imperfeito, que define a fronteira de estabilidade do modelo) para o caso ;=0 rad
¢ apresentada na Figura 3-27. Observa-se que, diferentemente da secdo do sistema
perfeito (Figura 3-5), somente dois modos estaveis (centros) sdo identificados
correspondendo aos pontos P11 e P21. As seg¢des para a=m2 e h= 0,719
(correspondente & metade da energia do ponto de sela de menor energia total do
sistema estatico imperfeito, que define a fronteira de estabilidade do modelo) sao
mostradas na Figura 3-28 (a) e (b). Neste caso sdo identificados trés modos na

secdo X; um modo instdvel correspondente ao ponto de sela PSO1 e dois estaveis
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correspondentes aos centros P11 e P2. Na se¢do X,. Tem-se dois modos estaveis,
P12 e P22.

Para um nivel de energia de 5% da energia do ponto de sela, observa-se
nas Figura 3-29 (a) e (b) que para o=n/2 rad a dindmica do problema ¢
simplificada e somente um modo ¢ identificado em cada se¢ao.

Apresenta-se na proxima secdo a correlagdo entre os modos identificados
nas se¢Oes de Poincaré das Figura 3-27, Figura 3-28 e Figura 3-29 com os modos

determinados pela técnica das variedades invariantes na se¢do 3.2.2.

3.34.
Resposta no tempo

O resultado da integragdo no tempo das equagdes originais de movimento
com as condigdes iniciais correspondentes as coordenadas dos respectivos modos
listadas na Figura 3-30 ¢ mostrado para ambos os modos na Figura 3-30. Observa-
se que ambas as proje¢des no espaco de configuragdo sdo curvas. Os
deslocamentos estdo em fase no modo P11 e fora de fase na vibragdo no modo
P21. Ambos os modos sdo uma continuagdo dos modos lineares, ¢ ndo modos
essencialmente ndo lineares como os modos nao similares obtidos para o caso sem
imperfeicdo geométrica. Os modos P11 e P21 sdo os mesmos modos obtidos pelo
método das variedades invariantes. Como o sistema é ndo amortecido, os modos
seguem também a definicdo de Rosemberg, atingindo suas maximas posigoes ao
mesmo tempo e passando pelo equilibrio ao mesmo tempo, ou seja, 0 movimento
¢ unissono.

Para o caso da existéncia da imperfei¢ao na direcdo do eixo y, a projecao do
resultado da integragdo no tempo para os trés modos identificados ¢ mostrada na
Figura 3-31 (a) e (b) para os niveis de energia iguais a 50% e 5% do ponto de sela
respectivamente. Observa-se que o ponto PS01 identificado na secdo de Poincaré
da Figura 3-28 (a) corresponde ao modo similar obtido na sec¢do 3.3.2, enquanto o
ponto P12 mostrado na Figura 3-28 (b) corresponde ao modo ndo similar obtido

anteriormente.
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() (b)
Figura 3-23 Variedades invariantes lineares para o primeiro modo, (=0 rad): (a)

projecao dos deslocamentos; (b) projecéo das velocidades.

(a) (b)

Figura 3-24 Variedades invariantes lineares para o segundo modo, (=0 rad): (a)

projecéo dos deslocamentos; (b) projecéo das velocidades.

O modo POl mostrado na Figura 3-29 (a) corresponde ao modo similar
desacoplado, referente ao oscilador modal da eq. (3-121), que para uma energia
igual a 50% do ponto de sela torna-se instavel e bifurca dando origem a dois
modos ndo similares estaveis, P11 ¢ P21. O modo P21 é o mesmo modo P22
mostrado na Figura 3-28 (b). J& 0 modo P12 da Figura 3-29 (b) permanece estavel
quando o nivel de energia equivale a 50% do ponto de sela, sendo o oscilador

modal associado dado pela eq. (3-131).
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(a) (b)
Figura 3-25 Variedades invariantes nao lineares para o primeiro modo, (=0 rad): (a)

projecéo dos deslocamentos; (b) projegéo das velocidades.

(a) (b)

Figura 3-26 Variedades invariantes nao lineares para o segundo modo, (=0 rad): (a)

projecao dos deslocamentos; (b) projecéo das velocidades.

133
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o
N}
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du, /dt

.
o

Figura 3-27 Secgao de Poincaré X, para o modelo com imperfeicdo geométrica — 50%

da energia do ponto de sela, a=0rad.

Ponto Estabilidade uy du,/dt u, du,/dt
P11 Centro 0,035 0,125 0,000 0,088
P21 Centro -0,043 -0,107 0,000 0,108

Tabela 3-4 Coordenadas dos pontos fixos das secdes de Poincaré — sistema com

imperfeicdo geométrica — 50% da energia do ponto de sela, «=0 rad.

3.3.5.
Relagao frequéncia-amplitude

As curvas de ressonancia sdao obtidas aplicando-se o método do balango
harmoénico as equagdes (3-129) e (3-130), utilizando-se como solucdo aproximada
a eq. (3-79). O sistema de equacdes algébricas ¢ resolvido utilizando-se o método
do controle de comprimento de arco. As curvas para ambos os modos
considerando ¢;=0 rad sdo mostradas na Figura 3-32 (a). Observa-se que ambos os
modos apresentam ganho de rigidez. Para o caso onde ¢=n/2 rad as curvas de
ressonancia sdo mostradas na Figura 3-32 (b) para o modo ndo similar PO1 e para

o modo ndo similar P21, onde se observa que ambos apresentam perda de rigidez.
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Figura 3-28 Secao de Poincaré para o modelo com imperfeicdo geométrica «=x/2 rad

— 50% da energia do ponto de sela: (a) 2; (b) 2.

0.2 0.2

02 \ \ \ 02 I
0.4 -0.2 0 0.2 04 0.4 0.2 0 02 04
u, u,

Figura 3-29 Secado de Poincaré para o modelo com imperfeicdo geométrica «=/2 rad

— 5% da energia do ponto de sela: (a) 27; (b) 2>.

As curvas de variagdo frequéncia-energia sao mostradas na Figura 3-33 (a)
considerando =0 rad, onde se pode ver que o aumento do nivel de energia com a
frequéncia é mais acentuado no segundo modo do que o primeiro. Considerando
a~=n/2 rad, observa-se que a energia para o modo similar cresce inicialmente com
o decréscimo da frequéncia e depois decresce. Para 0 modo ndo similar hd um
acréscimo da energia do sistema com a diminui¢do da frequéncia no dominio

estudado.
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0.3

P21 P11

Figura 3-30 Espago de configuragao — modos nao lineares — 50% da energia do ponto

de sela, g=0rad.

0.3 0.3
0.2 — 02 —
b v i
0.1 — P12 P11 e P21 (P22) 01—
i | P12
< o] < o N
7 PSO1 7
0.1 —| 0.1 —
0.2 —| 0.2 — P01 —>
0.3 I T I 03 \ \ \
-0.4 0.2 0 0.2 0.4 0.4 0.2 0 0.2 0.4
u; u;
(a) (b)

Figura 3-31 Espago de configuragdo — modos néo lineares, a=/2 rad: (a) 50% da

energia do ponto de sela; (b) 5% da energia do ponto de sela.

3.3.6.
Espaco de fase

O espaco de fase ¢ obtido para cada modo, comparando-se as solugdes das
equacdes originais com os modelos reduzidos obtidos pelo uso dos modos
normais ndo lineares. A solugdo de referéncia é obtida pela integragdo das
equacdes originais de movimento, utilizando-se a seguinte transformac¢do modal

(Shaw e Pierre,1993):

S AR IYA IZART) AR ) (3-134)
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onde u sdo as coordenadas fisicas do sistema, enquanto w sdo as coordenadas
modais e / ¢ a matriz identidade.

A matriz M, ¢ formada pelos coeficientes lineares das fungdes de restrigao
expressas pelas equagdes de (3-125) a (3-128):

1,000 0,000 1,000 0,000

0,000 1,000 0,000 1,000

0o 0,932 0,000 -1,073 0,000

0,000 0,932 0,000 -1,073

(3-135)

A matriz M>, ¢ uma matriz nao linear formada pelos coeficientes dos

termos de ordem quadratica das fungdes de restri¢ao:

0,000 0,000 0,000 0,000
0,000 0,000 0,000 0,000
271 0,442u, 3,597y, —138lu, -—4,486v,
1,785y, 0,000 1591y, 0,000

(3-136)

Utilizando-se as coordenadas dos modos P11 e P21 mostradas na Tabela
3-4, obtém-se, as matrizes de transformacdo modal para cada modo
respectivamente. Os resultados para o primeiro e segundo modos sdo mostrados,
respectivamente, nas Figura 3-34 (a) e Figura 3-34 (b) para o caso de o=0 rad.
Observa-se que para amplitudes da ordem de 20% do comprimento da barra do
péndulo invertido, a solugdo de referéncia, correspondente a integragdo das
equacdes originais (linha continua) comeca a se distanciar da solugdo
correspondente ao modelo reduzido (linha pontilhada), delimitando-se assim a
validade da expansdo em série assumida nas expressoes de (3-125) a (3-128) para

aproximacao das variedades invariantes.
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Figura 3-32 Curvas de ressonéncia para sistema com imperfei¢do: (a) «=0 rad; (b)

ao=n/2 rad.
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Figura 3-33 Curvas de frequéncia-energia: (a) a=0 rad; (b) a=/2 rad.
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Figura 3-34 Espaco de fase, =0 rad: (a) modo P11; (b) modo P21 - linhas continuas

— solugéao de referéncia; linhas pontilhadas — modelo reduzido.
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3.3.7.
Vibragao Forgada

Quando o sistema esta sob vibracao forcada, as variedades invariantes sao
dependentes do tempo. Como € possivel obter para o modelo com imperfeigao
geométrica os modos normais ndo lineares pela técnica das variedades invariantes,
pode-se derivar as variedades invariantes dependentes do tempo utilizando-se o
conceito de multimodo proposto por Boivin et al., 1994, introduzindo-se uma
nova variavel para representar a variagdo no tempo.

O procedimento aqui apresentado foi originalmente proposto por Shaw et
al. (1999) como uma aplicagdo da reducdo de ordem baseada na técnica das
variedades invariantes para sistemas harmonicamente excitados. Como uma nova
variavel relativa a carga harmonica ¢ acrescentada ao sistema, adiciona-se também

a equacao diferencial que governa essa variavel:

. 2 _

U, +ou, =0 (3-137)
onde us ¢ a nova variavel acrescentada ao sistema, que representa a dependéncia
do tempo das variedades e ¢ definida por:

u, = cos(a)t) (3-138)

Considera-se, portanto, a atuacdo de uma for¢a harmdnica com frequéncia
w e amplitude 7, cuja direcdo faz um angulo £ com a dire¢ao do eixo y, de modo
que as equacdes de movimento forcadas sao:

ii, +0,424u, —0,0561, —0,015u> —1,072u,u, —0,018u> +

0,0592:2 — 0,260 + 0,042u1, +1,003u,212 + 0,00 1u,1111, —

(3-139)
0,265u,u; +1,000u.1; +0,007u,1i1, —0,054u; = [senfu,
ii, —0,057u, +0,432u, — 0,539 — 0,009u,u, +0,537u; +
0,003:z; — 0,034, — 0,003, + 0,110u,2 + 0,00 lu, 1,11, + (3-140)

1,000u,2i2 +1,000u,i7 —0,261u3 =T cos fu,

A técnica proposta por Boivin er. al. (1994) ¢ uma generalizagdo dos
modos normais nao lineares individualmente invariantes onde mais de um par

mestre ¢ utilizado. Além do deslocamento e velocidade do primeiro grau de
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liberdade — u; € v;— sdo utilizados também a nova variavel temporal adicionada ao

sistema, definida pela eq. (3-138) e sua velocidade, assim definida:
v, =i, = —asen(ot) (3-141)

As fungdes de restrigdo, para o modo escravo (deslocamento e velocidade
na direcdo y), sao aproximadas por séries polinomiais cubicas de quatro variaveis,
expressas por:

_ ! 1 12 1 1.2 13
U, = P(ul,vl,uf,vf)— a,u, +a,v, +asu; +a,u,v, +asv, +agu; +
1.2 1 2 1.3 f f f.2 f f..2
a;u vy +agu vy +agv; taju,tay v, +aju; +au v, tayvy +

ag'u;- + a{uﬁ-vf + a{ufvj +al v; + allfuluf + aéfulvf +ay v, +

1f 1f 2

a;/ v, +asuju, +ay u} u, +al

2 1y 2 1.2
wu, +ag uyv, +ay viu, + (3-142)

1f.2

1f 1f 17
apwv, +a, vluf +a,

vlvf +ajuvu, +ay]u, v, +alu, uv,

17
+a v,

1

v, = Q(u1 Vsl Vs ) =blu, + by, + by +buv, +bivi + b +bhulv, +

byu,v; +byv; +b1fuf +b2fvf +b3fu‘§ +b4fufvf +b5fv./2, +b6fuj, +
b‘7fu./2,vf +bgfufv./2, +bg)fvf, +b11fuluf +b;fulvf +b31fv1uf +bf‘fvlvf +  (3-143)
blfuzu +b/u! Us +b) u Uy 2 +bu vy 2 4+by v viu +b110fvl v, +
blllfvlu;- + bllzfvlv;- + bll{ulvluf + bf{ulvlvf + bllsfulufvf + bllg‘vlufvf
Os coeficientes a e b nas equagdes (3-142) e (3-143) podem ser obtidos de
modo separado, sendo que os coeficientes dos termos dependentes de um tUnico
modo sdo obtidos utilizando-se o procedimento das variedades invariantes para
modos individuais e, ap0s isso, os coeficientes ja determinados sdo utilizados para
determinagdo dos demais termos responsaveis pelo acoplamento entre os dois
pares mestres. Esse procedimento diminui consideravelmente a complexidade dos
calculos para obtencao das superficies modais. As fungdes modais, utilizando-se
as expressoes (3-138) e (3-141) e fazendo-se u;=u e v;=v, para o primeiro modo
sdo iguais a (£2=1,100; f=n/6; 1=0,020; £=0,030):
P =0,932u —0,020v — 0,330uvcos(0,671¢) + 0,0 14usen’(0,671¢ ) +
0,006u cos*(0,671¢)— 0,18 luv — 20,1 19uv? —1,135u%v — (3-144)

0,013v? cos(0,671¢) - 0,458u —3,081u° —3,610v> —0,630v° —
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0,001vsen(0,671¢)cos(0,671¢) — 0,006uvsen(0,671¢) — 0,020sen(0,671¢ )

Q =0,007u +0,932v —0,001uv cos(0,671¢) — 0,014 cos(0,671¢) +
0,018 c0s(0,671¢) — 0,00 lusen(0,671¢)— 0,013u> cos(0,671¢) +
0,004u2sen(0,671¢)— 0,075vsen(0,671¢) - 0,002v cos(0,671¢) +
0,017vsen*(0,671¢)+0,005vcos(0,671¢)+1,771uv — 0,43 1uv> —  (3-145)
1,510u%v —0,313v? cos(0,671¢) + 0,047u* +0,244u° — 0,043v> —
18,441v° —0,001usen(0,671¢)cos(0,671¢)— 0,273uvsen(0,671¢) +
0,001sen(0,671¢)

Para o segundo modo tem-se o resultado:
P =—1,073u —0,023v — 0,01 1u* cos(0,671¢) — 0,006u cos* (0,67 1¢) -
0,006u cos*(0,671¢) - 0,036uv +12,253uv* —1,853u’v —
0,013v? cos(0,671¢)— 0,458u —3,081u° —3,610v> —0,630v° —
0,001z cos(0,671¢) - 0,014usen’ (0,671 ) — 0,058usen(0,671¢ ) G-146)
—0,179u%sen(0,671¢)— 0,100v cos(0,671¢) — 0,001v cos? (0,67 1¢) +
0,003usen(0,671¢)— 0,001vsen’ (0,671¢) - 0,185u cos(0,671¢ ) —

0,003vsen(0,671¢)cos(0,671¢)— 0,064uvsen(0,671¢);

Q =0,011u —1,072v + 0,045uv cos(0,671¢) — 0,014 cos(0,671¢) +

0,010u cos(0,671¢)+ 0,00 1usen(0,671¢)— 0,089u> cos(0,671¢ )+

0,036u7sen(0,671¢ )+ 0,040vsen(0,671¢) + 0,003v cos(0,671¢) -
0,013vsen’(0,671¢)—0,005vcos®(0,671¢)+1,618uv — 2,028uv> +  (3-147)
3,886uv +0,216v7 cos(0,671¢)+ 0,045u* + 0,960u> — 0,134v* —

14,984v* +0,001usen(0,671¢)cos(0,671¢) — 0,1 73uvsen(0,671¢ ) +

0,001sen(0,671¢)

As curvas modais expressas pelas equagdes (3-144) a (3-147) variam no
tempo e representam os modos normais ndo lineares amortecidos e forgados
(Touzé e Amabili, 2006). O periodo, T de variagdo dessas equagdes de restrigdo

no tempo € o mesmo da carga externa, € € eXpresso por:
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T, = 2z (3-148)
10

Na Figura 3-35 e na Figura 3-36 sdo mostradas algumas secdes das
variedades invariantes em diferentes instantes de tempo. No tempo =0 s as curvas
coincidem com o resultado para o modo ndo forcado. A forma das segdes ¢
mantida quase idéntica durante o movimento das variedades invariantes com o
tempo. A diferenca entre as curvas para os modos forcado e livre é pequena
quando a amplitude da carga externa ¢ pequena se comparada com as amplitudes
de movimento. Os tempos =1,/4 e 3T/4 correspondem aos instantes minimos
onde as amplitudes do movimento das variedades invariantes sdo maximas na
vibragcdo livre amortecida. Observa-se também que as variedades invariantes
deixam de passar pelo ponto de equilibrio quando variam com o tempo, ainda que
guardem a mesma tangente dos modos normais lineares.

Na Figura 3-37 (a) mostra-se a influéncia do angulo de atuacdo da carga
externa sobre o primeiro modo do péndulo invertido, o resultado ¢ semelhante
para o outro modo. Observa-se que para as analises aqui consideradas a influéncia
do angulo f ¢ pequena sobre as variedades invariantes. J4 na Figura 3-37 (b)
mostra-se a influéncia da amplitude da carga externa sobre as segdes das
variedades invariantes para o primeiro modo. A medida que se aumenta o valor da
amplitude da carga externa, maior ¢ a diferenca entre o resultado para a vibracao
livre e forgada.

As curvas de ressonancia obtidas para o modelo com imperfeicao para os
dois modos normais ndo lineares sdo mostradas na Figura 3-38 (a) e (b) para os
casos ay=0rad e oy=7/2 rad, respectivamente. Utilizam-se os modos ndo forg¢ados,
uma vez que a amplitude da carga ¢ pequena comparada com as amplitudes do
movimento na regido de ressonancia. Observa-se comportamento com salto
dinamico para ambos os casos, onde os trechos instaveis sdo mostrados com
linhas pontilhadas. As curvas apresentam ganho de rigidez para o;=0rad e perda
de rigidez para o caso o=n/2 rad, mostrando assim a importancia da direcdo da

imperfeicdo geométrica considerada.
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Figura 3-35 Variagao das fung¢des de restricdo com o tempo, primeiro modo: (a) P —

p=r6; '=0,020;
£=0,030; £2=1,100

= = = Vibragéo livre

—@- Vibracdo forcada- =7f/4
—*— Vibragio for¢ada- =377/4

-0.4

I ! I !
0 02

(@)

secao v=0; (b) Q — segao u=0.

0.2

-0.2

04

Figura 3-36 Variagao das fungdes de restricdo com o tempo, segundo modo: (a) P —

04

P=r6; I'= 0,020,
£=10,030; 2=1,100

- - - Vibragéo livre

—@- Vibragio forgada- =714
—%— Vibragdo for¢ada- =37f74

-0.4

-0.2

(2)

secao v=0; (b) Q — segao u=0.

04

0.2

143

0.1 —

p=n6;7=0,020 ;
£=0,030 ;42=1,100
- - = Vibragao livre
—&- Vibragdo for¢ada- =714
—%*— Vibragio forcada- =37f74

0.1 —

04 -0.2 0 0.2 04
v
0.03
| B=n6; I'=0,020;
£=0,030; 2=1,100
002 —| |= == Vibrago livre [
—@— Vibragio forgada- =714 ,’
- | =% Vibragdo forgada- =374 A
0.01 —
0 —
-0.01 —
-0.02 T T T
-04 -0.2 0 0.2 04

(b)
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0.2 —
= = = Vibragio livre

—@- Vibragio forgada
. =#— Vibragio forgada
—A— Vibrago forgada
—4— Vibragio forgada

=T = 0,020;
£=0,030; 2-1,100

- p=0rad

- =6 rad
- p=n/3 rad
- =72 rad

0.2 —

0.4 —

04 T ‘ T ‘ T

-04 -0.2 0 02
u

(@)

T I
0.4

0.2

144

=114 ; f= 76 rad;
£=0,030; 2=1,100

= = = Vibragao livre

—A— Vibragio forgada - 7=0,010
=*— Vibragio forgada - 70,020
@ Vibragdo forgada - 7=0,050

-04

-0.2

I I T I
0 02 0.4

(b)

Figura 3-37 Variedades invariantes forgadas: (a) influéncia do angulo g: (b) influéncia

da amplitude da carga externa — primeiro modo.

06

£0,030; 7=0,020
— 0PIl
—— P21

04 —

0.2 —

(@)

0.6 —

£-0,030; 70,010
— PO1
= P12

(b)

Figura 3-38 Curvas de ressonancia para vibracado forgada amortecida, (a) =0 rad. (b)

(b) a=72 rad - Ramos estaveis (linha continua); ramos instaveis (linha pontilhada).

3.3.8.
Diagramas de bifurcagao

Como as curvas de ressondncia obtidas para os modos ndo lineares do

modelo com imperfei¢do geométrica possuem ganho de rigidez, serd utilizado

neste estudo um valor de frequéncia adimensional um pouco maior que a unidade,

£2=1,250. Os resultados para os modos P11 e P21 sdo mostrados respectivamente

na Figura 3-39 e na Figura 3-40. Observa-se que somente o primeiro modo exibe
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trechos instaveis e multiplas solucdes para a frequéncia e dominio de parametro

de carga analisado.

3.3.9.
Estabilidade

Apresenta-se na Figura 3-41 (a) e (b) a influéncia da taxa de
amortecimento nos diagramas de estabilidade de Mathieu. Observa-se que o
sistema exibe comportamento semelhante para os modos onde os diagramas de
Mathieu foram determinados no caso da estrutura sem imperfei¢cdo. A correlagdo
entre os diagramas de bifurcacdo da Figura 3-39 e as fronteiras de estabilidade ¢
mostrada na Figura 3-42, onde se pode ver uma boa correlagdo entre as duas

ferramentas de estudo de estabilidade da solugdo do modelo de ordem reduzida.

3.3.10.
Procedimento numérico para obtengao dos modos nao lineares

Nesta se¢do ¢ proposto um novo método numérico para obtengdo dos
modos normais ndo lineares. O procedimento se baseia na integracdo numérica
das equagoes originais de movimento levemente amortecidas ¢ da interpolagdo
numérica dos resultados por fungdes polinomiais para as superficies modais. Essa
interpolagdo permite a obtengao de expressoes analiticas que podem ser utilizadas
do mesmo modo que as séries de poténcia obtidas no método das variedades
invariantes. Como condigdes iniciais para a integragdo s3o utilizadas as
coordenadas dos modos identificados nas se¢des de Poincaré.

O método ¢ aqui exemplificado utilizando-se o exemplo do péndulo com
imperfeicdo geométrica descrito pelas equagdes (3-116) e (3-117) adicionadas de
uma pequena por¢ao de amortecimento proporcional, de modo que a solugdo no
tempo percorra a superficie definida pelas variedades invariantes. Isso ¢ feito com
base na definicido dos modos normais nao lineares em termos das variedades
invariantes, uma vez que o movimento iniciado num determinado modo nao linear
permanece nele durante todo instante #, de modo que a resposta numérica pode ser
utilizada para se obter aproximacdes analiticas para cada modo.

Foram utilizadas as coordenadas do modo P11 e P21 na se¢do de Poincaré

mostradas na Tabela 3-4 para integracdo numérica das equacdes de movimento,
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0.04 0
2=1,250; £&0,030
| | ©2=1,250; £=0,030 Pl R
/ 0.1
’
0 — ’
/ i
’
| 1
! -0.2 —
1
= -0.04 — ' = 7 Pl
1 )
i -0.3 — r'
. /’
-0.08 | ’
-0.4 — '\
-0.12 T T T -0.5 T T T
0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
r I
(a) (b)

Figura 3-39 Diagrama de bifurcacdo — modo P11, =0 rad: (a) deslocamentos; (b)

velocidades. Ramos estaveis — linhas continuas; ramos instaveis — linhas tracejadas.

i £2=1,250; £&0,030 £2=1,250; £&0,030

0 0.04 0.08 0.12 0.16 0 0.04 0.08 0.12 0.16
r r
(a) (b)

Figura 3-40 Diagrama de bifurcagdo — modo P21, =0 rad: (a) deslocamentos; (b)

velocidades. Ramos estaveis — linhas continuas.

utilizando-se o método de Runge-Kutta de quarta ordem. O amortecimento
proporcional utilizado teve um fator de amortecimento igual a 0,005. O
amortecimento € necessario para garantir a precisao da solu¢do sobre um dominio
maior do espaco das variedades invariantes e ndo somente na vizinhanga do
equilibrio.

O resultado numérico ¢ interpolado utilizando-se o método de Levenberg-
Marquardt, tendo como fung¢des de minimizagdo as mesmas expressoes utilizadas

no método de séries de poténcia dadas pelas equagdes (3-123) e (3-124). Os
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resultados numéricos da integracdo e as superficies interpoladas sdo mostrados
nas Figura 3-43 e Figura 3-44 para os modos Pl11 e P21 respectivamente.
Observa-se uma boa correlagdo entre os resultados numéricos da integragdo,
pontos, e as superficies interpoladas. As expressoes resultantes das interpolacdes
para o primeiro modo sao:

P=0,918u—0,001v—0,127u* —0,028uv —2,374v* —3,208u" —

3-149
0,298u°v —18,062uv* —0,376v°; ( )
0=0,931v+0,006u° —1,312uv —0,022v* + 0,0641° —
(3-150)
2,689u*v —0,117uv* —17,189°

0.6 0.6
= £=0,010 > 20,010
| [ -m &0,020 || 20,020
-~ 0,100 - 20,100
—— £20,200 —— £0,200
0.4 — 0.4 —
~ A I _
L
0.2 0.2
O 71— 1 T T 0 : ‘ : ‘
0 0.5 1 15 2 2.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5
«Q 0

Figura 3-41 Influéncia do amortecimento no diagrama de estabilidade de Mathieu, ;=0
rad: (a) modo P11; (b) modo P21.

0.6
0.4 —|
o
0.2
8 P1
0 T T
0 1 2
0

Figura 3-42 Correlacao entre os diagramas de bifurcacdo e de Mathieu - modo P01;
=0 rad e £&=0,030.

E para o segundo modo:
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P =-1,061u +0,004v — 1,150u> — 0,01 luv — 3,904v* + 0,156u° —

3-151
0,983u*v —8,845uv* —1,647v* ; ( )

0 =-1,064v—0,002u + 0,0212> +1,550uv — 0,041v> + 3.152
0,421u° +1,780u>v +0,758uv* +10,796v* (-152)

A ligeira diferenga entre os coeficientes das equagodes (3-149) a (3-152) e
aquelas obtidas pelo método assintotico, equacdes (3-125) a (3-128) se devem em
grande parte ao fato de que as expressdes interpoladas diretamente da integracao
numérica correspondem, com a precisdo relacionada a integragdo numérica e ao
procedimento de interpolagdo, as variedades invariantes reais, enquanto que as
resultantes do método assintdtico se restringem a uma aproximacdo proxima a
origem. Desse modo ha uma relacdo entre a precisdo do método e a energia
considerada na obtencdo da se¢do de Poincaré, uma vez que as coordenadas dos
modos na secdo de Poincaré sao utilizadas como condigdes iniciais para
integracao numérica das equagdes de movimento. Como o amortecimento, mesmo
que em pequena quantidade, faz com que a solu¢do do problema de vibragao livre
tenda a zero a medida que o tempo tende a infinito, as maiores amplitudes
percorridas pela vibracdo do sistema no modo ndo linear, serdo em geral as
condi¢des iniciais de integracdo. Desse modo, em geral o dominio de precisdo do
método fica determinado pelos valores referentes ao nivel de energia utilizado na
obtencdo da secdo de Poincaré. Para obtencdo de solucdes precisas fora do
dominio determinado por essas condigdes iniciais pode-se também utilizar um
pequeno amortecimento negativo. Esse artificio foi utilizado com relativo sucesso
no método desenvolvido por Burton (2007) para determinagao dos modos normais
ndo lineares.

O método pode ser potencialmente utilizado para se obter uma descricao
analitica dos modos essencialmente ndo lineares, embora ndo possa ser utilizado
para os modos P31, P41, PS11 e PS21 da estrutura perfeita. Isso ocorre, porque a
ressonancia interna viola a propriedade de invariancia, necessaria para que um dos
graus de liberdades possa ser escolhido como escravo e parametrizado em fungao

do outro.
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(2) (b)

Figura 3-43 Superficie modal — modo P11, =0 rad: (a) deslocamentos; (b)

velocidades.

(2) (b)

Figura 3-44 Superficie modal — modo P21, =0 rad: (a) deslocamentos; (b)

velocidades.
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