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Espalhamento eletromagnético de Corpos de Revolucgéao

3.1.
Introducéo

Neste capitulo é apresentada a formulacdo para o espalhamento
eletromagnético por corpos de revolugédo (BOR — Bodies of Revolution) ilustrados
de forma genérica na Figura 3.1 e constituidos por material condutor elétrico
perfeito (CEP). A formulacdo é obtida através da utilizacdo das equacdes
integrais do campo elétrico e magnético, EFIE (Electric Field Integral Equation) e
MFIE (Magnetic Field Integral Equation) respectivamente, [40, 84, 87, 90].

Estas equacfes integrais possuem no seu integrando os parametros
desconhecidos (densidades de corrente elétrica e magnética) e sua solucédo é
obtida através da aplicacdo do Método dos Momentos (MoM) que transforma
estas equac0es integrais em um sistema linear de equacdes algébricas [39, 40].

A simetria axial da estrutura permite que o problema seja resolvido em
duas dimensfes sobre a geratriz que define o corpo de revolucdo, minimizando
consideravelmente o esforco computacional e possibilitando a analise de

estruturas com dimensodes elétricas maiores.
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Figura 3.1 — Geometria do BOR, visao espacial.
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3.2.
Geometria do Corpo de Revolucgéao

O BOR é definido pela rotagdo da sua curva geratriz em torno do seu eixo
de simetria definido pelo eixo cartesiano z, como ilustrado nas Figuras 3.1 e 3.2.

A curva geratriz € descrita por n segmentos de reta, onde cada um possui um

™ A

sistema de coordenadas local definidos pelos vetores ortonormais H, t e @,
sendo N o vetor unitario normal a superficie do BOR, t o vetor tangente a

superficie do BOR na direcéo da curva geratriz e ¢3 o vetor tangente a superficie

do BOR na dire¢do da circunferéncia, expressos em coordenadas cilindricas por
[40, 90]:

fi = gx{ =cosup—sinuz, (3.1)
t =sinup+cosuz, (3.2)

onde u é o angulo entre t e Z, como ilustrado na Figura 3.2.

. »
1 Eixo de simetria do BOR 1 z

Figura 3.2 — Geometria do BOR, viséo longitudinal.
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3.3.
Equacdes Integrais do Campo Elétrico e do Campo Magnético

Neta secdo € apresentada a formulacdo das equacgles integrais de
superficie (EFIE e MFIE) para a solugdo do espalhamento eletromagnético por
corpos de revolugcdo (BOR) constituidos por material condutor elétrico perfeito
(PEC) e geometria apresentada na Segao 3.1. A Figura 3.3 ilustra de forma

genérica a geometria de um BOR formado por uma estrutura coaxial radiante,

sendo y, & € u,, & Os parametros constitutivos (permeabilidade magnética e

permissividade elétrica, respectivamente) dos meios 1 e 0, respectivamente, J;

e Ml as fontes situadas no interior da estrutura (meio 1) provenientes da

excitacdo através de um guia de onda coaxial, e A a abertura que separa a

estrutura interna do espaco livre (meio 0).

©@
Ji M, @ A Mo, €0
—n Jo=0, My=0
His € A

Figura 3.3 — BOR representando uma estrutura coaxial de irradiagéo.

Como ilustrado na Figura 3.4, a partir da aplicacdo do principio da
equivaléncia [84], a parte interna da estrutura coaxial radiante é substituida por
um condutor elétrico perfeito (PEC) e, de forma a assegurar as condicdes de

contorno do problema original, é induzida uma corrente superficial equivalente

magnética M g (éA + BA) sobre a abertura expressa por:

Mg(éA+6A)=—ﬁxEA(éA,BA), (3.3)
onde EA(QA,BA) é 0 campo elétrico sobre a abertura expresso através da

expansao modal dada em (2.1).
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CEP Mg (a2 +bA)

Mg (aA+bA)
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Figura 3.4 — Densidade de corrente magnética induzida sobre a abertura.

Como ilustrado na Figura 3.4, assume-se que 0 BOR esta presente em um
espaco linear, homogéneo e isotropico (geralmente o vacuo). Novamente,
conforme ilustrado na Figura 3.5, através da aplicacdo do principio da
equivaléncia [84], este problema ¢é substituido por um problema

matematicamente equivalente, onde o BOR é retirado e em seu lugar € colocada
a corrente superficial equivalente elétrica J, induzida sobre a superficie do BOR,

inclusive sobre a abertura, de forma a assegurar as condi¢cbes de contorno do

problema original.

_ _I;—-—_ ET Mo, €0
Mg (aA+bA)
L N
_’ AL HA
Ho, €0 1‘\1—43(3 b%)
S
| - __]—;—"*_

Figura 3.5 — Problema equivalente externo.

Determinado o problema equivalente externo ilustrado na Figura 3.5, onde
as correntes equivalentes J, e M ¢ estdo presentes no mesmo espaco (meio 0),

porém agora livres de obstaculos, os campos eletromagnéticos radiados pela

abertura no meio 0 séo dadas por [88]:
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EM_ 5 (P (FF) etV T (FW'W. (F 7 lds’
O 47[{[[@/10J5(r Yo (F, ) wgov I (F)V"W,(F, ) [ds'+
(3.4)
jj.[l\ﬁg(5A+BA)><V'\PO(F,F')}ds'},
A
HA(EA,BA) il.rre . o
T:_E{JJ‘[JS“ )Xv ‘I’O(I’,I’ )]dS -
° (3.5)
j[wgomg(§A+5A)‘I’O(F,F')—iv'.l\ﬁg(éA+5A)V"PO(F,F')}dS' ,
A )
sendo
o IR
¥, = - (3.6)
R=[F-71, 3.7)
ko = 0+ L& » (3.8)

onde A denota a integragdo sobre a abertura, js(f') € a densidade de corrente

elétrica induzida na superficie, Mg(éA+5A) é a densidade de corrente

magnética induzida sobre a abertura, dada pela equacgéo (3.3).

Considerando que o eixo de simetria do BOR é o eixo Cartesiano z, o

vetor unitario normal & abertura sera o vetor 1,, A, =1, e 0 campo elétrico modal

s possui componente i;, tanto para o modo TEM quanto para os modos TM, a

equacéo (3.3) pode ser expressa por:

Ny

Mg(éA+5A)=—%(a,A+b,A){e,iA¢}:ZM,m,, (3.9)
I=1 I=1

onde N,, é o nimero de modos considerados sobre a abertura, a,A e b,A sdo as

amplitudes dos modos incidentes e refletidos na abertura, respectivamente, €,

representa a componente de campo elétrico modal, e
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M, =—(af +b), (3.10)

E!
Il

D

ASY

(3.11)

Nas equacdes (3.4) e (3.5), I'(F) é um parametro que ajusta estas equacées em
funcdo do ponto de observacdo. Este parametro é necessario, pois, para a

determinagdo dos campos dentro ou fora da regido limitada pela superficie S do

BOR, as integrais (3.4) e (3.5) fornecem exatamente os valores de E e H.

Porém, se o célculo for realizado exatamente sobre a superficie S entdo as
equacles integrais fornecem a metade dos valores de EeH [88]. Logo,
defini-se o parametro I'(F) como

2,8 reS
I'(F)= B (3.12)
1, sergsS

desde que S seja suave. Caso S possua descontinuidades na curvatura, I'(F) é
definido em fungcdo do angulo sdélido no ponto em S onde os campos sao
calculados [88].

As equag0es integrais do campo elétrico e magnético sdo obtidas através
da imposicdo das condicBes de contorno sobre as componentes tangenciais dos
campos na interface S na forma tangencial. Assumindo que a interface S seja

suave, ou seja, I'(F) =2, tem-se [88]:

_ﬂﬁxﬁxj[kgjs(r')\yo(r,F')—V'-JS(F')V"PO(F,F')]dS' (3.13)

+Eﬁ><ﬁx‘[[l\ﬁg (§A+6A)XV"PO(F,F')}dS'

AxAx ——— 2 = ﬁxﬁxJ.[HS(F')xV"I’O(F,F')]ds'
:

j ﬁxﬁxj[kgl\ﬁg(aA+6A)\PO(F,F') (3.14)
A

V"M, (*A+6A)V'\P0(r,r')}ds'
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onde 77, € a impedancia intrinseca do espagco livre, expressa por:
7
o=, =" (3.15)

E escolhida a forma tangencial, pois o processo de remocdo da
componente normal do campo ndo provoca mudanga na direcdo das

componentes t e ¢, o que ocorre na forma normal.

3.4.
Método dos Momentos

A solugcdo numérica do espalhamento eletromagnético por BOR condutor
elétrico perfeito (PEC) sera obtida aplicando-se o Método dos Momentos (MoM)
as equacbes integrais do campo elétrico e magnético, EFIE e MFIE,
respectivamente, apresentadas na Sec¢éo 3.3.

O MoM é uma técnica que permite a solucao destas equacdes integrais
gque possuem no seu integrando os parametros desconhecidos (densidades de
corrente elétrica e magnética) transformando-as em um sistema linear de

equacoes algébricas [39, 40, 88].

3.4.1.
Equacao matricial

Para transformar as equacoes integrais (3.13) e (3.14) em um sistema

linear de equacgdes algébricas, as densidades de corrente equivalente elétrica

js(f') e magnética M . (éA +6A) devem ser representadas por uma soma finita

de funcdes de base conhecidas, jj (ry e Mk (f) multiplicadas por coeficientes

desconhecidos, |; e M,. Logo a densidade de corrente de corrente elétrica

pode ser expressa por:

Js(F) =D 1;J5(F), (3.16)
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onde N; é o nimero total de funcdes de base da densidade de corrente elétrica

jj (r'") induzida sobre toda a superficie S.

A densidade de corrente magnética dada pela equacdo (3.9) pode ser

representada por:
Mg(é:A-i-bA): MlZBlkMk(FI)7 (3.17)

sendo M, dado em (3.10) e m, expresso agora em termos das fun¢des de

base, por:

My =ei, = > By M, (F"), (3.18)

onde N, é o nimero de fungBes de base da densidade de corrente magnética
Mk (F) impressa somente sobre a abertura, B, € o coeficiente da expanséo
modal para 0 modo | e elemento k da abertura, situado a p, do eixo de

simetria do BOR.

As fungbes de base das densidades de corrente elétrica jj(F') e

magneética Mk(f) devem ser cuidadosamente escolhidas para que o

comportamento eletromagnético das correntes na superficie do BOR seja
corretamente representado e serdo abordadas na Sec¢éo 3.5.
Substituindo (3.16) e (3.17) em (3.13) e (3.14), tem-se:

0 j=1
J 1 NM NA -
=D MY By [AxM ()]
1= k=1
1 N N, -
+—”ZM,ZB”({nxﬁxj[Mk(F')xV"Po(F F')]ds},
1=1 k=1 A

(3.19)
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N,, N, -
47[k0% leM'kzzll By, {ﬁxﬁx_[[kng(f')‘Po(f, ) (3.20)
—V'-Mk(F')V"PO(F,F')]ds'}.
Para simplificar a notacao, serdo definidos os operadores:
Ko (X (7)) = [k X (F) o (F,F)=V-X (F)V'Wo(FF)Jds",  (3:20)
e
Lo (X (F)) = [[ X (7)< V"W, (F.F) Jos' (3.22)
e
Logo, as equagbes (3.19) e (3.20) podem ser expressas por
1770 NJ A . 4 1 NM NA R . ~
4ﬁk0;|1[nxn <Ko (35(F)) |= ZIZl:M,ZBlk[n M, (F)]
(3.23)
+—ZM ZBIk[ﬁ xfix Lo (M ()]
T4 =1
H”(a%b? N, -
A x Nx (2 ) 4];z Ij[ﬁxﬁxLo(Jj(F))}
" . (3.24)
47z'k077021:M|k 1B,k[ﬁxﬁxK0(Mk(F'))}
Para obter os coeficientes Ij e M, é aplicado o produto escalar das

funcdes de teste VVi (F) e M, em ambos os lados das equagdes (3.23) e (3.24),

respectivamente. Posteriormente, para a EFIE expressa pela equacao (3.23), é

resolvida a integral sobre a superficie S do BOR e, para a MFIE expressa pela

equacao (3.24), é resolvida a integral sobre a abertura do BOR, ambas

referentes as coordenadas de observacao [39, 88]. Logo, tem-se:
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M, > By {jwi ~[ﬁka(r)]ds} (3.25)

EZ By {Awq (r)~[ﬁx fix Ly () (r‘))}ds} lj  (3.26)

4”k0nolzllkZ;qu{jW ) [ﬁ ﬁXKO(Mk(FI))}dS}BkIMr

Para o lado direito da equacdo (3.26), M, & expresso em termos das

funcdes de teste dado pela equacéo (3.18), ja para o lado esquerdo m, sera

dado pela equacéo (3.11) e o tratamento desta integral serd apresentado mais

adiante. Considerando que:

V'V =-VV¥, (3.27)

e utilizando as identidades vetoriais:

A[fixfixB]=A-|(-B)A-(A-A)B|= 628)
(A-f)(f-B)-A-B=-A-B,

Ax M, (F')=-M, (F')xA, (3.29)

j Wi (F) - VWds = j V[ WW;(r) ]ds - j YV W, (F)ds, (3.30)

S S S
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onde a primeira integral do lado direito da equacao (3.30) é igual a zero, como
consequéncia do teorema da divergéncia bidimensional. As equagbes (3.25) e

(3.26) podem ser expressas por:

N, . L .
leuzikzg[kgwi(r)&j(r)—(v W, (F))(V* T, (F ))} o(F,F)ds' ds}

S M, 3 By {i”vvi(r) [ My (F)x V' (F,7") |ds'ds
s A

(3.31)

(3.32)

Para o campo magnético da abertura I:IA(éA,BA) da integral do lado

esquerdo da equacdo (3.32) sera feita a expansdo modal dada pela equacédo

(2.1), logo, tem-se:

HA(a»A’bA): (aIA_ )hTEM/TM ZM hTEM/TM ’ (3.33)

onde

M, =(a/*-bf). (3.34)

Com dito anteriormente, o vetor unitario normal & abertura sera o vetor i,

N, = fz logo, o produto vetorial da integral do lado esquerdo da equacao (3.32)

sera dado por:
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Ny n
ﬁxﬁxHA(éA,bA)=—ZM,h;EM’TMi¢. (3.35)
1=1

Considerando as equacfes (3.11) e (3.35), a integral do lado esquerdo da

equacédo (3.32) pode ser expressa por:

—%_[nﬁ, -[ﬁxﬁx HA(QA,BA)}dS=

Ny, . b Ny, (3.36)
MI' {E‘H‘ TEM /TM hTEM /TMpdpd(b}:ZMl'Y"INT,
1=1 0 a 1=1
onde
127rb
INT _EJJ'e EM /TM hTEM IT™ pd pd. (3.37)
0 a

A integral dupla da equacédo (3.37) é idéntica a integral da matriz [R] do

MMT, resolvida na Secéo 2.2.2 e dada pelas equacdes (2.62) e (2.66) para o
modo TEM e para os modos superiores TM , respectivamente. Logo, a

equacdo (3.32) pode ser reescrita como:

%M;YHINT =§:qu{ .”W F [ F)xV"W(F, ﬂ)}ds ds}

”[kzw (F)- M, (F) (3.38)

~(VW,()(V M (7)) ] ¥, (F.F s’ ds}

As equacbes (3.31) e (3.38) podem ser escritas na forma matricial,
aplicando estas equacbes a cada funcdo de teste, VVi(F) e VVq(F)

respectivamente, expressas por [39, 88]:

2 |[1]=[ Y& (8T [m], (3.39)
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YT lim=[e] 2 D1+ BI[Y P (Bl [m]. (3.40)

Os elementos da matriz [Y'NT} sdo dados em (3.37) e das
NM XNM

matrizes [ZE} , [YE} , [ZH} e [YH} sdo:
NJXNJ NJXNA NAXNJ NAXNA

ZijE :#ﬂkoo_!;[[kgwi (F)'jj (r’)

(3.41)
(VW (R)) (VT (r‘))}yo(r, F)ds'ds
Y =$M'vvi ()| My (F)x V"W, (F,7") |ds'ds
(3.42)
+%jvv (7)-[ M, (F)xi Jis
zH =i”vvq(r)-[5j (F)xV"Wo(F,F) Jdsds (3.43)
As'

AA (3.44)

O j—ésimo e | —ésimo elemento dos vetores [I]NJ , [M]NM e [M ']NM ,

respectivamente, sdo os coeficientes desconhecidos determinados no Capitulo 4
através da juncao entre o Método do Casamento de Modos (MMT) e do Método

dos Momentos (MoM).

3.5.
Funcbes de Base e de Teste

Nesta secao sera discutida a representacdo das funcdes de base e de

teste utilizadas pelo Método dos Momentos (MoM). Para garantir a precisao e
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convergéncia da analise numérica apresentada na Secdo 3.4, € de primordial
importancia a escolha adequada das funcbes de base e de teste. Outro ponto
importante nesta escolha é fazé-la de forma que as integrais resultantes sejam
simples, facilitando o tratamento das singularidades [40]. Para tal, foram

escolhidas funcdes de base triangulares (FBT) para a representacdo das
correntes superficiais equivalentes elétrica, js (F) e magnética, Mg (éA +5A),

expressas por [40, 90]:

Jo(F)=2 1,1 (3.45)

M, (8" +b")=>"M,> B, ~—4' (3.46)

onde t' e ¢' sdo as direcdes unitarias no ponto ' sobre a superficie, t' é a
coordenada que localizam o ponto F' sobre a superficie, T/ (t') e T/(t') sao as

funcBes triangulares nas direcdes t' e ¢', respectivamente, |, sdo os

coeficientes complexos desconhecidos associados a fungdo T;(t'), M, dado

pela equacdo (3.10) sdo as amplitudes complexas desconhecidas dos modos

incidentes e refletidos na abertura associados a funcédo Tlf (t) e p' éa

distancia do ponto r' ao eixo de simetria do BOR. A divisdo por p' evita
problemas de singularidades no integrando da equagdo integral quando p'

tende a zero [90].
A Figura 3.6 ilustra a representagcdo das fungdes triangulares ao longo da
curva geratriz que define o BOR, onde, cada funcdo de base triangular é definida

sobre dois segmentos consecutivos e, como ilustrado na Figura 3.7, cada
segmento esta associado a dois meios tridngulos Tth (meio triangulo a direita da

tL

i+ (Meio triangulo a esquerda da funcao de base T5).

fungdo de base T/) e T i

tL

Para um determinado segmento fonte os meios triangulos TJ.tR (a direita) e T;;

(2 esquerda) possuem derivada negativa e positiva, respectivamente, em relacdo

a variavel t.
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segmento Ny

t=0 Curva geratriz Eixo de simetria do BOR

Figura 3.6 — Representacdo das funcdes triangulares ao longo da curva geratriz.

segmento s+1

segmento s-1

-

segmento s

Figura 3.7 — Representagdo dos meios triangulos.

Este raciocinio foi feito apenas para as funcdes de base relacionadas a

corrente superficial equivalente elétrica js (F) no caso das fungdes de base

relacionadas a corrente superficial equivalente magnética Mg(éA+bA) o]

raciocinio é semalhante. Entretanto, como ilustrado na Figura 3.8, nas bordas da
abertura coaxial sdo considerados apenas meios triangulos, para a correta
representacdo para esta corrente superficial equivalente. A representacdo das

funcbes de base através de funcgdes triangulares permite expressar 0S

coeficientes da expansdo modal B, como a amplitude do campo elétrico modal
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para o modo | e elemento k da abertura, situado a p, do eixo de simetria do

BOR e expresso pelas equacgdes (A.93) e (A.99) para o modo TEM e modos TM,

respectivamente (ver Figura 3.8).

\P
Meio tridngulo
k:NA
r— BONA N
| k=Nj.;
| ¢ ©
* 3
| - :
[}
Nl
| k=3¢ X <
| k=2 ¢ By,
L________Tzl_‘ BOI _—
Meio triangulo
7
eixo de simetria do BOR o

Figura 3.8 — Representacdo das fun¢des triangulares associadas a corrente superficial

equivalente magnética ao longo da abertura e dos coeficientes da expansdo modal B,

para 0 modo TEM.

Estas funcfes de base triangulares garantem uma boa representacao para
as correntes superficiais equivalentes ao longo de toda a superficie do BOR e,
em especial, quando uma ou ambas as extremidades da curva geratriz
intercepta o eixo de simetria, como ilustrado na Figura 3.6. Quando isto ocorre,

0s segmentos da curva geratriz do BOR que tocam o eixo de simetria possuem
somente um meio triangulo nas direcdes t' e ¢', permitindo a representagao

correta da corrente nesta regido, evitando problemas de singularidades quando

p' tende a zero [90]. Para o caso de uma superficie aberta, o segmento da
extremidade da geratriz do BOR que néo intercepta o eixo de simetria possui
todos os meios triangulos na direcao gz; e somente o meio triangulo da esquerda
na direcao t'. Isto garante a descricdo correta das correntes na borda do BOR,

onde a corrente na direcao i’ tende a zero e na direcdo ¢' tende para um valor

finito. Outra vantagem, muito importante, na utlizacdo das FBT é que as

equacdes integrais resultantes possuem um tratamento de singularidades
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relativamente simples, onde estas singularidades sdo da ordem de 1/R,
1/(Rp), 1/(Rp"),1/(Rpp") e 1/R? sendo R a distancia do ponto de

observacao ao eixo de simetria.

O método de Galerkin é utilizado na representagdo das funcdes de teste

relacionadas as correntes superficiais equivalentes elétrica Jg (f) e magnética

Mg (éA+5A). A utilizacdo desta técnica, geralmente, garante maior precisao,

rapidez e conservacéo de energia da solugdo [91], e S0 expressas por:

Vvi(r):Ti (t)f, (3.47)
P
N T¢ t) ~
m, :Zqu o ( )¢ , (3.48)
-1 P

A

onde { e ¢ sé&o as direcdes unitarias no ponto I sobre a superficie, t é a

coordenada que localizam o ponto F sobre a superficie, T (t) e T/(t) séo as

funcgOes triangulares nas diregdes te @, respectivamente, e p é a distancia do

ponto I ao eixo de simetria do BOR. Como mencionado anteriormente, a
divisdo por p evita problemas de singularidades no integrando da equacéo
integral quando p tende a zero.

Utilizando as fungbes de teste e de base dadas nas equacbes (3.45),
(3.46), (3.47) e (3.48), os elementos das matrizes impedancia e admitancia

expressos nas equactes (3.41), (3.42), (3.43) e (3.44) podem ser reescritos

CcOmo:
ZijE :ﬂ J‘{kg Ti (t)TJ (t')f.f'
47Z'k0 Yo, p'
N , (3.49)
[v T'—(t)fJ(V'-T" (t| )f'ﬂ‘f’o(f F)ds'ds,
P p
v = L EOROe g, (7, ]os e
drsn PP
T (3.50)



DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0521340/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0521340/CA

91

1 e T, (DT ()~ - o
Zy =E-/U, q/i) ’/E')¢-[t'><V'\PO(r,r')]ds'ds, (3.51)

=g 6O
Arkg 5 5. o p
, (3.52)
—(V-T“ (t)é][v- Lt )(;Z'HLPO(r,r')ds'ds.
p p

3.6.
Avaliacdo Numérica das Matrizes Impedancia e Admitancia

Definidas as funcBes de base e de testes na Secdo 3.5, as matrizes
impedancia e admitancia das equacdes integrais de campo elétrico e magnético,
dadas pelas equac¢bes (3.49)-(3.52), sdo avaliadas numericamente de forma
semelhante ao procedimento dado em [40, 90]. Considerado o sistema de

coordenadas definido na Figura 3.2, onde

ds = pdtd (3.53)
ds'= p'dt'dg’, (3.54)
e utilizando as relactes
{ =senu cosg, +senuseng i, +cosu ,, (3.55)
{'=senu' cosg'i, +senu’ seng'i, +cosu' i, (3.56)
$=-sengi, +cosgi, (3.57)
¢'=—seng'i, +cosg'i, (3.58)
t-f'=senusenu’ cos(¢—¢"')+cosu cosu', (3.59)
$-9'=cos(p—9"), (3.60)
T (1) T (t o(T (t
p p ot p p ot
T (t') . T (t' o(T,;(t'
vl' J(I)tlzilil[pl J(I) :il J(' ))’ (362)
p p'ot p p ot
T,(t) ~ T, (t
vJ®; 10 q()]:o, 3.63)
p pog\ p
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o ) (;.:iil[Tk (t')}ov o

Os elementos das matrizes impedancia das equacdes integrais de campo
elétrico e magnético ZijE e qu , respectivamente, dadas pelas equacdes (3.49) e

(3.52), séo reescritos como:

. 2r 27
_J
s _4—7:.(['!.!;[ 2T (t)T;(t")[ senu senu’ cos(¢—¢ ') +cosu cosu' |
| (3.65)
_am) ol v) Gedt'dg'dtdg,
ot'
2

fj” k2T, ()T, (t')cos(¢—4')|Gedt'dg'ddg,  (3.66)
0t ot

sendo:
G, = e;:: , (3.67)
onde
R=|F—F|=\/(p p') (z—z')2+4pp'sen2(%j. (3.68)

Para os elementos das matrizes admitancia das equacdes integrais de

campo elétrico e magnético, YikE e Zq'; respectivamente, considerando as

equacoes (3.53), (3.54), (3.55), (3.56), (3.57) e (3.58), e sendo

px1i = (3.69)

V""PO(F,F'):—\PO(F’F')[iKO‘Fl}ﬁ_K el R=K;G,R,
R (KoR)’ (KoR)

onde
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1+iK,R g R
G .
“ Lm) LK 2} o
R=[pcosg— p'cosg'i, +[ pseng—p'seng']i, +[z -2 i, (3.72)
f-[q;'x F?] =cos(p—¢")| senu(z—1z')— pcosu |+ p'cosu, (3.73)

&-[f'x ﬁ] =—(z—z")senu’ cos(p—¢')+cosu' [ p—p'cos(¢—¢')] . (3.74)

As equagoes (3.50) e (3.51) séo reescritas como:

327 27

YE =—7F, +—_|'H'|'T (t'){cosu[ p'- pcos(g—¢")] 275

+(z-12")senu cos(¢—¢')}GHdt'd¢'dtd¢,

3 2r 2r¢
Z”: T, ( (z—2")senu’ cos(g—¢'
! “ U ) ($-99+ (3.76)
cosu'[p—p cos(¢—¢')]}GHdt'd¢'dtd¢,
onde G,, € dadoem (3.71) e
r. :j;dT‘ (T (V) (3.77)
t P
Aplicando a transformacao de variaveis:
P'=9-9, (3.78)
dg"=dg". (3.79)

Esta transformacéo elimina a dependéncia do integrando em relagéo a ¢,

0 que permite a solugéo direta dessa integral. Com relagdo a ¢", o integrando é
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simétrico e os valores para ¢" sdo iguais aos valores para —¢". Logo, os

elementos das matrizes impedancia, equagdes (3.65) e (3.66), e admitancia,

equacdes (3.75) e (3.76), podem ser reescritas como:

Zj = J'Tlo”{kgTi (t)T; (t")[senu senu'G, +cosu cosu'G, |
tt
)0

Y :nl [ [T, (0T ()Gt at,

0t

Yie =—7F + KSIJ.Ti ()T, (t'){p"cosuG, -
tt

[(p—p')cosu-senu(z-2")]G, }dt'dt,

" = K(f”Tq ()T, (t"){pcosu'G, +

aj
tt

[(p—p")cosu —senu' (z - z'):|G4}dt'dt,

onde

Gl(t,t')=Tcos¢"GEd¢",
Gz(t,t')=]£GEd¢",
G, (t,t") =T(1—cos¢")GHd¢",

G, (t,t'):jcosqﬁ"Gquﬁ",

R=\/(p—p')2 +(z—z')2+4pp'sen2[%j.

(3.80)

(3.81)

(3.82)

(3.83)

(3.84)

(3.85)

(3.86)

(3.87)

(3.88)

Para a solucdo das integrais em t e t', estas coordenadas serdo

parametrizadas em funcdo de a e «', respectivamente, da seguinte forma:
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, t, +aAt, paraT"* (3.89)
t +aAt,,, paraT® '
' ' ! tL
t'{tjﬁa At;, paraT, (3.90)
! 1 ! tR ’
t,+a'At;,, paraT,

onde t , e t'H (t, e t}) sd0 0s pontos iniciais dos elementos das fungGes

triangulares de teste e de base de tamanho At e At'j (At

i+1 € Atj+1)’
respectivamente, como ilustrado na Figura 3.7. Utilizando os parametros «, o'

e a definicdo das func¢@es triangulares ilustrada nas Figuras 3.6 a 3.8, as funcdes

T(t), T

i (t) suas derivadas em cada segmento e as coordenas p, p', Z e Z'

séo representadas por:

P =P+ aAp,

a, para T.", logo {
Z=17,,+alz,
T.(t)= (3.91)

= p +alAp
1-a, paraT®, logo {'D P P
Z1=17+alz,,

'=p +a'Ap.

a',  paraT', logo pl P , P

. '=17;,+a'Az;
T (t)= , | (3.92)

p=pitaAp,

2'=7,+a'Az;,

1-a', paraT, logo

1
-, T—tL
o(T,(t)) |at para %
-———, paraT®
Ati+1
1 i
' —_, para T,
o(r,(v) _|ar o
o 1 (3.94)
- , paraT®
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Utilizando as equacdes (3.89)-(3.92), e apoOs algumas manipulacdes

algébricas, as equacdes (3.80)-(3.83) sdo reescritas como:

= jnk? {GéO[AtHlAt senusenuy |

j+1

i+1 j+L

+Gél[At senu, (At;senu, — At senu, ) |

j+1 i+1

+Gio | At;,senug (Atsenu, — At senu, ) |

+Gj1[(Atisenu ~ At senuy ) (At;senu, —At,,senu, )|

i+1 j+1

- (3.95)

+GZ, [AtHlAt j+1 COSUg COS Uy ]
+G2 [AtH1 cosug (AL, cosu, — AL, cosuy ) |
+Gjy | At cosu, (At cosu, — At cosuy) |
+G2 [(Ati CosU, —At,,, COsUg ) (At; cosu, — At , cosuy )]} :
H _ ﬁ 1
qu - {GOOAtH—lAtH—l + GOlAtl +1 (At AtJ+1)
o (3.96)
+GAL (At —At,, )+ Gl (At - At ) (AL - AL, )},

Y =76, +I¢ { At cosu, {AG [ o, (G +G)+ A, (GL ~Gl) - oGS
~ApGy, |+ AL, [ P (G5 -Gl +Gyy — Gl )+ Ap,., (G -G -G + Gy )
P2 (Gl + Gy )= Ap (G5 +G1) ||+ Atsenu, {at, [ (2., -2,.,) G, + 42,6}
+02,G}, |+ A, [ Az, (G -G ) +4z, (G5 -G ) +(2,v) (Gl -G )}}
+At, , CoSU, {At [ £4(G -G+ Gy, ~Gl)+ Ap, (G5, —GL — Gy, + G
~Ap,,(Gh =Gy )~ £, (G —G )]+Atk+1[ (G~ Gy, ~ Gy + Gy
P (Ga —Gs, —Giy + G, + Gy, — Gy, =Gy + Gy ) - Apy, (Gl — Gy Gy + Gy

+At, senu {A [Az (G, —Gyy)+4z,,, (G5~ G, ) +(z -2, )(Gs -G

i+1

)
)
)
+p, (Gl -G ~ G, + G, — G, + Gl + G4 —G }
)

Atk+1 |:Azk+l (Ggl ng Gl41 + G12 ) +Az;, (6140 G141 Ggo + G 21
+(Zi - Z|I< )(Géo _Ggl _6140 +G11 }}v

(3.97)
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ZH =K {At'j cosu, {At,[ p,+(Gh+Gi)+Ap, (G +G4)+ p, Gl ~ 4Gl |
AL, [ P (G -Gl +Gi — Gl )+ Ap, . (G~ GE, + G, ~ Gy )

~p,4(Go+ G )~ 8, (Giy + G ) || - Atisenuy { At [ (2,1 -7,4) G
+AzqG;‘1—Az'ij2]+Atq+1[ 23 (G~ G5 )+ (2, — 214 ) (G + Gy
_Az'j(ng+efz)]}+Atj+lcosu {At [p,4(G5 -G} +G,-Gf)

+Ap, (G —G3, + Gy — Gy, ) — p; (Gl — Gy ) - Ap,., (G -G )

At | £y (G5~ G5y~ Gl + G, + Gy, — Gy, — Gy + G

+Apq.1 (G — G — G, + G5, + Gy — Gy ~ Gy + G

j+1

—At. _senu. {At [Az (G;‘O—G;‘l) J+1(Gf1 sz) ( Gﬁj Gy

)]
)
)
—p;(Gao = Ggy — Gy + G}y )~ Apj4 (G —Go, — G + Gy ) ]}

)
)

AL | A7, (Gl — Gl —G + G ) - A ,H(Gél G;; G/, +G;

+(zq —zj)(G(j‘0 -G, -G} +Gll)] :

97

(3.98)
onde

11

Gy (tt)=[[G,(tt)da'da  v=1,23¢e4 (3.99)
00
11

Gy (tt)=[[a'G,(tt)da'da v=1,23¢e4 (3.100)
00
11

Gy (tt)=[[a”G, (L") da'da  v=1,2,3e4 (3.101)
00
11

Gy (tt)=[[aG,(tt)da'da  v=1,2,3¢e4 (3.102)
00
11

Gy (tt')=[[a’G, (tt')da'da  v=1,2,3e4 (3.103)
00
11

G (tt)=[[aa'G,(tt')da'da v=1,2,3¢e4 (3.104)
00
11

Gy (tt)=[[aa’G,(tt')da'da  v=1,2,3e4 (3.105)
00
11

Gy (tt)=[[a’a'G,(tt")da'da  v=1,23e4 (3.106)
00
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Ge = 2{ALG/" + At [ GF -G -G5* + G ]}, (3.107)
sendo
1
Gt=[—% da, 3.108
' -(|). pl 1 + aApl ( )
1 av

GR :J.—da, v=0,1,2¢e4. (3.109)

0 10| +aApi+1

A avaliacdo numérica e o tratamento das singularidades das integrais das

matrizes Z e Y sao discutidas no Apéndice D.
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