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3. Teoria de Opcoes Reais

z

Para avaliar projetos utilizando o método de opcdes reais, € necessario
determinar de que forma as incertezas afetam seu fluxo de caixa. Sob esta 6tica,
um dos aspectos mais importantes € determinar o tratamento a ser dado as

incertezas do projeto.

Na prética, sdo indmeras as varidveis que impactam o valor do projeto, mas
o mais importante é definir as que afetam mais significativamente seus fluxos
esperados, € modelar como essas varidveis se comportam definindo seus

processos estocdsticos.

3.1. Processos Estocasticos

Um processo estocdstico € uma varidvel que evolui com o tempo de forma
que ao menos uma parcela desta variacdo € aleatoria. Assim, parte da variacio é

determinfistica e previsivel, enquanto outra parcela ndo pode ser prevista.

Em relacdo a suas propriedades estatisticas (basicamente média e variancia),
um processo estocdstico pode ser estaciondrio (quando suas propriedades sdo
constantes ao longo do tempo) ou ndo estaciondrio (quando suas propriedades
variam ao longo do tempo). No que se refere ao fator tempo, processos

estocasticos podem ser classificados como continuos ou discretos.

Segundo Dias (2005), a escolha do processo estocdstico para uma
determinada varidvel deve levar em conta a adesdo dos dados, de forma que haja
l6gica econdmica ou consisténcia com os fatores que impactam o comportamento
dos precos do ativo. Processos estocdsticos podem ser vistos como uma sequéncia
de distribui¢des de probabilidades ao longo do tempo, entdo se deve tentar buscar

o tipo de distribuicdo de probabilidade mais adequado a varidvel em questao.
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3.1.1. Processo de Wiener

O processo estocdstico de Wiener, também conhecido como Movimento

Browniano, € um processo em tempo continuo que apresenta as seguintes

propriedades:

(1) E um processo de Markov, ou seja, a distribui¢iio de probabilidade
para todos os valores futuros (xn7) do processo dependem
exclusivamente do valor atual da varidvel (x;), e ndo € afetada pelos
eventos passados ou por nenhuma outra informagao presente;

(i1) Os incrementos na varidvel sdo independentes. Isto significa que a
variacdo em um intervalo de tempo independe da variacdo em outros
intervalos de tempo;

(ii1))  As variagdes do processo seguem uma distribuicdo normal, com a

variancia crescendo linearmente em fun¢do do tempo.

Desta forma, se x(#) é um processo de Wiener, entdo os incrementos dz

esperados em um intervalo de tempo df devem satisfazer as seguintes condigdes:

= dz = £, /dt,onde € ~ Normal (0,1)
= E[E,&E]=0Vt#s

Ou seja, o erro aleatdrio do processo tem distribuicdo normal com média O e
variancia 1, e ndo hé correlagdo entre os erros aleatdrios para diferentes instantes

do tempo.

3.1.2. Movimento Aritmético Browniano (MAB)

O Movimento Aritmético Browniano, ou movimento Browniano com drift,
¢ o exemplo mais simples de processo estocastico com incremento de Wiener. O

processo da varidvel x evolui conforme:
dx = pudt + odz

Onde,
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11 parametro de drift, que representa a taxa de crescimento esperada
de x;

c volatilidade do processo;

dz incremento de Wiener.

O MAB € um processo estocdstico relativamente simples, mas é muito
importante que seja entendido, pois ele serve como base para a compreensdo de
outros processos mais complexos. Para o intervalo de tempo dt, a variacdo no

valor de x tem distribui¢cdo normal com parametros:

= E [dx] =ndt
*  Var[dx] =c’dt

3.1.3. Movimento Browniano Generalizado - Processo de Ito

O processo de Wiener pode servir como base para modelar uma série de
varidveis estocdsticas, todas derivadas da seguinte generalizacdo do movimento

Browniano com drift segundo a formulacdo abaixo:
dx = a(x,t)dt + b(x,t)dz
Onde,
a(x,t) expectativa de taxa de drift instantanea do processo de Ito;
b(x,t) desvio padrio instantaneo do processo;
dz incremento de Wiener.

Conforme a férmula sugere, o drift e o coeficiente da varidncia ndo sdo
constantes ao longo do tempo, e variam em fun¢do do presente estado e tempo. As

propriedades estatisticas do processo de Ito sdo:

»  E (dx) = a(x,t) dt
*  Var (dx) = b? (x,t) dt
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3.1.4. Movimento Geométrico Browniano (MGB)

A grande maioria dos trabalhos que empregam a teoria de opcdes reais
assume que as varidveis que geram incerteza no projeto seguem o Movimento
Geométrico Browniano. O processo de MGB € um caso especial de Processo de

Ito, cuja representacao segue indicada abaixo:

dx = uxdt + oxdz <& % = udt + odz

Onde,

p parametro de drift, que representa a taxa de crescimento esperada
de x;

c volatilidade do processo;

dz incremento de Wiener.

O MGB ¢ geralmente o processo utilizado para modelar preco de agdes,
taxas de juros, precos de commodities, bem como diversas outras varidveis
econdmicas. Uma restricdo para a utilizacdo deste processo € o fato de que a
medida que o horizonte de previsdo aumenta (quanto maior dt), o processe tende a
divergir (por conta do fator de aleatoriedade, que aumenta com o tempo), fazendo

com que x(¢) tenda a infinito. As propriedades estatisticas do MGB sao:

»  E[x(t)] = xpett

= Var[x(t)] = x2e2#t (et — 1)

Conforme Dixit e Pindyck (1994) demonstraram, as variacdes em dx/x tem
distribuicdio normal, com média g e varidncia ¢? Portanto, como dx/x é o
incremento no logaritmo de x e tem distribuicdo normal, entdo x teria distribui¢ao
lognormal. Ou seja, se o logaritmo neperiano de uma varidvel Y tem distribuicao

normal, entdo Y tem distribui¢do lognormal.
Y ~ Lognormal <& X = Ln (Y) ~ Normal

Os principais motivos para a popularizacdo da utilizacdo da distribuicao

lognormal sdo:
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(1) Nao permite valores negativos a varidvel, o que € muito importante
quando se tratam de precos de ativos;

(1)) O formato exponencial fornece um link entre retornos compostos em
tempo continuo, dado que uma vez que os retornos sejam assumidos
como tendo distribuicio normal, o preco do ativo teria distribuicdo
lognormal. Assim, o retorno composto da varidvel entre 0 e t seria

igual a:
RO,)=Inlt  =>  V,= VoefOD
0

(ii1)) E possivel somar retornos compostos continuamente, ao contrdrio da
andlise em tempo discreto. Ou seja, se ty < t; < tp, 0 retorno observado
entre o periodo (tp, t;) somado ao retorno observado entre o periodo

(t1, t2) € equivalente ao retorno durante todo o periodo (to,t2).

Assim, o MGB assume que o valor do ativo tem distribuicado lognormal,
com uma tendéncia de aumento ou queda exponencial em seus valores, e sua
variancia crescendo ao longo do tempo. A representacdo deste processo pode ser

observada no exemplo abaixo.

Varifncia cresce com
0 horizonte de previsio

u—
& -
i
S Distribuigio de
o probahilidades
* / lognormal

pu = tendéncia

ou drift
ty fagui o = 0)
Tempo

Figura 1. Processo de MGB com Drift Positivo (Fonte: Dias (2010))
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3.1.5. Processo de Reversao a Média

Como visto anteriormente, no MGB o valor da varidvel tende a divergir
significativamente em relagdo a seu valor de partida original a medida que o
horizonte de previsdo aumenta. Para alguns casos, como nos precos de acdes ou
ativos especulativos, esta suposicdo pode ser uma caracteristica desejada, porém

em outros casos esta premissa ndo € realista.

N z

O processo de reversdo a média, também conhecido como processo de
Ornstein-Uhlenbeck, estabelece que a varidvel evolui com uma parcela de
aleatoriedade no curto prazo, mas que no longo prazo seu valor tende a retornar
para os patamares proximos a seu valor inicial. A equacdo deste processo ¢ dada

por:

dx =n(x — x)dt + odz

Onde,

n velocidade de reversdo, ou seja, a velocidade com que a varidvel
reverte a sua média de longo prazo;

x valor para o qual x reverte (sua média de longo prazo);

c volatilidade do processo;

dz incremento de Wiener.

O processo de reversdo a média é muito frequentemente utilizado para
modelar as incertezas inerentes aos precos de commodities, principalmente as
agricolas. Como se pode observar, o incremento dx é proporcional a diferenca
entre X e x. Portanto, se os precos estdo abaixo da média, existe uma tendéncia de
que subam, e da mesma forma, se estiverem acima da média, a tendéncia é que os
precos caiam até patamares proximos a média (x). Esse efeito € andlogo as forcas
de oferta e demanda, em que uma queda nos precos pode fazer com que a oferta
de um determinado produto caia e sua demanda aumente, fazendo com que haja
uma pressao nos precos. Da mesma forma, uma alta no preco do produto tende a

reduzir sua demanda.
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Assim como o MGB, este € um processo de Markov, porém seus
incrementos ndo sdo independentes, ja que dependem do valor corrente de x. Suas
propriedades estatisticas seguem indicadas abaixo, e a Figura 2 em seguida ilustra

um exemplo de como uma varidvel modelada por este processo se comporta:

* Elx]=x4+(xg—x)e™™

2
» Var[x,—x] = ;_n(l — e~ 2mt)

n-:- Caso B, =P
o Tendéncia do preco cair
e
o
P |
P i (,/ ‘(/ {/

t; L ¥} Tk

L4

Tempo

Figura 2. Processo de Reversao a Média (Fonte: Dias (2010))

3.2. Opcoes Financeiras

Uma opc¢do financeira ¢ uma op¢do sobre um ativo financeiro. Uma opg¢ado
de compra (do inglés, call) concede ao seu detentor o direito, mas ndo a
obrigacdo, de comprar um ativo por um preco pré-estabelecido (preco de exercicio
ou strike), em data futura (data de expiragdo ou de exercicio). Analogamente, uma
opcao de venda (do inglés, pur) concede ao seu detentor o direito de vender o

ativo pelo preco de exercicio na data de exercicio.

As opg¢des de compra e venda podem ser classificadas como européias ou

americanas, em funcdo da sua data de exercicio. Enquanto as opcdes européias
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somente podem ser exercidas na data de sua expiragdo, as opcdes americanas

podem ser exercidas a qualquer momento até seu vencimento.

Para adquirir uma op¢do, o investidor paga um valor denominado “prémio”,
que é também o valor financeiro mdximo que o investidor poderd perder ao entrar
na transa¢do. Por serem direitos e ndo obrigagcdes para os investidores que detém
sua propriedade, as opcdes de compra européias somente serdo exercidas caso, na
data de exercicio, o preco de exercicio da op¢do seja inferior ao valor de mercado
do ativo subjacente, de forma que seu payoff nesta data serd call = Max (S - K;0),
onde S € o valor de mercado do ativo e K o pre¢o de exercicio da opg¢do. Da
mesma forma, op¢Oes européias de venda somente serdo exercidas se o valor de
mercado do ativo for inferior ao preco de exercicio, e seu payoff na data de

exercicio serd put = Max (K - S;0).

As opcdes podem ser negociadas sobre quaisquer ativos subjacentes, como
acoes, indices de acgdes, taxas de cambio, taxas de juros, commodities, contratos

futuros, entre outros.

Além das op¢Oes de compra e venda tradicionais (também conhecidas como
opcoes vanilla), existem também opgdes exodticas, cuja complexidade serd
limitada apenas pela imaginacdo das partes que estiverem negociando o contrato.
Opcdes podem incluir barreiras de entrada e saida — knock in ou knock out
(gatilhos a partir do qual a opc¢ao podera ser exercida ou terd seu valor reduzido a
zero), caps, floors, e outras estruturas financeiras complexas que dificultam muito

sua precificacdo.

Segundo Hull (2003) existem trés principais tipos de investidores que
procuram as opg¢Oes financeiras: hedgers, especuladores e arbitrdrios. Hedgers
utilizam derivativos para se proteger do risco que eles se deparam em relacdo a
potenciais futuros movimentos em uma varidvel de mercado. Especuladores os
utilizam para apostar em uma dire¢@o para esta varidvel de mercado, e arbitrarios
utilizam posi¢Oes contrdrias em dois ou mais instrumentos ou mercados para obter

ganhos fixos sem risco.

Segundo Copeland e Antikarov (2002), uma opg¢dao € “o direito, € nio a

obrigagdo, de empreender uma acao (ex. diferir, expandir, contrair ou abandonar)
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a um custo pré determinado, denominado preco de exercicio, por um periodo pré

estabelecido — a vida da op¢ao™.

3.3. Modelo de Black & Scholes

Em seu artigo publicado em 1973, Fisher Black, Myron Scholes e Robert
Merton propdem o que viria a ser o modelo mais conhecido nas financas para
precificacdo de opgdes européias. Este método ganhador do premio Nobel em

1997 ficou mundialmente conhecido como modelo de Black-Scholes.

O modelo Black-Scholes foi desenvolvido assumindo que o ativo subjacente
a op¢do segue um processo estocdstico continuo conforme o Movimento

Geométrico Browniano, além da ado¢ao das seguintes premissas:

(i) O preco do ativo segue distribuicdo lognormal, com média (p) e
desvio padrio (o) constantes ao longo do tempo;

(i) A taxa livre de risco (r) é constante;

(i11)) Nao existem custos de transa¢ao, impostos ou margens

(iv) Os ativos sao infinitamente divisiveis;

(v) O ativo subjacente ndao paga dividendos, e sua negociacdo € continua;

(vi) Nao existem oportunidades de arbitragem:;

(vii) E permitida a venda a descoberto.

A equacdo para cdlculo do valor de uma op¢do de compra segue a férmula

abaixo.
c=SN(d1) — Ke"T-9 N(d2)
Em que:
m(%)+(r+§) (T-0)
dl = p—r— e d2=d1-oVT—t
e:
c prémio da opg¢ao de compra (call);

S valor de mercado do ativo subjacente;
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K preco de exercicio da opg¢ao;

T -t  prazo até a expiracdo da op¢ao;

c volatilidade do ativo subjacente;

N(.) funcdo densidade de probabilidade normal.

Apesar de sua enorme popularidade, o método de Black-Scholes limita-se a
precificacdo de opg¢des de compra e venda européias, 0 que ndo costuma ser o
caso das opgoes reais, em que as empresas constantemente podem tomar decisoes

que afetam o andamento do projeto.

3.4. Opcoes Reais

Como visto anteriormente, 0 método do VPL pressupde que os fluxos de
caixa futuros de um projeto sdo certos, e, portanto ndo é capaz de capturar de que
forma as incertezas relativas ao projeto impactam seu fluxo de caixa. Além disso,
considera que a estratégia inicial de gestdo serd mantida, desprezando o valor das

decisdes que podem ser tomadas pelos gestores durante a vida do projeto.

Projetos de investimento tem como caracteristica uma série de flexibilidades
gerenciais, também conhecidas como opg¢des reais, que podem ser utilizadas pela
firma para maximizar seu valor a medida que novas informacdes sobre o mercado
e o projeto sdo capturadas. Estas flexibilidades, conforme amplamente debatido na
literatura de finangas, tem valor, e podem aumentar significativamente o valor dos

projetos se levadas em conta na andlise do investimento.

A Figura 3 abaixo ilustra os diversos tipos de op¢des reais, € em seguida

estdo detalhadas as op¢Oes mais relevantes e relacionadas ao presente estudo.
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( v'Simples (caso classico)
Espera (Timing) v'Com tempo de construcao (fime-to-build models)

v'Composta (interacao com outras opcoes)

[~ Expansao
I v'Insumo (switch-input)
v Contracao
) v'Produto (switch-outpur)
v Troca/Modificacao ..

< Operacionais 1 (Switch) v'Uso (switch-use)

v'Parada Temporaria v'Localizacao (switch-place)
(shut-down)

\ ¥V Abandono

, v'Bayesiana tradicional
v'Endogena .
(learning v'Processos de revelacao (Dias)
Aprendizagem < by doing)
} { v'Incerteza de mercado (= OR de espera)

\ v Exégena

\ v'Incerteza estratégica (teoria dos jogos)

Figura 3. Principais tipos de Opcoes Reais (Fonte: Dias (2010))

Opcao de Abandono

A opc¢do de abandonar um projeto pode ser comparada a uma opg¢do
americana (que pode ser exercida a qualquer momento) de venda do projeto.
Trigeorgis (1996), ao caracterizar esta opg¢do, divide tais opg¢des em duas
categorias: opcdo de desistir do investimento durante a fase de investimento, e

abandono do projeto pelo seu valor residual.

O primeiro tipo se faz presente quando o investimento no projeto €
fracionado, ou seja, ndo € concentrado todo em um Unico periodo. Assim, na
medida em que novas informacdes sdo obtidas, a realizacdo do projeto pode nao
mais se tornar vantajosa, € a op¢do de ndo realizar os demais investimentos

planejados pode ter valor considerdvel.

Pode-se citar como exemplo a exploragdo de um campo de petréleo, em que
o processo de exploracdo leva muito tempo até o0 momento em que 0 campo inicia
a producdo. Caso durante a fase de investimentos do projeto a previsdo para os

precos do petroleo caiam abaixo de um valor que ndo compense mais O0s
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investimentos remanescentes para viabilizar a produgdo, entdo a empresa

abandonaria o projeto, evitando ainda mais perdas além das j4 realizadas.

J4 a opcdo de abandono pelo valor residual € inerente a projetos em fase de
operagdo, e deve ser exercida quando o valor de venda ou abandono do projeto for
superior a sua expectativa de fluxos futuros. Isso ocorre geralmente quando o
projeto demonstrar-se, ao longo da sua vida, um mau investimento, € manter este

projeto operando pode ndo compensar a manutengdo de seus custos fixos.

O valor da opg¢do serd maior quanto mais liquidos forem os ativos
relacionados ao projeto. Por exemplo, uma planta industrial cujas maquinas e
equipamentos sao padronizados terd valor residual superior a uma planta que
requer ferramental customizado especificamente para este projeto, e

consequentemente, sua op¢ao de abandono serd superior a da fibrica customizada.

A opcao de abandono pelo valor residual pode ser vista como uma opg¢ao de
venda americana do projeto, sendo seu preco de exercicio equivalente ao maior
entre (i) valor residual do projeto, ou (ii) valor da possibilidade de uso alternativo
deste projeto. Esta consideracdo € bastante intuitiva ao se considerar que os
mercados sdo competitivos e completos. Na existéncia da possibilidade de realizar
investimentos alternativos e mais rentdveis (como por exemplo, adaptando o
projeto a outro uso), o valor residual do projeto deve ser maior que o valor do

projeto considerando seu uso original.

Opcao de Adiar o Investimento

A opc¢do de adiar o inicio de um projeto € o direito, mas ndo a obrigacdo,
que os gestores tem de retardar o inicio do investimento. A opc¢do de adiar pode
ser enxergada como uma opg¢do de compra americana sobre o valor do projeto (V)
pagando o preco de exercicio, equivalente aos investimentos necessrios para sua
execugdo. Assim, ao optar pela execucdo do projeto, o investidor abre mao da

opg¢do de espera em detrimento da expectativa dos frutos gerados pelo projeto.

A opcdo de adiar o investimento tem muito valor quando se estd analisando
projetos com longos prazos para execucdo € muitas incertezas, como 0s projetos
nos setores de 6leo e gds, mineracdo, grandes obras de infra-estrutura, e também

projetos no setor imobilidrio.
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A opcdo de adiar o investimento permite que o gestor aprenda mais sobre o
mercado e examine os as incertezas acerca do projeto antes de efetivamente
investir recursos no mesmo, evitando perdas em caso de cendrios desfavoraveis.
No entanto, caso o mercado se demonstre favordvel, o projeto poderd ser realizado

em condi¢des mais vantajosas, se demonstrando um negdcio mais rentavel.

Brealey e Myers (2003) avaliam que quando maiores as incertezas do
projeto ou menores os fluxos de caixa gerados nos periodos iniciais do projeto,
maior serd o valor da opcdo. Assim, é muito comum que as empresas adiem o
inicio de seus projetos, mesmo com VPL positivos, para manter viva a op¢ao de

deferir o investimento.

Considerando-se um cendrio de monopdlio, 0 momento de investir ocorre
quando o VPL do projeto sem a opcao de adiar o investimento é maior que o valor
presente da op¢dao. Porém, em um mercado competitivo, o valor da espera varia
em funcdo da ameaca de novos entrantes no mercado, e do posicionamento que a
empresa se coloca em relagdo aos concorrentes, conforme estabelecido na teoria

dos jogos.

Opcao de Expansao

A opcdo de expansdo, como o proprio nome sugere, consiste na
possibilidade de crescer ou aumentar as dimensdes de um projeto. A opcao de
expansdo pode ser vista como uma op¢do americana de comprar uma proporg¢ao
adicional do projeto (x%), pagando-se o custo necessario para tal expansao (Ig). A
opcdo de expansdo geralmente serd exercida caso o projeto original tenha se
demonstrado um bom investimento, fazendo jus ao investimento para aumentar
seu porte. Assim, um projeto que tenha uma opcdo de expansdo pode ser

enxergado como um projeto sem op¢ao somado a op¢ao de expansao:
Valor do Projeto com Opc¢do de Expansdo =V + Max (xV - I ; 0)

Trigeorgis (1996) afirma que a op¢do de expansdo pode ter importancia
estratégica para o projeto, principalmente se possibilitar a empresa explorar
oportunidades futuras de crescimento. Esta op¢do pode fazer com que projetos
aparentemente invidveis (com VPL negativo), sejam realizados, porque caso se

confirme o cendrio positivo para o investimento, a expansdo serd exercida e
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adicionara valor ao projeto. Assim, a administracdo da empresa pode optar por
uma tecnologia mais cara, por exemplo, caso esta ofereca mais flexibilidades e

permita o aumento na produgdo, caso este se demonstre vantajoso.

Opcao de Contraciao

Ao contrario da op¢do de expansdo, que serd exercida quando as condi¢des
de mercado se tornarem favordveis, caso 0 cendrio se torne negativo para o
projeto, a empresa pode optar por reduzir a escala do projeto, recuperando parte
do investimento ou economizando custos fixos. Esta reducdo (ou contracdo) do
projeto € andloga a uma opg¢do de venda sobre uma parte do projeto (c%), com
preco de exercicio equivalente aos custos recuperados ou economizados esta
decisdao (I;). Assim, o valor da op¢do é o maior entre I. — cV e zero, pois a

empresa tem o direito, mas nio a obrigacdo de exercé-la.
Valor do Projeto com Opcgdo de Contracdo =V + Max (I, - cV ; 0)

Este tipo de opg¢do pode ser muito valioso, por exemplo, quando se estd
estudando o desenvolvimento de uma fabrica para producdo de um bem em que ha
muita incerteza associada a sua demanda. Neste caso, a op¢do por projetos com
menor custo inicial e maiores custos varidveis serd vantajosa por fornecer maior
flexibilidade na redugdo da producao, evitando a perda do capital investido caso a

reducdo se faca necessaria.

3.5. Breve Historico das Opcoes Reais

O termo opgdes reais foi utilizado pela primeira vez por Myers (1977),
quatro anos apds a publicacdo dos artigos de Black & Scholes e Merton, sobre a
metodologia para precificacio de opgdes financeiras. O artigo de Myers foi o
primeiro a considerar as oportunidades de investimento em projetos pelas

empresas como op¢oes de compra sobre estes ativos.

A despeito da enorme quantidade de estudos sobre este topico, a aplicacio
de métodos de avaliac@o utilizando opg¢des reais pelas empresas ainda é bastante
limitada, muito em funcdo da sua complexidade matemadtica, pelas assuncgdes

tedricas restritas e pela falta de apelo intuitivo.
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A complexidade matematica associada a teoria advém do fato de que o
problema geral requer uma solucdo probabilistica para a decisdo Otima de
investimento da firma, ndo apenas no instante inicial em que se estd avaliando o
projeto, mas também durante toda a vida do projeto. Para resolver este problema
de programacdo dindmica, as incertezas que afetam o valor do projeto sdo

inicialmente modeladas como processos estocdsticos.

Posteriormente o valor da politica 6tima da firma € descrito através de uma
equagdo diferencial parcial, obtida como solu¢do para uma funcdo representada
pelo principio de otimalidade de Bellman, em que as condi¢cOes de contorno

refletem as condic¢oes iniciais e finais do payoff do projeto.

Quando ndo for possivel obter uma solu¢do matemadtica analitica, como nos
casos em que existem muitas fontes de incerteza e mais de um tipo de opgdo, é
necessdria a utilizacdo de métodos numéricos mais complexos e programacao
dindmica em tempo discreto devem ser utilizada para se chegar a uma solu¢édo do
problema. A aproximacdo discreta do processo estocdstico continuo € utilizada

para fornecer um modelo eficiente do ponto de vista computacional.

3.6. O Modelo Binomial

Um método muito util para a avaliacdo de opgdes € a construcao de arvores
binomiais. Utilizado pela primeira vez por Cox, Ross e Rubinstein (1979), o
modelo foi primeiramente utilizado para simular a variacdo no preco de agdes
segundo o processo de difusdo lognormal. Trata-se de uma darvore de
probabilidades em que existe uma probabilidade ¢ de que o valor da acdo aumente
(u) no instante seguinte, e probabilidade (1-q) que seu valor diminua (d = 1/u).
Um aspecto muito importante do modelo é que o valor da acdo apdés um
movimento de subida e posterior descida serd igual ao movimento inverso, € o
fato de os vértices se recombinarem reduz significativamente o nimero de nds na

malha, como pode ser visto abaixo.
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A abordagem utilizada para precificacdo de op¢des parte da premissa que
ndo existem oportunidades de arbitragem, e que o mercado é completo, no sentido
que existem ativos negociados capazes de replicar o payoff do ativo em qualquer
estado e em qualquer periodo futuro. Para o caso de uma op¢do de compra sobre
uma acdo, assume-se que € possivel comprar ou vender a acdo, seu derivativo ou

aplicar e tomar empréstimos a uma taxa livre de risco r.

Como nio hd oportunidades de arbitragem, assume-se que u < I +r <d,
pois caso u fosse inferior a r, ndo faria sentido investir no ativo, e, caso r fosse
inferior a d, mesmo em um cendrio de queda, investir na acdo seria mais rentavel

que no ativo sem risco.

Para determinar a taxa de desconto apropriada do projeto e capturar as
informacdes de mercado sobre seu risco, pode-se usar o método de portfélio
replicante. Assumindo que existe um projeto com valor desconhecido V, constitui-
se no instante inicial um portfélio para contendo quantidade A de acdes
negociadas no mercado, com preco unitidrio S, € um montante financeiro B
aplicado em um ativo livre de risco que rende a taxa r, para representar este
projeto. Como visto anteriormente, existe a probabilidade ¢ de que a acdo siga a

trajetéria u, e (1-q) de que siga a trajetéria d.

O portfélio inicial pode entdo ser representado por:
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V,=ASu+B(1+7r)
V=AS+B

Vy=ASd+B(1+7r)

Resolvendo-se o sistema acima assumindo que os Unicos parametros
desconhecidos sdo A e B, chega-se a solucdo para estas duas varidveis sem a
necessidade de conhecer-se g. Porém, caso ¢ fosse conhecido, a taxa de desconto

k do projeto poderia ser obtida através da férmula abaixo:

V_un+(1—q)dV
B 1+k

Para evitar a necessidade de se estimar ¢ ou k, uma formulagdo mais simples
tem sido amplamente utilizada na teoria de finangas para resolver tais problemas.
Trata-se da constru¢cdo do portfélio e da &arvore binomial considerando-se
probabilidades neutras ao risco. Nesta formulacdo, ao invés de ajustar o risco do
projeto por sua taxa de desconto apropriada (k), o ajuste € feito nas probabilidades

de acréscimo (#) ou decréscimo (d) no valor do projeto.

Assim, ao invés da probabilidade ajustada ao risco ¢ de o projeto atingir o
valor V, no instante seguinte, utiliza-se a probabilidade neutra ao risco p.
Assumindo que ndo ha oportunidades de arbitragem, e que se estd analisando o
projeto sob a 6tica de neutralidade ao risco, pode-se utilizar a taxa livre de risco r
para descontar os valores futuros, e o cdlculo de V considerando-se dois periodos

seria entao:

puV+(1-p)dVv 1+r—d
= onde, p =
1+r u—d

|4
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Apesar de suas limitacdes, esta formulagdo apresenta um grande beneficio
que ¢é eliminar a necessidade de estimacdo de k. O problema passa entdo a ser
encontrar a probabilidade neutra ao risco p para o projeto, que geralmente é uma
tarefa bem mais simples, jd que a probabilidade p pode ser obtida através de dados
de mercado ou calculada através de argumentos relativos ao processo estocdstico

associado ao valor do projeto.

Para prever variacdes de precos futuros, o processo estocdstico mais
utilizado € o Movimento Geométrico Browniano (MGB). Esta premissa é
utilizada por Hull (2003) para modelar as incertezas associadas ao prego e acoes, €

por Copeland e Antikarov (2002) para as incertezas associadas a projetos reais.

Sob esta Gtica, o valor do projeto em cada momento tem distribuicao
lognormal, e através da andlise dos momentos da 4rvore de decisdo e desta
distribuicdo € possivel encontrar os valores de u e d, e o cdlculo do valor do
projeto pode ser efetuado dispondo apenas de informagdes sobre seu valor no

instante inicial (V), a volatilidade de seus retornos, e a taxa livre de risco.

Quando aplicado a precificacdo de opcdes, o método binomial fornece
solu¢des aproximadas ao método de avaliagdo desenvolvido por Black, Scholes e
Merton (1973), mas ainda apresenta a vantagem de permitir que sejam analisadas
solugcdes para op¢des americanas, em que a op¢ao pode ser exercida anteriormente
a sua data de vencimento, ao contrdrio do método de Black, Scholes e Merton, que

somente avalia op¢des européias.

Para avaliacdo de opgOes reais em tempo discreto, o procedimento mais
comum envolve inicialmente a construcdo de uma arvore binomial com o valor do
projeto ao final de cada vértice. Posteriormente, incluem-se nos de decisdes em
cada instante em que as opc¢Oes podem ser exercidas, conforme serd detalhado

mais adiante.
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3.7. O Modelo Binomial com Dividendos

Para projetos que geram dividendos, o valor do projeto sofre uma
descontinuidade apds cada distribuicdo. Este efeito € semelhante ao que ocorre no

preco de acdes quando pagam dividendos.

A arvore binomial deve ser modelada entdo considerando-se que, em cada
instante do tempo, o projeto pagard dividendos a uma taxa D, calculada como o

percentual que o dividendo no periodo representa em relagdo ao valor do projeto.

D, =

Ap6s cada distribuicdo, o valor do projeto cai na proporcdo da taxa de
dividendos, e seu valor pode ser calculado da seguinte forma

Valor do Projeto Antes de Dividendos:

i-1
Vi,j = Voui_jdj 1_[(1 - Dk)
k=1

Valor do Projeto P4s Dividendos:
i
Vi =Vou'Jd 1_[(1 —Dy)

k=1

Assim, a darvore binomial do ativo que paga dividendos pode ser

representada por:

P
Vo /vl Vou(1-Dy)
1\‘

P
l V()ll( 1 —Dl)

Vou’(1-Dy)(1-D»)

Voud(1-Dy)(1-D2)

SNV

Vod*(1-Dy)(1-D»)
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