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impĺıcitos em um sistema extenśıvel. Dissertação de Mestrado,

UFAL, 2010. Orientado por Vińıcius Mello.
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A
Cálculo dos Invariantes Diretamente

Este apêndice tem por objetivo escrever os invariantes geométricos de

uma superf́ıcie impĺıcita S = {(x, y, z) ∈ R3/f(x, y, z) = 0}, onde f é de classe

C4 e 0 é valor regular de f, a partir da própria função f e reforçar a ideia que

isto inclui um longo cálculo. Sabemos que toda superf́ıcie regular pode ser vista

localmente como um gráfico G = {(x, y, g(x, y)/(x, y) ∈ U}, em particular na

seção 3.1 encontramos o plano tangente, a métrica afim escrita em termos da

função f. Outros elementos geométricos importantes são o vetor normal Ne e

a curvatura Ke que são dados, respectivamente, por

Ne =
(−gx,−gy, 1)�

g2
x + g2

y + 1
= (f 2

z + f 2
x + f 2

y )
−1/2

(fx, fy, fz)

Ke =

�
fzzfyy − f 2

yz

�
f 2

x + (−2fxyfzz + 2fxzfyz) fyfx
�
f 2

z + f 2
x + f 2

y

�2

+
2 (−fxzfyy + fxyfyz) fxfz + (fxxfzz − f 2

xz) f 2
y�

f 2
z + f 2

x + f 2
y

�2

+
−2 (−fxzfxy + fxxfyz) fyfz +

�
fxxfyy − f 2

xy

�
f 2

z�
f 2

z + f 2
x + f 2

y

�2 .

Notamos que é preciso fazer um escalonamento do vetor normal Ne

usando a curvatura Ke para obtermos um vetor contravariante o co-normal

ν (ver seção 3.2) cuja fórmula em função de f é

ν =
1

fzd
1/4

( fx, fy, fz ) ,

onde

d =
1

f 4
z

·
� �

fyyfzz − f 2
yz

�
f 2

x + 2 (fxzfxy − fxxfyz) fyfz +

(fzzfxx − f 2
xz) f 2

y + 2 (fxyfyz − fyyfxz) fzfx + (A-1)
�
fxxfyy − f 2

xy

�
f 2

z + 2 (fyzfxz − fzzfxy) fxfy

�
.

Encontraremos a expressão do normal afim a partir da função f.

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0921353/CA



Cálculo de Estruturas Afins e Aplicação às Isossuperf́ıcies 75

Utilizando os cálculos e definições da seção 3.2, temos as componentes

do vetor normal afim em função das derivadas da função g. Usando a regra da

cadeia obtemos as expressões das derivadas da função g até a terceira ordem.

Substituindo estas expressões nas fórmulas expĺıcitas de ξ dadas na seção 3.2,

obtemos as coordenadas de ξ

ξ1 = a
�
f 2

x (−fzfxyfzzfyyy − 2fyfyzfyyzfxz + fyfzzfxzfyyy + fyyfyfyzzfxz

− fzfyyfxyfyzz − fyyfyfxzzfyz − 4fzzfxzf
2
yy − 4fxyf

3
yz + 4fyyfxzf

2
yz

+ 2fzfxyfyzfyyz + 4fyyfxyfyzfzz − 2fzfyyfyzfxyz − fyfzzfxyyfyz

+ 2fyf
2
yzfxyz + fzf

2
yyfxzz + fzfyyfzzfxyy

�

+ fx (8fyyfxzfxyfyfzz−2fxxfyyfyfzzfyz−2fzfyyfyfzzfxxy+4fzfyyfyfxxzfyz

+ 2fzfxyyfxyfyfzz+4fzfyfxzfxyyfyz−4fzfyfxyfxyzfyz−2fzfyyfxyfyfxzz

− 12fzfyyfxyfxzfyz−2f 2
y fzzfxyyfxz−2f 2

z fyyfxzfxyy−2f 2
z fxyyfxyfyz

+ 4f 2
z fyyfxyfxyz + 2fxyf

2
y fxzzfyz + 2f 2

z fxyfxzfyyy − 2fzfyf
2
xzfyyy

− 2fxyfyzzf
2
y fxz − 6fyyf

2
xzfyzfy + 2fzfxxfzzf

2
yy − 2fzfyyf

2
xyfzz

− 6fyfzzfyzf
2
xy − 2fzfyfxxyf

2
yz + 2f 2

y fxxyfyzfzz + 2f 2
z fyyfxxyfyz

+ 4fyfxzf
2
yzfxy − 2fzfxxfyyf

2
yz − 2f 2

z fxxzf
2
yy + 2fxxfyf

3
yz

+ 2f 2
y f 2

xzfyyz − 2f 2
y fxxzf

2
yz + 6fzf

2
yyf

2
xz − 2f 2

z f 2
xyfyyz + 8fzf

2
xyf

2
yz

�

+ f 3
y (2fxzfxxzfyz−2fxyzf

2
xz+fxxyfxzfzz−fxxfxzzfyz−fxxxfzzfyz+fxxfyzzfxz)

+ f 2
y (fzfxxfyyfxzz − 4fzfxxyfxzfyz − 2fzfxxfyyzfxz − 2fzfxyfxxzfyz

− fzfxxfxyfyzz − 2fxxfyyfxzfzz − 2fzfyyfxzfxxz + 4fxxfxyfyzfzz

+ fzfyyfxxxfzz − 2fxxf
2
yzfxz + 4fzfxyzfxyfxz − 2f 2

xyfxzfzz

+ 2fzfxxxf
2
yz + 2fzfxyyf

2
xz + 2fyyf

3
xz − fzfxyfxxyfzz + 2fzfxxfxyzfyz

�

+ fy

�
−f 2

z fxxfxyyfyz + 8fzfxxfyyfxzfyz + 4fzf
2
xyfxzfyz − 6fzfyyfxyf

2
xz

+ f 2
z fxxfyyyfxz + 2f 2

z fxxfxyfyyz − 2fzfxxfyyfxyfzz + 4f 2
z fxyfyzfxxy

− 3f 2
z fyyfxxxfyz − 2f 2

z f 2
xyfxyz + 2fzf

3
xyfzz + 3f 2

z fyyfxxyfxz

− 2f 2
z fxxfyyfxyz + 2f 2

z fyyfxyfxxz − 4f 2
z fxyfxyyfxz − 6fzfxxfxyf

2
yz

�

+ 4 f 2
z fxxfyyfxyfyz + 2f 3

z f 2
xyfxyy + 4f 2

z fyyfxzf
2
xy − f 3

z fxxfxyfyyy

− 3f 3
z fxyfxxyfyy−4f 2

z f 3
xyfyz+f 3

z fxxxf
2
yy+f 3

z fxxfxyyfyy−4f 2
z fxxfxzf

2
yy

�
,

onde

a = (4(f 3
z d3/4) (−fxzfyy + fxyfyz) fx+fz

�
fxxfyy − f 2

xy

�
+(−fxxfyz + fxyfxz) fy)

−1,

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0921353/CA



Cálculo de Estruturas Afins e Aplicação às Isossuperf́ıcies 76

ξ2 = a
�
f 3

x

�
−2fxyzf

2
yz+fzzfxyyfyz+fyyfxzzfyz+2fxzfyzfyyz−fxzfzzfyyy−fyyfxzfyzz

�

+ f 2
x (−2fxxfyzfzzfyy + 4fzfxyzfxyfyz − 2fxxyfyzfyfzz + 4fyyfxzfxyfzz

− 2fxzzfxyfyzfy + 2fxzfyfzzfxyy + fzfxxfyyfyzz − 2fzfyyfxxzfyz

− 2fyyf
2
xzfyz − 2fzfxxfyzfyyz − fzfyyfxzzfxy + 2fzfyyfxzfxyz + 2fxxf

3
yz

− 2fzfxzfxyfyyz + fzfxxfzzfyyy − 2f 2
xyfyzfzz + 2fxxzfyf

2
yz − 2f 2

xzfyyzfy

+ 2fzf
2
xzfyyy − 4fzfxzfxyyfyz + 2fxzfxyfyfyzz + 2fzf

2
yzfxxy − fzfzzfxyyfxy

�

+ fx

�
2fyyf

3
xzfy + 2fzf

3
xyfzz − 2f 2

z f 2
xyfxyz + 2f 2

xzfxyzf
2
y − 2fzf

2
xzfyfxyy

+ 4f 2
z fxzfxyfxyy + 3f 2

z fxxfxyyfyz − 2f 2
z fxxfyyfxyz + 2fzf

2
xyfyfxzz

+ fxxfxzzf
2
y fyz − 3f 2

z fxxfxzfyyy + 2f 2
z fxxfxyfyyz − fxxfxzfyzzf

2
y

− 6fxzfyf
2
xyfzz + fxxxfyzf

2
y fzz − 2fzfxxxfyf

2
yz + f 2

z fyyfxxxfyz

− fxzfxxyf
2
y fzz − f 2

z fyyfxzfxxy − 4f 2
z fxxyfyzfxy + 2f 2

z fyyfxxzfxy

− 2f 2
y fxzfxxzfyz − 6fzfyyf

2
xzfxy − 6fzfxxf

2
yzfxy − 6fxxfxzf

2
yzfy

+ 4fzfxzf
2
xyfyz + 4f 2

xzfyfyzfxy − 2fzfxxfyyfzzfxy − 2fxxfyyfxzfyfzz

+ 8fxxfyzfxyfyfzz + 2fzfxxyfxyfyfzz + 4fzfxzfyfxxyfyz − 2fzfxxfxyyfyfzz

− 4fzfxzfyfxyfxyz + 4fzfxxfxzfyyzfy − 2fzfxxfxyfyfyzz + 8fzfxxfyyfyzfxz)

+ f 2
y

�
−fzfxxfxzzfxy + 4fxxfyzf

2
xz + 4fxxfxzfxyfzz − 2fzfxxfxzfxyz

− fzfxxxfzzfxy + 2fzfxzfxxzfxy + fzfxxfxxyfzz − 4fyzfzzf
2
xx

+ fzf
2
xxfyzz − 4f 3

xzfxy

�

+ fy

�
−2f 2

z f 2
xxfyyz + 2f 2

z fxxfxyyfxz + 2fzf
2
xxfzzfyy − 2fzfxxf

2
xyfzz

− 2f 2
z fxxyfxyfxz + 2f 2

z fxxxfyzfxy − 12fzfxxfxzfxyfyz + 4f 2
z fxxfxyzfxy

+ 6fzf
2
xxf

2
yz − 2f 2

z fxxfyzfxxy − 2fzfxxfyyf
2
xz − 2f 2

z f 2
xyfxxz + 8fzf

2
xzf

2
xy

�

− 4 f 2
z fxzf

3
xy − 3f 3

z fxxfxyyfxy + 2f 3
z f 2

xyfxxy + 4f 2
z fxxfyyfxyfxz

+ 4 f 2
z fxxfyzf

2
xy − f 3

z fxxxfxyfyy + f 3
z fyyyf

2
xx + f 3

z fxxfxxyfyy − 4f 2
z f 2

xxfyzfyy.

E finalmente,

ξ3 = a
�
f 3

x

�
−f 2

yyfxzz+2fyyfyzfxyz−fyyfzzfxyy−2fxyfyzfyyz+fxyfzzfyyy+fyyfxyfyzz

�

+ f 2
x

�
2fzfyyfxzfxyy + 2f 2

yyf
2
xz + 2fxxfyfyzfyyz + 2fzfxyyfxyfyz

− 4fzfyyfxyfxyz + 2fxzfyfxyfyyz − 2fyyfxzfxyzfy − fzzfyfxyfxyy

− fxxfyfyzzfyy + 4f 2
xyf

2
yz − fxxfyfzzfyyy − 2fyyfxxzfyzfy − 2fzfxyfxzfyyy

+ 3fyyfxyfyfxzz − 2fzfyyfxxyfyz + 2fzfxxzf
2
yy − 2fxxfyyf

2
yz − 2fyyf

2
xyfzz

+ 2fyyfxxyfyfzz − 2f 2
xyfyfyzz + 2fxxfzzf

2
yy + 2fzf

2
xyfyyz − 4fyyfxzfyzfxy

�

+ fx (2fzfyyfxxxfyzfy − 2fzfyyfyfxxyfxz − 4fzfyyfxyfyfxxz − 2fzfxxfxyyfyzfy

+ 4fzfxxfyyfxyzfy + 2fzfxxfxzfyfyyy − 4fzfxxfyfxyfyyz + 8fzfxxfyyfxyfyz
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+ 8fxxfyyfxzfyzfy − 4fxxfyyfxyfyfzz − 8fzf
3
xyfyz + 4f 3

xyfyfzz

− 2f 2
z fxyyf

2
xy − 2fxzzf

2
y f 2

xy + 4fzf
2
xyfxyzfy − 2fxxfxyzfyzf

2
y

+ f 2
z fxxfxyfyyy − fxxfyyfxzzf

2
y − 2fxxfxzfyyzf

2
y + 3fxxfxyf

2
y fyzz

− fyyfxxxfzzf
2
y − fxyf

2
y fzzfxxy + 3f 2

z fyyfxyfxxy + 2fyyf
2
y fxzfxxz

+ 2fxyf
2
y fxxzfyz + 2fxxfxyyf

2
y fzz − f 2

z fxxfyyfxyy − 8fzfxxfxzf
2
yy

− 4fyyfxyfyf
2
xz + 8fzfyyfxzf

2
xy − 4fxxfxyf

2
yzfy − f 2

z fxxxf
2
yy

�

+ f 3
y (−fxxfxxyfzz+fxxxfzzfxy+2fxxfxzfxyz+fxxfxzzfxy−f 2

xxfyzz

− 2fxzfxxzfxy)

+ f 2
y

�
4f 2

xyf
2
xz − 2fzfxxfxyyfxz − 4fzfxxfxyfxyz + 2fzfxxfxxyfyz

+ 2fzf
2
xyfxxz2f

2
xxf

2
yz + 2fzfxxyfxyfxz − 4fxxfxzfxyfyz

+ 2fzf
2
xxfyyz − 2fxxf

2
xzfyy + 2f 2

xxfzzfyy − 2fxxf
2
xyfzz − 2fzfxxxfyzfxy

�

+ fy

�
−f 2

z fxxfyyfxxy + f 2
z fyyfxxxfxy + 3f 2

z fxxfxyfxyy + 8fzfxxfyyfxyfxz

− 8fzf
3
xyfxz − 8fzf

2
xxfyzfyy − f 2

z f 2
xxfyyy + 8fzfxxf

2
xyfyz − 2f 2

z f 2
xyfxxy

�

+ 4 f 2
z f 2

xxf
2
yy + 4f 2

z f 4
xy − 8f 2

z fxxfyyf
2
xy.

Notemos que ao substituirmos fx = 0 = fy = fxy e fz = 1 em ξ temos

exatamente a expressão do ξ dada no caṕıtulo 4.

Agora, queremos calcular as expressões para as curvaturas afins, para

isso é necessário calcularmos as derivadas do co-normal afim ν e do normal

afim ξ. Denotaremos por νx = (∂xν1, ∂xν2, ∂xν3), νy = (∂yν1, ∂yν2, ∂yν3) e

ξx = (∂xξ1, ∂xξ2, ∂xξ3), ξy = (∂yξ1, ∂yξ2, ∂yξ3). Obtemos,

∂xν1 =
1

4d5/4
· (gxgxxxgyy + gxgxxgxyy − 2gxgxygxxy − 4g2

xxgyy + 4gxxg
2
xy),

∂xν2 =
1

4d5/4
· (gygxxxgyy + gygxxgxyy − 2gygxygxxy − 4gxygxxgyy + 4g3

xy),

∂xν3 =
1

4d5/4
· (−gxxxgyy − gxxgxyy + 2gxygxxy)

e

∂yν1 =
1

4d5/4
· (gxgxxygyy + gxgxxgyyy − 2gxgxygxyy − 4gxygxxgyy + 4g3

xy),

∂yν2 =
1

4d5/4
· (gygxxygyy + gygxxgyyy − 2gygxygxyy − 4gxxg

2
yy + 4gyyg

2
xy),

∂yν3 = − 1

4d5/4
· (gxxygyy + gxxgyyy − 2gxygxyy),

onde as expressões de gx, gy, gxx, gxy e gyy foram dadas no caṕıtulo 4 e as demais
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derivadas são

gxxx = −fxxx

fz
+

3(fxxzfx + fxzfxx)

f 2
z

+
3(−fzzfxfxx − 2f 2

xzfx − fxzzf 2
x)

f 3
z

+
9fxzfzzf 2

xf 3
xfzzz

f 4
z

− 3f 2
zzf

3
x

f 5
z

gxxy = −fxxy

fz
+

fyzfxx + 2fxfxyz + 2fxzfxy + fxxzfy

f 2
z

+
−2f 2

xzfy − f 2
xfyzz − fzzfyfxx − 2fzzfxfxy − 4fxzfyzfx − 2fxfxzzfy

f 3
z

+
f 2

xfzzzfy + 6fxzfyfzzfx + 3fzzf 2
xfyz

f 4
z

− 3f 2
zzf

2
xfy

f 5
z

gxyy = −fxyy

fz
+

2fyzfxy + fxfyyz + fxzfyy + 2fxyzfy

f 2
z

−
4fyzfyfxz + 2fzzfyfxy + fxzzf 2

y + 2fxfyzzfy + 2f 2
yzfx + fzzfxfyy

f 3
z

+
3fxzfzzf 2

y + 6fyzfyfzzfx + f 2
y fxfzzz

f 4
z

−
3f 2

zzfxf 2
y

f 5
z

gyyy = −fyyy

fz
+

3fyyzfy + 3fyzfyy

f 2
z

+
−3fzzfyfyy − 6f 2

yzfy − 3fyzzf 2
y

f 3
z

+
9fyzfzzf 2

y + f 3
y fzzz

f 4
z

−
3f 2

zzf
3
y

f 5
z

.

As derivadas do normal afim com relação a x e y são

∂xξ1 =
1

16d5/4
·
�
−12g3

xygxxxygyy + 3g2
xxg

2
xyygyy − 39gxxgxyygyygxygxxy

− 3gxxgxygyyygxxxgyy + 7g2
xxxg

3
yy + 8g4

xygxxyy + 2gxxgxyyg
2
yygxxx

− 7g2
xxgxygyyygxyy + 10g2

xxgxygyyygxxy − 35gxxxg
2
yygxygxxy

+ 26g2
xygxyygxxxgyy − 4gxxgxxyygyyg

2
xy + 4g2

xxgxxygyyygyy

+ 42gxxgxygxyyygyy + 12gxygxxxyg
2
yygxx + 30g2

xyg
2
xxygyy

+ 18g2
xyg

2
xyygxx − 24g3

xygxyygxxy − 4g2
xxgxxyyg

2
yy − 4gxxxg

3
xygyyy

− 4gxxg
3
xygxyyy − 4gxxxxg

3
yygxx + 4gxxxxg

2
yyg

2
xy + 12g2

xxyg
2
yygxx

�
,

∂xξ2 =
1

16d5/4
·
�
−7gxyg

2
xxxg

2
yy − 12g3

xygxxgxxyy − 12g2
xxyg

3
xy + 8gxxxyg

4
xy

− 21gxyg
2
xxg

2
xyy + 7g3

xxgyyygxyy − 4g3
xygxxxxgyy − 16g3

xygxxxgxyy

− 4g3
xxgxyyygyy + 4g2

xxgxyyyg
2
xy − 4gxxxyg

2
xxg

2
yy + 28gxxyg

2
xygxxxgyy

+ 48gxxyg
2
xygxxgxyy − g2

xxgyyygxxxgyy − 14g2
xxgyyygxygxxy + 7gxxygxxg

2
yygxxx

+ 15gxxyg
2
xxgyygxyy − 30g2

xxygxxgyygxy − 4gxxxyg
2
xygxxgyy + 4gxygxxxxg

2
yygxx

+ 12gxyg
2
xxgxxyygyy + 8gxxgyyygxxxg

2
xy − 12gxygxxxgyygxxgxyy),

∂xξ3 =
1

16d5/4
·(4gxgxxxxg

2
yyg

2
xy − 4gxgxxxxg

3
yygxx + 4g2

xxgygxyyyg
2
xy
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− 4g3
xxgygxyyygyy + 12g2

yygxg
2
xxygxx − 24gxgxyyg

3
xygxxy + 18gxg

2
xyyg

2
xygxx

− 7g2
yygyg

2
xxxgxy + 30gyygxg

2
xyg

2
xxy − 21g2

xxgygxyg
2
xyy + 3g2

xxgyygxg
2
xyy

+ 7g3
xxgygyyygxyy − 12gyygxg

3
xygxxxy − 12gxxgyg

3
xygxxyy − 16gxxxgyg

3
xygxyy

− 4g2
xxg

2
yygygxxxy − 4g2

xxg
2
yygxgxxyy − 4gyygygxxxxg

3
xy − 4gxxg

3
xygxgxyyy

− 4gxxxg
3
xygxgyyy − 14g2

xxgygyyygxygxxy − g2
xxgygyyygxxxgyy

+ 2gxxg
2
yygxgxyygxxx + 15g2

xxgyygygxxygxyy + 7gxxg
2
yygygxxygxxx

− 30gxxgyygyg
2
xxygxy + 48gxxgyg

2
xygxyygxxy + 8g4

xygygxxxy

− 39gxxgyygxgxyygxygxxy − 12gxxgygxygxyygxxxgyy − 3gxxgxygxgyyygxxxgyy

− 35gxgxxxg
2
yygxygxxy + 10gxxg

2
xygxgyyygxxy − 7g2

xxgxygxgyyygxyy

+ 28gyygygxxxg
2
xygxxy + 7gxg

2
xxxg

3
yy + 4g2

xxgxxygxgyyygyy

+ 4g2
xxgxygxgxyyygyy + 4g2

yygygxxxxgxygxx + 8gxxgygyyygxxxg
2
xy

+ 12g2
xxgygxygxxyygyy + 12g2

yygxgxygxxxygxx + 26gxgxyyg
2
xygxxxgyy

− 12g3
xygyg

2
xxy + 8gxgxxyyg

4
xy − 4g2

xygygxxxygxxgyy − 4gxgxxyyg
2
xygxxgyy)

e

∂yξ1 =
1

16d5/4
·(−12g3

xygxxyygyy − 12gxxgxygyyygxxygyy − 12g3
xyg

2
xyy + 8g4

xygxyyy

− 7g2
xxgxyg

2
yyy + 7gxxxg

3
yygxxy − 21gxyg

2
xxyg

2
yy − 4g2

xxgxyyyg
2
yy − 16gxxyg

3
xygyyy

− −4gxxg
3
xygyyyy − 4gxxxyg

3
yygxx + 4gxxxyg

2
yyg

2
xy + 15gxxgxyyg

2
yygxxy

+ 7g2
xxgxyygyygyyy − 30gxxg

2
xyygyygxy + 28gxxg

2
xygyyygxyy − gxxxg

2
yygxxgyyy

− 14gxxxg
2
yygxygxyy + 48g2

xygxxygyygxyy − 4gxxgxyyygyyg
2
xy

+ 4g2
xxgxygyyyygyy + 8gxxxgyygyyyg

2
xy + 12gxygxxyyg

2
yygxx),

∂yξ2 =
1

16d5/4
·(−4g3

xygxxxygyy + 12g2
xxg

2
xyygyy − 39gxxgxyygyygxygxxy

− 3gxxgxygyyygxxxgyy + 8g4
xygxxyy + 4gxxgxyyg

2
yygxxx − 35g2

xxgxygyyygxyy

+ 26gxxg
2
xygyyygxxy − 7gxxxg

2
yygxygxxy + 10g2

xygxyygxxxgyy − 4gxxgxxyygyyg
2
xy

+ 2g2
xxgxxygyyygyy + 12g2

xxgxygxyyygyy + 4gxygxxxyg
2
yygxx + 18g2

xyg
2
xxygyy

+ 30g2
xyg

2
xyygxx − 24g3

xygxyygxxy − 4g2
xxgxxyyg

2
yy − 4gxxxg

3
xygyyy + 7g3

xxg
2
yyy

+ 3g2
xxyg

2
yygxx − 4g3

xxgyyyygyy + 4g2
xxgyyyyg

2
xy − 12gxxg

3
xygxyyy),

∂yξ3 =
1

16d5/4
·(−21g2

yygxgxyg
2
xxy + 7gxgxxxg

3
yygxxy − 7g2

xxgxygxg
2
yyy

+ 30gxxgyg
2
xyg

2
xyy + 3gxxg

2
yygyg

2
xxy − 12gxxgyg

3
xygxyyy − 4g2

xxg
2
yygygxxyy

− 4g2
xxg

2
yygxgxyyy − 4gyygygxxxyg

3
xy − 4gyyygygxxxg

3
xy − 4gxxg

3
xygxgyyyy

+ 4gxgxxxyg
2
yyg

2
xy − 4gxgxxxyg

3
yygxx + 4g2

xxgygyyyyg
2
xy − 4g3

xxgygyyyygyy

+ 12g2
xxgyg

2
xyygyy − 24g3

xygygxxygxyy + 18g2
xygyg

2
xxygyy − 12gyygxg

3
xygxxyy

− 16gxxyg
3
xygxgyyy + 8g4

xygygxxyy + 8gxgxyyyg
4
xy − 39gxxgyygygxxygxygxyy
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− 12gxxgxygxgyyygxxygyy − 3gyygygxxxgxygxxgyyy − 12gxg
2
xyyg

3
xy

+ 2g2
xxgygyyygxxygyy − 35g2

xxgygyyygxygxyy + 15gxxg
2
yygxgxyygxxy

+ 7g2
xxgyygxgxyygyyy − 30gxxgyygxg

2
xyygxy + 28gxxg

2
xygxgyyygxyy

− gxgxxxg
2
yygxxgyyy − 14gxgxxxg

2
yygxygxyy + 48gyygxg

2
xygxxygxyy

− 7g2
yygygxxxgxygxxy + 10gyygygxxxg

2
xygxyy + 26g2

xygygxxygxxgyyy

− 4g2
xygygxxyygxxgyy − 4gxgxyyyg

2
xygxxgyy + 4g2

xxgxygxgyyyygyy

+ 4g2
yygygxxxygxygxx + 4g2

yygygxxxgxyygxx + 12g2
xxgygxygxyyygyy

+ 8gxgxxxgyygyyyg
2
xy + 12g2

yygxgxygxxyygxx + 7g3
xxgyg

2
yyy).

Notemos que agora precisamos determinar as derivadas até a quarta

ordem de g, o que implica que temos que calcular as derivadas de f também

até essa ordem. A seguir, exibiremos apenas uma dessas derivadas de g até a

quarta ordem para exemplificar o quanto o cálculo direto é caro.

gxxyy = −fxxyy

fz
+

fxxzfyy + 2fxzfxyy + 2fxxyfyz + 2fxxyzfy + 4fxyfxyz

f 2
z

+
fxxfyyz + 2fxfxyyz

f 2
z

−
2fxxzfyzfy + 2fxxfyzzfy + fxxfzzfyy + 4fxfxyzzfy + fxxzzf 2

y

f 3
z

− 2(fyzfxx + 2fxfxyz + 2fxzfxy + fxxzfy)fyz + 4fxyfxzzfy + 2fxxyfzzfy

f 3
z

− 2fxzfxfyyz − 4(fyzfx + fyfxz)fxyz − 2fzzfxfxyy + 2fxzzfxfyy + f 2
xfyyzz

f 3
z

−
2fxz(2fyzfxy + fxfyyz + fxzfyy + 2fxyzfy)− 4fxfyzzfxy − 2fzzf 2

xy

f 3
z

+
4fzz(fyzfx + fyfxz)fxy + 2fxzfxfzzfyy + 2fxxfzzfyzfy + 4fyfzzfxfxyz

f 4
z

+
2(fyzfxx + 2fxfxyz + 2fxzfxy + fxxzfy)fzzfy + 4fxfyzz(fyzfx + fyfxz)

f 4
z

+
f 2

xfzzzfyy + 4fxzfxfyzzfy + 2f 2
xfyzzzfy + fxxzfzzf 2

y

f 4
z

+
2fzzfx(2fyzfxy + fxfyyz + fxzfyy + 2fxyzfy) + 4(fyzfx + fyfxz)fxzzfy

f 4
z

+
−2fxz(−4fyzfyfxz − 2fzzfyfxy − fxzzf 2

y − 2fxfyzzfy − 2f 2
yzfx − fzzfxfyy)

f 4
z

+
−2(−2f 2

xzfy − f 2
xfyzz − fzzfyfxx − 2fzzfxfxy − 4fxzfyzfx − 2fxfxzzfy)fyz

f 4
z

+
fzzf 2

xfyyz + 2f 2
y fxfxzzz + 4fxzzfxfyzfy + fxxf 2

y fzzz + 4fxfzzzfyfxy

f 4
z
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+
2fzzfx(−4fyzfyfxz − 2fzzfyfxy − fxzzf 2

y − 2fxfyzzfy − 2f 2
yzfx − fzzfxfyy)

f 5
z

+
−6fzzf 2

xfyzzfy − 2f 2
xfzzzfyzfy − 6f 2

y fzzfxfxzz

f 5
z

− 2f 2
zz(2fyfzzfxfxy + fyzfx + fyfxz)− 2(f 2

xfzzzfy + 6fxzfyfzzfx + 3fzzf 2
xfyz)fyz

f 5
z

+
−2fxzfxf 2

y fzzz − f 2
zzf

2
xfyy − 4fxzfxfzzfyzfy − fxxf 2

zzf
2
y

f 5
z

+
−4fxfzzzfy(fyzfx + fyfxz)− 2fxz(3fxzfzzf 2

y + 6fyzfyfzzfx + f 2
y fxfzzz)

f 5
z

+
2(−2f 2

xzfy − f 2
xfyzz − fzzfyfxx − 2fzzfxfxy − 4fxzfyzfx − 2fxfxzzfy)fzzfy

f 5
z

+
−f 2

xf 2
y fzzzz

f 5
z

+
6f 2

xfzzzf 2
y fzz + 8fxzf 2

zzfxf 2
y + 8f 2

zzf
2
xfyfyz

f 6
z

+
4f 2

zzfyfx(fyzfx + fyfxz) + 2fzzfx(3fxzfzzf 2
y + 6fyzfyfzzfx + f 2

y fxfzzz)

f 6
z

+
2(f 2

xfzzzfy + 6fxzfyfzzfx + 3fzzf 2
xfyz)fzzfy

f 6
z

−
15f 2

y f 3
zzf

2
x

f 7
z

.

E por fim, resta calcular os coeficientes (bi,j)1≤i,j≤2 do operador forma S
definidos no caṕıtulo 2

b11 = 12g3
xygxxxygyy − 3g2

xxg
2
xyygyy + 39gxxgxyygyygxygxxy + 3gxxgxygyyygxxxgyy

− 7g2
xxxg

3
yy − 8g4

xygxxyy − 2gxxgxyyg
2
yygxxx + 7g2

xxgxygyyygxyy − 10gxxg
2
xygyyygxxy

+ 35gxxxg
2
yygxygxxy − 26g2

xygxyygxxxgyy + 4gxxgxxyygyyg
2
xy − 4g2

xxgxxygyyygyy

− 4g2
xxgxygxyyygyy − 12gxygxxxyg

2
yygxx − 30g2

xyg
2
xxygyy − 18g2

xyg
2
xyygxx

+ 24g3
xygxyygxxy + 4g2

xxgxxyyg
2
yy + 4gxxxg

3
xygyyy + 4gxxg

3
xygxyyy

+ 4gxxxxg
3
yygxx − 4gxxxxg

2
yyg

2
xy − 12g2

xxyg
2
yygxx,

b12 = 7gxyg
2
xxxg

2
yy + 12g3

xygxxgxxyy + 12g2
xxyg

3
xy − 8gxxxyg

4
xy + 21gxyg

2
xxg

2
xyy

− 7g3
xxgyyygxyy + 4g3

xygxxxxgyy + 16g3
xygxxxgxyy + 4g3

xxgxyyygyy − 4g2
xxgxyyyg

2
xy

+ 4gxxxyg
2
xxg

2
yy − 28gxxyg

2
xygxxxgyy − 48gxxyg

2
xygxxgxyy + g2

xxgyyygxxxgyy

+ 14g2
xxgyyygxygxxy − 7gxxygxxg

2
yygxxx − 15gxxyg

2
xxgyygxyy + 30g2

xxygxxgyygxy

+ 4gxxxyg
2
xygxxgyy − 4gxygxxxxg

2
yygxx − 12gxyg

2
xxgxxyygyy

− 8gxxgyyygxxxg
2
xy + 12gxygxxxgyygxxgxyy,

b21 = 12g3
xygxxyygyy + 12gxxgxygyyygxxygyy + 12g3

xyg
2
xyy − 8g4

xygxyyy + 7g2
xxgxyg

2
yyy

− 7gxxxg
3
yygxxy + 21gxyg

2
xxyg

2
yy + 4g2

xxgxyyyg
2
yy + 16gxxyg

3
xygyyy + 4gxxg

3
xygyyyy
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+ 4gxxxyg
3
yygxx − 4gxxxyg

2
yyg

2
xy − 15gxxgxyyg

2
yygxxy − 7g2

xxgxyygyygyyy

+ 30gxxg
2
xyygyygxy − 28gxxg

2
xygyyygxyy + gxxxg

2
yygxxgyyy + 14gxxxg

2
yygxygxyy

− 48g2
xygxxygyygxyy + 4gxxgxyyygyyg

2
xy − 4g2

xxgxygyyyygyy

− 8gxxxgyygyyyg
2
xy − 12gxygxxyyg

2
yygxx

e

b22 = 4g3
xygxxxygyy − 12g2

xxg
2
xyygyy + 39gxxgxyygyygxygxxy + 3gxxgxygyyygxxxgyy

− 8g4
xygxxyy − 4gxxgxyyg

2
yygxxx + 35g2

xxgxygyyygxyy − 26gxxg
2
xygyyygxxy

+ 7gxxxg
2
yygxygxxy − 10g2

xygxyygxxxgyy + 4gxxgxxyygyyg
2
xy − 2g2

xxgxxygyyygyy

− 12g2
xxgxygxyyygyy − 4gxygxxxyg

2
yygxx − 18g2

xyg
2
xxygyy − 30g2

xyg
2
xyygxx

+ 24g3
xygxyygxxy + 4g2

xxgxxyyg
2
yy + 4gxxxg

3
xygyyy + 12gxxg

3
xygxyyy − 3g2

xxyg
2
yygxx

− 7g3
xxg

2
yyy + 4g3

xxgyyyygyy − 4g2
xxgyyyyg

2
xy.

Observemos que ao trabalharmos com o método direto temos um enorme

número de derivadas e isso acarreta erros numéricos. O que pode ser visto

claramente nas expressões do cálculo dos coeficientes bij antes e depois da

transformação (seção 3.3.2).
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