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2
Calculo de Invariantes Afins em Superficies Paramétricas

Este capitulo apresenta algumas propriedades geométricas, em superficies
regulares paramétricas em R3, invariantes por transformacoes afins.

A etimologia da palavra geometria significa “medir a terra”, e de fato
os primeiros estudos geométricos descrevem métodos para medir objetos. A
medigdo consiste em associar a um objeto (ou a parte deste objeto) um
nimero (ou nos estudos mais recentes uma estrutura matemadtica) de forma
reprodutivel.

Existe mais de uma no¢ao da forma como a operacao de medir pode
ser reproduzida, cada nogao gerando uma geometria diferente: geometria
Euclidiana, afim, projetiva, etc. Por exemplo, a geometria Euclidiana define
medidas que podem ser extraidas de um objeto rigido, e reproduzidas com
resultado equivalente no mesmo objeto apds movimentos rigidos: translacoes,
rotacoes e simetrias.

Essas formas foram caracterizadas por Felix Klein no final do século
XI1X no seu programa de Erlangen associando a cada geometria um grupo
de transformacoes que um objeto S pode sofrer. A geometria Euclidiana
estuda as propriedades sob a acao do grupo dos movimentos rigidos, enquanto
a geometria afim abrange todas as transformacoes afins, ou seja, incluindo
cisalhamento. Nesta tese, chamaremos (por um leve abuso de linguagem) de
geometria afim a geometria equiafim, incluindo transformacoes equiafins que

preservem a forma de volume no espago.
Objetos Geométricos

Entendemos por objeto geométrico um conjunto continuo de pontos no
espaco R"™. Nesta tese, limitaremos ao caso n = 3, ou seja, objetos no espago
Euclidiano R3. Além de continuidade, exigiremos do conjunto a propriedade
de variedade, isto é, de ter uma dimensao, e de diferenciabilidade.

Mais precisamente, um objeto geométrico S é uma variedade de dimensao
d se ele é localmente equivalente ao espaco vetorial R%: para qualquer ponto

p € S, existe uma bola B de R" tal que BN S é equivalente a uma bola B de
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RY. B importante notar que a dimensao d é a mesma para todos os pontos p.
Se d = 2 entao S é chamada de superficie.

A notacgdo de equivaléncia do paragrafo anterior varia dependendo do
contexto de estudo. Para estudar as propriedades topoldgicas usa-se geral-
mente a nota¢do de homeomorfismo (existe uma fungao f continua de inversa
continua entre BN S e B). Para estudos de geometria diferencial, sera ne-
cessaria uma equivaléncia com difeomorfismo (a funcao f precisa ser de classe
C* ou C*®). No caso da geometria discreta, ainda nao foi desenvolvido uma

nocao de equivaléncia tinica comum aos diversos estudos.
Medidas Invariantes

Uma vez escolhida uma geometria, e definido o grupo ¢ de trans-
formacoes associadas, uma medida geométrica m € invariante pelo grupo G se
VS, VA € G,m(A(S)) = m(S). Tipicamente, medidas numéricas (m(S) € R)
como o comprimento e a curvatura sao invariantes, dependendo da geometria
e do grupo G . Quando a medida gera uma estrutura como um vetor, uma
matriz ou um tensor, a medida geralmente nao ¢ invariante. Por exemplo, no
caso Euclidiano a direcao do vetor tangente a uma curva varia quando a curva
sofre uma rotagao. Porém, essa variagao é simples de prever quando a rotacao
é conhecida. Uma medida m é covariante se VS, VA € G, m(A(S)) = A(m(S)),
e contravariante se VS,YA € G,m(A(S)) = A~T(m(S)). O vetor tangente é
covariante, e o vetor normal, dual do vetor tangente, é portanto de natureza
contravariante. No caso Euclidiano, as transformagoes essencialmente matrizes
ortogonais A~T = A, portanto a distincdo é menos relevante, mas sera mais
clara no caso afim. Observemos ainda que no caso implicito, a transformacao
A se traduz algebricamente por A~! nas férmulas, portanto as nocoes de co e

contra variancia se escrevem de forma diferente.

2.1
Transformacoes Afins e Curvas Assintéticas

Queremos encontrar propriedades geométricas m que sejam invariantes
por transformacgoes do grupo

G=SA3,R) = {B:R3—>R3;Bp:Ap+b,A€M(S);det(A)zl,b€R3}.

Para isso, o primeiro passo é entendermos o significado de transformagoes
equiafins e logo em seguida definirmos uma métrica que seja invariante em

superficies regulares.
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2.1.1
Transformacoes Equiafins

As transformacoes equiafins sao transformacoes do espago que preservam

volumes, mais precisamente

Definigao 1 Uma transformacio T : R3 — R? € equiafim se e s6 se T € da
forma T (u) = B(u) + vy, onde B € linear, det(B) =1 e vy € R3.

Ou seja, T é equiafim se, somente se T é da forma

T ax + by + cz + 1y a b c x to
Tl y | =| de+ey+fz+t; | =] d e f y | +1 &
z 9T + hy + iz + to g h 1 z ta,
—_————
B

onde det(B) =1 e vy = (to, 11, t2).

5 . Escala Cisalhamento
Rotacdio Translagdo n3o-uniforme

Figura 2.1: Transformacgoes equiafins bidimensionais.

Em particular, obtemos que as transformagoes rigidas, que é o grupo
das transformacoes da geometria Euclidiana, sao transformagoes equiafins.
Casos particulares de transformagoes equiafins sao: identidade, translagao,
escalonamento, rotacao e cisalhamento. A figura 2.1 exemplifica algumas

transformacoes equiafins bidimensionais.

2.1.2
Curvas Assintéticas

Queremos encontrar uma métrica que seja invariante sobre trans-
formacoes equiafins. A motivacao dessa métrica vem do estudo de curvas as-

sintdticas em superficies regulares (8).
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Uma superficie regular (15) em R3 é obtida tomando pedagos do plano,
deformando-os e colando-os entre si de tal forma que a figura resultante nao

tenha pontas, arestas ou auto-intersegoes.

Definicao 2 Um subconjunto S C R® é uma superficie reqular se, para cada
p € S, existe uma vizinhanca V de p em R® e uma aplicacio x : U — VNS
de um aberto U de R? sobre V N S tal que

~ x € difeomorfismo: x € diferencidvel e x tem inversa x ' : VNS — U

que € diferencidvel.

— Para todo q € U a diferencial dx, : R* — R? € injetiva.

Figura 2.2: Definicao de superficie parametrizada.
A figura 2.2 ilustra a definicao de superficie regular.

Definicao 3 O plano definido pelos vetores tangente e normal a uma curva €

chamado de plano osculador (ver figura 2.3).

B

Figura 2.3: Tlustragdo do plano osculador ((©wikipedia).
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Definicao 4 Uma curva em uma superficie S é dita assintética se em cada
ponto da curva seu plano osculador coincide com o plano tangente da superficie

no mesmo ponto.

Seja x : U C R? — R? parametrizacao da superficie S, onde U é
um aberto e seja v : I — U uma curva no dominio da parametrizagao, ou
seja, y(t) = (u(t),v(t)), sendo I C R um intervalo aberto real. A curva

xov: 1 — R3éuma curva assintdtica se, e somente se,
[Xu, Xy, (x07)] =0, VEt €I, (2-1)

onde denotamos [u, v, w| como o determinante da matriz 3 x 3 formada pelos

vetores u, v, w ( ver sumério de notagoes).

Notemos que os vetores x, e x, definem o plano tangente a superficie
em cada ponto e (x o 7); define a diregdo do vetor normal a curva x o 7.
Por definigao (ver (15)), uma curva é assintética quando a curvatura normal
k,, = kcos() = 0 (ver figura 2.4), onde k é a curvatura da curva no ponto p e 6 é
o angulo entre os vetores normal a curva xo~ e o normal a superficie S no ponto

p. Daf temos que (x07)y € 1,5, em particular [x,, X,, (x07)x] =0, Vt € 1.

Figura 2.4: Curvatura normal.

A equagao (2-1) é invariante por transformacao equiafim, pois o plano

tangente ¢ covariante afim. Utilizando a regra da cadeia temos

(Xo )t = X,0 -@—Q—xvo -@:xuo U+ X,07V
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du ? du dv dv 2

e = XW°”'(@J *2&w°7“a”3;+xw°”'cg>
d*u d*v
ToXuoy Gt Xeen g

= xuuov-ﬁ2+2ijoy-ﬂ-x’r%—xwov-v2+xuov-ii+xv07-\'},

du

onde u = %,

V= %‘. Assim, no ponto p = () temos

[xu(p), %u(p), (x 0 7)ue] = [Xu (D), Xu(P), WX () + 207X (p) + VX0 (p)]
= o [Xu(p)7 Xv(p)v qu(p)]
+ 20V [X (P), X0 (D), Xuo (D)) + ¥ [Xu (D), X0 (D), X0 (p)] -

Definindo L = [Xy,Xy,Xuu|, M = [Xu,Xp,Xuw] € N = [Xy, Xy, Xy,
obtemos [X,, X,, (X 07)y] = L + 2Muv + Nv2.

Portanto a curva x oy é assintética se, e somente se,

L M
Lo + 2Muv + Nv2 =0 = ()7 N. 2-2
) MvN ) (2-2)

Os deteminates L, M e N e a forma quadratica (2-2) sdo todos invariantes
sobre um sistema fixo de parametros u e v.

Vamos estudar a forma diferencial
[Xy, Xy, (X 0 Y)y] dt? = Ldu® + 2Mdudv + Ndv* (2-3)

mudando o sistema de coordenadas

Notando que

Xg = X % + X @
o Ton TYow’
_ ou ov
X; = xu% xv%. (2-4)
Temos,
%o (K0l =[xt 4%, 2 x, 2 4, 22 (09
XQ_LvXﬁ? X /7 tt - Xua’L_L Xval_L?XUaQ_J XUaQ_J7 X 7 tt
ou Ov Oou Ov
= [Xme(XO’Y)tt]%% [meu,(XOV)tt]%%
= e (<0 el g Y~ [y, e, (x0Tl S o
- Xus Xy, (X ’7 tt aﬂ a@ Xus Xy, (X ’7 tt a@ a,a

= [Xu, Xy, (X 0 7)) jac, (2-5)
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onde jac = %2 — 8_1_L8_1_} ¢ o Jacobiano da mudanga de parametros,
- - Jdvou  0vou
y(t) = (u(t)

,0(t)) é uma curva no dominio da nova parametrizagao e a curva
V(1) = (u(3(1)),v(3(1))) € tal que

x(7(1)) = x(u(3(1)),v(7(1))) = x(v(1)).

Utilizamos a propriedade da funcao determinante ser multilinear e a
propriedade antisimétrica para obtermos a equagao (2-5).

Logo,
[Xa, X5, (X 0 V)u] = [Xu, X0, (X 07)4e] - jac. (2-6)
Podemos ainda escrever a equagao (2-6) da seguinte maneira
Ldu® 4 2Mdudv + Ndv® = (Ldu® + 2Mdudv + Ndv?)jac. (2-7)

Vamos encontrar os coeficientes L, M e N. Para isso, notemos que

' — % 2_|_2 @@ + @ 2_|_ aQ_u + @
uu = X\ By *w\gaoa) T\ oa *\oz) " \oa2 )

o (uONN ooy ovow | (vow o
Kav = Xuu \ 50 9% *w\ouo0 " duov X\ Bu oo X 500

0%v

* 500’
T oo “\ 0v 0v "\ oo A \ow? )’

dai, por definicao temos que
L = [)_(a; )_(177 iﬂﬁ]

{ ou ov  Ou ov }

o T gu g T g

{ ou Ov _ } { ov  Ou _ }
= Xurz) Xo 7o) Xan + X7y Xua Xaan
u v

ou’ 0 ou’ ~0v
= @@[x Xy, Xga) — @%[X Xy, X
- aa av Uy ] uu aa 8’1_} Uy vy uu

— @ i + 2 @@ + @ i
- X’u7 X’U? qu a?j XUU 8@ aﬂ/ XUU 8@
N 9%u N v\ .

*\oa) " \oaz )| "
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— [ ] @ i + [ ] %@ + %@
- XU7XU7XUU aﬁ XU7XUJXUU aa aa aa aﬂ

o (2
Xy Xy Xyy i Jac
ou\ 2 Judv  Oudv o\ .

Seguindo os mesmos passos que no calculo do coeficiente L, ou seja,

utilizando as propriedades da funcao determinante, obtemos

M = [Xm X, iﬂﬁ]

= [Xy, Xy, Xgz|jac

_ Quiw) - (Oudv  dvow) (i
=T X Xw | 5u 90 *w \ 5uov T duow X \ 9u o0

0%u 0% } ,
+ Xy X jac

Oudv + Y 0udv
— ] ] Ou Ou 4 ] Ou Ov 4 9v ou
R e R T Xus Xo: Xl \ 5005 T 0u 0o

Ov Ov )
+ [Xuv Xov, va] %% Jac

Oou du oudv 0Ovou Ov Ov )
= {L (%%) +M (a% + %%) +N (%%>}]GC.

Para encontrarmos N = [Xg, X5, X45] basta trocarmos na expressao do L

a variavel u por v, dai
N = [Xq, Xy, Xg)
() (G 2y e () e
Afirmamos que LN — M? = (LN — M?)jac*.

De fato, como

ou Ou Oudv Oudv )
{L%% +M (%% + %%) —l-N%%}jaC,
_ ou Ou Oudv Ovou ,
M = {L%% +M <%%+%%> +N%%}]CLC,

ou Ou oudv Oudv ovov) .
{L%% + M <%% + %%) + N——}jac,

wull
I

=
|
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temos que

_— du\’ [ du ou Ou Qv ou ov

_ o2) 20U ou ou ov ov

LN = jac {L <8u) (81}) +2LM (m) ((%81)>+LN <au) (av
udv\ [ou)’ o (OuOv\ [ Oudv Ou Qv

+2LM (8u 8u) (%) M (%%) (81} 81}) +2MN (8u 8u> (_

() () e () (5) e () () e

_ oudu\ > oudv  Ovou\? ov Ov
M? = jac?{ L* | —— M? — N?
jac{ (auav) * (auav 8u8v) * (auau)

ou du oudv Ovou ou Ou Ov dv
* MM(%&J(%&ﬂYE%) %N(%&ﬁaﬁ)
ov Jv ou 8@ ov Ou
+o2MA (8u (%) (8u 0v  Ou 81}) } (2-9)

Notemos que

ouov\ > Ou Ov Ou Ov Ou v\ >
. 2 _ e . it el B
Jae = (8u8v) : (6u 0v Ov 8u) * (6v 6u> ' (2-10)

Subtraindo (2-8) por (2-9) temos
- Ou dv Ou Ov Ou Ov u v\’
I 2 — y 2 - PR —
LN =M Jae {LN ((ém 8v> 2 ((’M 0v 0v 8u) * (81} 8u) )

oudv\’ Ou Ov Ou Ov Ou Ov
— 2 —_—— —_— —_———— ———— -
M ((aaa@) 2 (aaa@ 0 8ﬂ)+<8v am) >}<2 1)
= jac® {(LN — M?)jac®}
= jac* (LN — M?).

O que mostra o afirmado.

Finalmente, usando as equagoes (2-7) e (2-11), obtemos

[Xa, X5, (X 0 7)) . Ldu? + %M dudv + Ndv?
LN - A VAV
(Ldu® + 2Mdudv + Ndv?)jac
’EN — M2‘1/4
(Ldu?® + 2Mdudv + Ndv?)jac
|jac* (LN — M?)['/4
[Xua Xy, (X © ’Y)tt]

|LN — M2[1/%

dt?.

:

ov
ov

;
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~ Isto mostra, que exceto pela eventual mudanga de sinal, devido a
jac
(jac) /T
quadrética (2-7) é uma forma diferencial invariante afim.

mas que nao gera problemas se fixarmos uma orientacao, a forma

Essa forma quadratica é a métrica de Berwald-Blaschke dada por

g2 Ldu? + 2Mdudv + Ndv?
ST =
|LN — M?|V/4 ’

_ _ _ _ 2
onde L = [Xy, Xy, Xyu| , M = [Xu, Xy, Xup] € N = [Xy, Xy, Xpo| , 6d = LN — M
é o coeficiente da métrica. Ao longo do desenvolvimento tedrico, a métrica

sera considerada nao-degenerada, isto é, d # 0.

Na geometria Euclidiana a primeira forma fundamental I, : 7,8 — R
¢ definida pela forma quadratica I,(w) = (w,w), > 0. Escrevendo I, em
coordenadas, obtemos I, = E.du® + 2F,dudv + G.dv?, onde F, = (x,,X,),
F. = (x4,%,), G, = (Xy,%,) € 0 produto interno definido no plano tangente
T,S ¢ herdado do espaco vetorial ambiente, ou seja, em coordenadas é dado
por (a,b) = ay.b; + as.bs + a3.b3, sendo a = (a1, as,a3) e b = (by, by, b3).

Observemos que na geometria FEuclidiana buscamos propriedades
geométricas que sao invariantes por movimentos rigidos, ou ainda trans-
formagoes que preservam angulos, ja na geometria afim (equiafim) tentamos
encontrar propriedades que sao invariantes por transformacoes equiafins,
ou seja, as transformagoes que preservam volumes, em particular as trans-

formagoes rigidas estao contidas nas transformacoes equiafins.

Observacao 1 Por simplicidade no texto ao escrevermos transformacgao afim

estamos nos restringirmos as transformagoes equiafins.

Definicao 5 A primeira forma fundamental afim € a aplicacdo definida por

Ix: Z gz]dldjv

1, =U,V

p L M N
onde == =0 =757 € =
g1 LN — M2[1/4 » 912 = g21 ILN — M2|i/A 922 LN — M2[i/A

Observacgao 2 Podemos relacionar os coeficientes da primeira forma funda-
mental afim com os coeficientes l;; da sequnda forma fundamental Euclidiana

da sequinte maneira

Xy X Xy [XU7XU7XZ”]
lij = (Ne,Xij) = <\— > = e xxll

X X %)) T T x x|
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sendo N, o normal Euclidiano dado por

N, — Xy X Xy
|36 X X,

Dessa forma, temos que o sinal da curvatura Gaussiana FEuclidiana
det(lw)

Ke=ga —m

est4 relacionada com o de d = LN — M?. Logo,

1. K, <0«<=d<0,
2. K,=0<«=d=0,

3. K. >0<«<=d>0.

O ponto onde d < 0, d =0 ou d > 0 é chamado, respectivamente, ponto

hiperbdlico, parabdlico ou eliptico (ver figura 2.5).

Figura 2.5: Interpretagao geométrica do sinal de d. As regides vermelhas,
verdes e azuis indicam respectivamente curvaturas Gaussianas positivas, nulas
e negativas (9).

2.2
Co-normal Afim e Normal Afim

Os vetores co-normal e normal afins sao propriedades geométricas funda-
mentais para definirmos as curvaturas Gaussiana e média afins. Inicialmente,
temos que calcular o normal Euclidiano e a curvatura Gaussiana Euclidiana.
Seguimos a abordagem de Calabi (10) para a defini¢ao dos vetores co-normal
e normal afins.

Consideremos uma parametrizaciao x : U — R? da superficie S. Relacoes
de ortonormalidade nao sao preservadas sobre transformagéles afins. O normal

Euclidiano N, é um vetor que satisfaz N.(A(p)) = WA_TNE, onde
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A € M(3); det(A) = 1 e p € S, ou seja, o normal Euclidiano nao ¢é
contravariante, mas notemos que o plano tangente é de natureza covariante,
pois se x, € T,S e (N, x,) = 0, entao (A~"N,, Ax,) = 0. Portanto, podemos
definir um vetor contravariante afim com a mesma direcao de N, chamado de
co-normal afim v (ver figura 2.6). Ele é obtido fazendo uma mudanga de escala

no vetor normal Euclidiano
v = |K.|Y*N,, (2-12)

onde K, é a curvatura Gaussiana Euclidiana. O co-normal afim satisfaz
(v,x,) = 0, x, € T,S e a métrica afim satisfaz d'/* = +[v,v,,1,]. O sinal
+ depende se o ponto é eliptico ou hiperbdlico. De fato, usando a defini¢ao do

co-normal afim temos

vy = (K7, N+ |K[TV'N,,

= (|K€|_1/4)u Ne + |Ke|_1/4<allxu + alZXU)v
v, = (K] "), Ne+|K| VN,

= )

‘Ke’_1/4 N, + |Ke’_1/4<a21xu + azx,),

v

sendo K. = ajia9s3 — ajaaq;. Utilizando a multilinearidade e a antisimetria da
funcao determinante, obtemos
Vv, 1] = Ke_g/4 [Ne, a11%xy, + a19Xy, 21Xy, + A20X,]
= K;3/4(CL11(122 — a12021) [Ne, Xy, X, |
= Kel/4Ne-xu><xv

= Ke1/4HXu X Xyl|.
Notando que d = K,||x, X x,||*. Temos que d"/* = £[v, v, 1,].

Por simplicidade no texto vamos considerar que estamos trabalhando em

pontos elipticos.

Afirmagao 1 O wvetor co-normal afim definido na equagao (2-12) € um vetor
contravariante, ou seja, v(A(p)) = A T(v(p)), onde p € S e A é uma

transformacao afim.

Demonstragao: Com efeito, por definicao de curvatura Gaussiana Euclide-

ana

det(lm) . det(lw)

K, (p) = —
() E.G.— F2  |[xy x x| 2
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K.(p)

e como Ax, x Ax, = A~T(x, X x,), temos K.(A(p)) = JA-TN,[|*

Usando a defini¢ao do co-nomal afim, obtemos

~1/4
AW = KA N0 = (e ) A

U dlT1 A
////4/1

’l
7

SR
Y
‘\:'\\

Figura 2.6: Os paraboldides eliptico e hiperbdlico tém co-normal afim apon-
tando para o centro de cada superficie.

Como d'/* = [v, v, 1] # 0, as derivadas V{up}y definem um plano nao
degenerado. O vetor normal afim pode ser obtido através do vetor ortogonal
ao plano gerado por {v,, 1, }, este seria andlogo ao vetor normal Euclidiano N..

Mais precisamente, o vetor normal afim & é definido localmente pela relagao

<V7€> = 17 <§7Vu> =0, <§,VU> =0.

Se A é uma transformacao afim, entao os vetores co-normal e normal

afins da superficie AS satisfazem

(W(A(p)), £(A(p)) = (A" Tv(p), As(p)) = (v, &) = 1.

O normal afim satisfaz (v, &.0) =0 e dv4 = [Xu, Xy, &] , pois (1,€) =1

e usando a equagao (2-12) temos
[ X0, €] = K30 x x| = [LN — M|Vt =dYt £ 0.

Esta ultima relacao mostra que uma base local em cada ponto p da

superficie pode ser obtida por {x,,x,,¢}.
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Isto permite definir estruturas a partir da teoria de Cartan dos “moving
frames”. Como (1,&) = 1, ({,v,) = 0 e (§,v,) = 0, temos que existe uma

funcdo A : U — R tal que € = A1y X 1), com A = [, vy, 1]+ = d /4,

2.3
Curvaturas Afins

No caso de geometria Fuclidiana as curvaturas descrevem a variacao
do normal. Vimos que (v,{f.0)) = 0, isto é, as derivadas (.} sao ortogo-
nais a v, que é paralelo a N,. Portanto, podemos definir o operador forma

S, : 1,8 — T,S por S,(w) = —D,¢.

Definicao 6 Os autovetores e autovalores do operador forma sao chamados,

respectivamente, direcdes e curvaturas principais afins.

Como &,y sao tangentes a superficie temos que existem funcgoes

(bij)i<i<2 : U — R tais que

& = buxy + bioxy,

fv = b21Xu+b22Xv. (2—13)

Podemos escreve-los explicitamente como

by = d /(6,8
b = d /s [Xu, §us &
by = d (&%, €],
by = d /e [Xu, &0, €] -

Os coeficientes b;; formam uma matrix B = (b;;)1<i<2, cujo determinante
e 0 traco sao respectivamente a curvaturas Gaussiana I = detB e menos o

dobro da curvatura média afim H = —%trB .

Observacao 3 Notemos que para calcularmos as curvaturas Gaussina e
média afins em cada ponto da superficie sao necessdrios obtermos a varia¢ao do
vetor normal afim, ou seja, € necessdrio termos a derivada da parametrizacao
da superficie até a quarta ordem, enquanto que na geometria Fuclidiana pre-
cisava apenas da derivada sequnda, mas no caso afim ganhamos a invariancia

dessas curvaturas por transformacoes afins.
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2.4
Caso de Superficie Parametrizadas como Grafico

Suponhamos que a superficie S seja um grafico, ou seja, ele é parame-
trizado por x(z,y) = (x,9,9(z,y)), onde (z,y) € U C R?, U é um aberto e
g : U — R é uma funcao.

Vamos encontrar as féormulas dos invariantes afins definidos anterior-
mente.

Os coeficientes da métrica de Berwald-Blaschke sao dados por
L= 9z, M = Goy € N = Gyy € d= Gz Gyy _giy'
O vetor co-normal é dado por
K. N, = N N G 214
V—| e| e—|gwa:gyy ga;y| ( 95 — Gy, )7 (' )

sendo K, = (14 g2 + gg)_2 (92c9yy — 92,) & curvatura Gaussiana Euclidiana.

Figura 2.7: Os paraboléides eliptico e hiperbdlico tém normal afim £ constante.
Eles tem o papel do plano Euclidiano na geometria afim.

As coordenadas do normal afim £ sao

1 7 ) ,
gl = Z_l d /4 (gxxgwygyyy = YzxaGyyGayy — gyygmcx - 2gmygxyy + 3gyyg:r:yg:cwy) ,
1 -7
52 = Z d /4 (gyygzygzxx_gzxgyygxzy_ggmgyyy - 29320y9xxy+3 g:txgzygxyy) , (2_15)
1 -
& = 4 8 ( 49;1?/ + 4972””951/ -8 gmgyygiy + 3 92 GyyGayGaey + 3 GyYzaGayJayy

gwggygwxx - gyggxgyyy —2 gzgiygwyy - 29yg§,ygzwy
gxgq:xgyygxyy - gygmxgyyg:my + ga:gmxgxygyyy + gygyygmygxmx) .

Agora usando as equagoes (2-13) temos as curvaturas Gaussiana e média afins.
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24.1
Exemplos Fundamentais

As formas mais simples da geometria Euclidiana sao o plano cuja
normal é constante e portanto a curvatura é zero e a esfera com curvatura
constante. Na geometria afim as formas equivalentes sao os paraboldides
eliptico e hiperbdlico com normal afim constante (ver figura 2.7), o elipséide

com curvatura constante. Suas estruturas afins estao atribuidas na tabela 2.1.

H Paraboléide Eliptico ‘ Paraboléide Hiperbdlico ‘ Esfera
x(z,y) | (2.9, 3(2* +97)) (z,y, 3 (2 = y%)) (z,y, /=22 —y> +712)
1 (—p. — 1 (= 1,
N, Vit (=, —y,1) Viteig? (—z,9,1) r (z,9,2)
K, (1—|—x2—|—y2)_2 —(1+x2—|—y2)_2 r—2
d 1 —1 r2(—x2—y2+r2)_2

(_:Ca _y71) (—.T,y,l) T71/2 Z, Y, _1,2 _y2 +T2

1%

£ (0,0,1) (0,0,1) r_3/2 z,, \/m
K 0 0 =3

H 0 0 727’_3/2

Tabela 2.1: Exemplos fundamentais de estruturas afins.

Figura 2.8: ((©QWikipedia) Interpretagdo geométrica do normal afim.

2.4.2
Interpretacao Geométrica do Normal Afim

Existe uma interpretacao geométrica do normal afim em pontos
elipticos (8). Consideremos uma superficie S e seja p € S um ponto eliptico.
Seja 7; uma familia de planos paralelos ao plano tangente a distancia t de
7y = T,S. A intersecao de 7, com a superficie, para ¢ suficientemente pequeno,
limita um dominio convexo em 7;. Cada dominio convexo tem um centro de
massa. O lugar do centro de massa, ou centro de gravidade, desses dominios
define uma curva c(t) cuja direcdo tangente é a diregdo do normal afim de x

em p: & =c(t). A figura 2.8 ilustra essa interpretagdo geométrica.
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2.4.3
Interpretacao Geométrica da Curvatura Afim

Nesta subsecao apresentaremos uma interpretacao geométrica da cur-
vatura Gaussiana afim. Esse resultado é uma extensao da interpretacao

geométrica da curvatura Gaussiana Euclidiana (15).

Teorema 1 ( Interpretagao Geométrica da Curvatura Gaussiana)

Seja p um ponto de uma superficie S e seja V' uma vizinhanga conezxa de
p € S, onde K(p) > 0. Sejam A(B) a drea de uma regiago B C V', contendo
p, A(B) é a drea da imagem de B pela imersio & : S — R3 induzida pelo

normal afim &. Entdo a curvatura Gaussiana afim no ponto p € dada por

. A(BY)
K(p) = Jim A(B,)’

onde o limite é tomado através de uma sequéncia de regioes B,, cujos diametros

decrescem para 0.

Demonstragao: A area de B é dada por

A(B) = //R )%, X X, ||dudv,

onde x(u,v) é uma parametrizagdo com x(0) = p, cuja vizinhanga contém V'
e R é a regiao do plano uwv parametrizando B. A area A'(B) é dada a partir

das equagoes de ¢ na parametrizacao dada por

AB) = [[ lle & ldud

Sabemos por (2-13) que podemos escrever

§u = buXy + biaxy, (2-16)

& = baxy + bex,,

sendo a curvatura Gaussiana afim em p igual a by1bss — b1oboq, Obtemos

A'(B) = //RICqu X Xy||dudv. (2-17)

Passando ao limite quando |R| — 0, temos

A/
lim él = lim ﬂ
IR—0 A IRl—0 A
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i 1
W lim o E//RICH:EU X x| |dudv

lim — =
= 1
Ei=0 A lim|R|_>0—// |2y X 2| |dudv
RJJr
K|z, < x,
el
||z X ||

Usamos o teorema do valor médio na pentultima igualdade.
O

Vale comentar que usamos a convensao de que a area de uma regiao
contida em uma vizinhanga conexa V' e a area de sua imagem por £, equacao
(2-17), tém o mesmo sinal se L > 0 em V, e sinais opostos se < 0 em V.

Sendo assim, o resultado acima também ¢é valido quando K(p) < 0.

24.4
Vizinhanca Tubular Afim

Na geometria Euclidiana é possivel mostrar a existéncia de vizinhanca
tubular, além disso prova-se que uma superficie orientavel em R? é a imagem
inversa de um valor regular de uma fungao diferenciavel (15). Neste sentido,
mostraremos a existéncia de uma vizinhanca tubular afim e provaremos que

localmente a superficie é dada como a pré-imagem do valor regular 0.

Definicao 7 (Vizinhanca Tubular Afim) Dizemos que V € uma wvizi-
nhanca tubular afim de S, se € possivel escolher sobre a reta normal afim
passando por p € S um intervalo aberto ), em torno de p e de comprimento
2¢,, €, > 0 variando com p, de tal forma que se p # q € S entao Q,NQ, = 0.
Além disso, a uniao |JQ,, p € S, constitui um conjunto aberto V- em R3, que
contém S e tem a propriedade de que para cada ponto de V' passa uma unica

reta normal afim a S.

Mostraremos agora a existéncia da vizinhanca tubular afim de uma
superficie conexa, convexa e orientavel. Inicialmente, provaremos uma versao
local desse fato, isto é, mostraremos que para cada p de uma superficie regular

existe uma vizinhanca de p em S que tem uma vizinhanga tubular afim.

Proposigao 1 (Existéncia da Vizinhanga Tubular Afim Local) Consi-
deremos S C R? superficie reqular, conexa, convera e orientdvel e x : U — S
uma parametrizagdao de S, onde U C R? aberto e seja p = x(ug,v9) € S ponto

tal que K, # 0, entdo, existe uma vizinhan¢a tubular afim W C R? tal que

peW.
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Demonstragao: Seja T : U x R — R? uma aplicacao definida por
T(u,v,t) =x(u,v) + t&(u,v) (u,v) € U et R,

onde £(u,v) é o vetor normal afim calculado em p. Notemos que T é dife-
rencidvel e em (ug,v,0) o seu Jacobiano é [x,,X,,&] # 0. Pelo Teorema da
fungao inversa existe um paralelepipedo P = (ug — 0, up + ) X (vg — &, v +
0) X (—€,€), com ¢ > 0,0 > 0, em torno de (ug, v, 0), tal que T‘P ¢ inje-
tiva. Basta tomar W = T'(P). Com efeito, se p # ¢ € W N S entao existem
(ug,v1) # (ug,v9) tais que x(ui,v1) = p e x(uz,ve) = q.

Logo para todo 7,5 € (—¢,€), pela injetividade de T’P, temos
T(uy,vy,t) # T(uz,v9,8). O que mostra que W é uma vizinhanga tubular

afim.
O

Fixemos uma orientacao para a superficie convexa S, vimos na proposicao
1 que o par de segmentos (), e (),, p # ¢ da vizinhanca tubular W nao se
intersectam. Assim, para cada w € W passa uma unica reta normal afim a
S que encontra S em um ponto s. Com a notagao da proposicao 1 obtemos
que T : P — R3 é injetora e seu Jacobiano nio se anula. Logo, a aplicacio
T=1: W C R® - P dada por T (z,y,2) = (u(z,y,2),v(zx,y,2), t(z,y,2)) é
diferenciavel e em particular ¢ : W — R ¢ diferencidvel. Como ¢t~1(0) = W NS
e 0 é valor regular para t, pois o Jacobiano de 7" nao se anula e portanto
dT—t £ 0.

Queremos estudar o caso global, isto é, provar a existéncia de uma
vizinhanca tubular de uma superficie convexa e orientével inteira. Vamos nos

restringir ao caso de superficie compacta.

Proposicao 2 Seja S C R3 uma superficie reqular compacta, orientdvel e
estritamente convexa. Entao existe um numero € > 0 tal que sempre que
p,q € S, os segmentos das retas normais de comprimento 2¢, centrados em

p € q, sao disjuntos, ou seja, S tem uma vizinhanc¢a tubular afim.

Demonstracgao: Pela propriedade de Lebesgue da cobertura de compac-
tos, temos que para cada p € S existe uma vizinhanga W, e um nimero ¢, > 0
tais que vale a proposigao para pontos de W), com € = ¢,. Tomando todos os
pontos p € S, obtemos uma familia de {W,} com S C [J,cg W,. Utilizando a
propriedade de Heine-Borel da cobertura de compactos é possivel escolher um

nimero finito de elementos de {W,}, digamos, W7, ---, W), correspondendo a
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€1, -, €k, tais que S C U?Zl W;. Tome

)
O<e<mm<el,---,ek,§),

onde 0 é o numero de Lebesgue da familia {W;}.

Mostraremos que € definido acima satisfaz a proposicao. De fato, sejam
dois pontos distintos p,q € S. Suponhamos que ambos pertencam a algum
Wi, i=1,---, k, entao os segmentos das retas normais afins centrados em p e
q com comprimento 2e nao se intersectam, pois € < ¢;.

Agora, se p e ¢ nao pertencem a um mesmo W;, entao a distancia entre
eles é maior ou igual a 9, caso os segmentos das retas normais afins centrados
em p e ¢ e com comprimento 2e, se encontrassem em um ponto @ € R3,

teriamos

2¢ > d(p,Q) +d(Q,q) > d(p,q) > 9,

o que contradiz a defini¢ao do e.
O

Usando o resultado da proposicao 2 temos imediatamente o seguinte

teorema.

Teorema 2 Seja S C R?® uma superficie reqular, compacta, orientdvel e
estritamente convexra. Entao existe uma funcao diferencidvel t : W — R,
definda em W C R3, com W D S, vizinhanca tubular afim de S, que tem

zero como valor reqular e € tal que S = t=1(0).

245
Superficies Paralelas Afins

Seja S superficie convexa parametrizada por x : U C R? — R3 a
superficie paralela afim S; é parametrizada por T; = x + t£, para algum t € R.
Na literatura encontramos um texto que trabalha com superficies paralelas
afins (14), cujo objetivo do autor é obter informagoes sobre singularidades
em determinados conjuntos. J& o nosso objetivo é relacionar as informacgoes
geométricas das superficies paralelas afins com a vizinhanca tubular afim. O
numero t é conhecido na literatura como distancia afim.

Uma pergunta natural de se fazer é a seguinte

“Qual a condigdo sobre t para que Sy seja uma superficie reqular?”
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Figura 2.9: Curvas paralelas.

Notemos que T; ¢ diferencidvel, vamos encontrar os coeficientes da
métrica de Berwald-Blaschke L;, M; e N; : U — R dadas por

Ly = (1) (T2 (T1) ]
My = [(TD)us (T1)o, (T2)uo)
Nt = [(ﬂ>uu(ﬂ)vv<ﬂ)vv]

T)w = (14 b1it)xy + thiox,,

Ty)o = thaxy + (14 baot)x,,

(TH)uw = (b11)ulxu + (br2)utxy + (14 b11t) Xy, + thiaXy,,  (2-18)
() (b11)wtxy + (b12)olxy + (L + bi1t) Xy, + thi2Xy,,

(T1)ow = (ba1)utxy + (bo2)utxy + bortxy, + (1 + baot)Xy,,
(T%) (b21)vtXy + (b22)

VU

+ (D22)vtXy + b21tXyy + (1 + b2at) Xy,
Proposicao 3 O coeficiente da nova métrica é dado por
dy = |L;N; — M2|V* = d(1 — 2tH + £2K)%/*. (2-19)

Demonstragao: Com efeito, usando a expressao (2-18), temos que os

coeficientes da métrica de Berwald-Blascke L;, M;, N; sao dados por

Li(u,v) (8)((L + tb11) Lo + thi2 M),
Mi(u,v) = p(t)((1+ tb11) Mo + th12No),
Mi(u,v) = p(t)(tha Lo + (1 + tbag) M),
Ni(u,v) = p(t)(tha My + (1 + tboz) No),

= p()((
)((
)
)

onde p(t) = t?(b11baa — biabar) + t(byy + baa) + 1
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Temos duas expressoes para M,(u,v) que sao iguais, devido a definigao

de (T})uw = (T})u- Escrevendo em forma matricial, obtemos

LY o 0t e Lo

v, ) O F thyy (1 + thyo) M, |’
Ny - (1 +1tby)  —tby No
B VA b (L+tbn) )\ =M )

Como
Ny
LN —-M=(L M )
tive t ( t t>(—Mt>

Segue que Ly N, — M? = p(t)*(LoNg — MZ) = d*(1 — 2tH + t*K), donde

dy = | LNy — M2|V* = d(1 — 2tH + 12K)%/*.

Logo, dentro das hipodteses da proposicao 2 podemos enunciar o seguinte

resultado

Proposicao 4 A superficie S; € reqular com métrica nao degenerada se, e

somente se, (1 —2Ht + Kt?)#£0, para t<e, onde ¢ >0 € dado na proposicao 2.

Observacao 4 Da proposicao anterior temos que se X; € reqular, entao os

vetores &, e &, sao linearmente independentes, pois
1+ (b1y + bao)t + (byibag — baybag)t? # 0,
ou ainda que 1/t nao é um autovalor do operador forma.

Colorario 1 Se p € S é uma ponto eliptico ou hiperbdlico, entao p; € S

também serd, desde que Sy seja uma superficie regqular.

Demonstragao: Isto segue diretamente da equacao (2-19).
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Figura 2.10: Superficies paralelas afins no paraboldide eliptico.

Na figura 2.10 usamos o normal Euclidiano (& esquerda) e o normal afim

(a direita) para obter as superficies paralelas para o paraboléide eliptico.

2.4.6
Formula de Minkwoski Afim

Nesta subsecao estendemos a conhecida férmula de Minkwoski para dados

geométricos afins.

Teorema 3 (Férmula de Minkwoski Afim) Sejam S uma superficie com-
pacta e conveza, e x : U — S parametrizacao de S. Consideremos uma va-

riacao dessa superficie ao longo do vetor normal afim, isto €,
Ty(u,v) = x(u,0) + t€(u, ),
onde 0 <t < M, de modo que S; seja reqular. Entao,

_ _ M3 _
Vol(S;) = Vol(S) + MA(S) — M? / HdA + = / KdA,
S S

onde dA = dV4dA = K."*||x, x x,||dudv € forma de drea afim.
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Demonstracgao: Por definicao temos que

Vol(S,) = Vol(S)—ir///Tt(D) 1dV,

onde D = {(u,v,w)/(u,v) € U, w € [0, M]}. Usando a férmula de mudanga

de variaveis temos que

/ / /m) V= / / /D L|det(jac(T,))|dtdA,

onde jac(T}) é a matriz Jacobiana de T;. Obtemos

dettjoe(t) = |5 G0 5]

Ou’ dv’ ot

= [Xu‘i_tguaxv_‘_tgmg]

=[x, X, &) + 1([€ur X0, €] 4 [Xu, &0y €]) + 1 [E0, &0, €]
= (1—2tH +?K)(d7).

Logo,

M
Vol(Sy) = Vol(S)+/// (1 = 2wH + w?K)d/*dwdA

= Vol(S // / (1 —2wH + w?K)dAdw

3
= Vol(S)+ MA(S) MQ/HdAJr]\;[ /ICdA
S
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