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8

Reducao de modelos

8.1
Introducao

Neste capitulo, baseado em Ritto (25) e Donaldson (8), serd mostrado

como usar a aproximacao dos modos para se aproximar a solu¢ao do sistema:

Ma+ Ka=F

dadas as condigoes inicias. Os autovetores encontrados serao utilizados para
desacoplar as equagoes diferenciais. Ao final, serd mostrado ainda como o
sistema pode ser reduzido com o uso de um niimero limitado de autovetores.

Conforme comentado, o Método dos Elementos Finitos utiliza uma
abordagem local para encontrar a aproximacao dos modos de vibragao. O
uso destes para, conforme seré visto, reduzir o sistema, constitui um retorno a
abordagem global. A Fig. (8.1) ilustra esse fato.

Quando o problema de autovalor (K — w?M)u = 0 é calculado, a matriz

que contém os autovetores, chamada de matriz modal, é encontrada:

[ul=|w wy ... uy (8.1.1)

Da Algebra Linear sabe-se que as matrizes M e K podem ser diagonali-

zadas pela matriz de autovetores:

(] [M][u] = m; e [u'[K][u] = ki (8.1.2)

Ao se normalizar a matriz u com relagao & matriz M e K, a diagonalizacao

dessas tltimas pela nova matriz normalizada ® leva a:
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Figura 8.1: Etapas para a aproximacao da dinamica

@] [M][@] = 1 e [O]'[K][@] = w? (8.1.3)

Para a normalizacao de u, deve-se multiplicar cada uma de suas colunas
por um fator v; = 1/,/my:

para que, ao se multiplicar u; por M, encontre-se a coluna ¢ da matriz
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identidade I, isto é:

vi [wi]" [M][w)] = (L] (8.1.5)
Ao se concluir o processo para todos os autovetores que compdem a

matriz u, pode-se escrever a nova matriz ® formada por todos os autovetores

(@] = [¢1 ¢2 ... on (8.1.6)

normalizados:

8.2
Reducdo modal

O processo de reducao modal inicia-se ao se fazer uma transformacao de

coordenadas, de a para as chamadas coordenadas modais ¢, na forma abaixo:

a(t) = [®]q(t) (8.2.1)
O sistema dinamico é entao reescrito, agora utilizando-se as novas coor-

denadas:

[M][@]G(t) + [K][®]q(t) = F (8.2.2)
Em seguida projeta-se a equacao no espaco gerado pela base modal,

multiplicando toda a equacao por ® e, com isso, as equacoes sao desacopladas:
(@ [M][@)g(t) 4+ [@]T[K][®]q(t) = [o]'F

. (8.2.3)
— 1 qt) + w? qit) = [®]TF

Cada modo de vibracao caracteriza uma familia de solugoes periddicas:

alt) = > ai(t)o: (8.2.4)

Ao invés de se utilizar todos os modos calculados para o desacoplamento
pode-se usar apenas alguns primeiros, sendo este nimero dependente da
precisao requerida na resposta. Como resultado as matrizes do sistema serao
reduzidas porém, ainda assim, obtém-se um sistema de equagoes desacopladas.

A esse processo déa-se o nome de reducao modal que, em outras palavras,
consiste na projecao da dindmica em um subespaco gerado pela base de

dimensao menor formada pelos m primeiros modos. Esse procedimento possui a
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enorme vantagem da diminui¢ao do esfor¢o computacional. Problemas simples,
cujas dimensoes das matrizes do sistema podem facilmente superar mil, sao
reduzidos ao nimero de modos que se deseja utilizar como base de projecdo. E
importante nao esquecer que a acuracia da aproximacao dos modos utilizada

na redugao afetara a acurécia da resposta final.

8.3
Reducao das condig¢Ges iniciais no espaco gerado pela base modal

Nao somente as matrizes de rigidez, massa e o vetor de carregamento
devem ser projetados no espaco gerado pela base modal, mas também as
condicgoes iniciais. Em geral, dada uma matriz A, de dimensGes m X n, um
vetor z de dimensao n, e b um vetor de dimensao m, se quer resolver Ax = b,
em outras palavras, se quer encontrar a combinacao linear das colunas de A,
cujos coeficientes sao os termos de x, que leva a b. Porém, sendo m > n e,
ainda que os termos da combinacao linear sejam linearmente independentes,
em geral nao serd possivel chegar a b com a combinagao das colunas de A.
Nesses casos, deve-se procurar a combinacao que chegue mais préoximo de b, ou
seja, a combinacao Ar que minimize a distancia de b. Essa minimizacao tem
o mesmo significado de uma projecao de b no subespaco gerado pela base A.
Quer se encontrar T que minimiza o erro E entre a combinagao Ax e o vetor
b, isto é que minimize F = ||Az — b||, que é a distancia entre b e um ponto
p = Az no espago gerado pelas colunas de A, o espago coluna. Procurar a
menor distancia entao é o mesmo que procurar o ponto p neste espago que seja
mais proximo de b.

A menor distancia é dada quando se projeta b ortogonalmente no espago
coluna. Ao fazé-lo, o erro sera ortogonal a cada coluna a de A , conforme ilustra

a Fig (8.2), podendo-se escrever:

=N

al'(b— A7) =0 a
: ou : (b — Ax) (8.3.1)
al(b— Az) =0 a

Que é o mesmo que:

S

AT(b— Az)=0 ou ATAz = A"D (8.3.2)

Se as colunas de A forem linearmente independente AT A é inversivel,

podendo-se escrever:

T=(ATA)ATD (8.3.3)
No contexto da reducao modal, utiliza-se a teoria da projecao para

encontrar o vetor das condigoes iniciais reduzidas ag..q que melhor combina


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0812208/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0812208/CA

Capitulo 8. Reducdo de modelos 97

al
Espaco gerado pelas colunas de A

Figura 8.2: Erro ortogonal ao espago coluna

os modos de vibragao dados pela coluna de [®], minimizando a distancia entre

essa combinagao e o vetor de condigoes iniciais ag, isto é:

Tar—1aT
AQred — (q) (I)) P Wo (834)

Da mesma forma, aumentando-se o nimero de modos, isto é, da base,

mais proxima serd a projecao do vetor. Como exemplo, toma-se um cabo fixo-

livre com as seguintes propriedades:

L = 10 m;
A = 0.01 m?%
p = 100 kg/m.

onde L é o comprimento, A a area da segao transversal, e p a densidade
linear do cabo.

Quer-se conhecer a dinamica do cabo quando este é afastado de sua
posicao de repouso d = 0.01lm e logo entao ¢é solto, conforme ilustra a Fig.
(8.3). wo = L~ expressa o deslocamento inicial do cabo.

Inicialmente deve-se obter o vetor w)’ que representa wy, o que ¢é tarefa
facil no MEF, onde cada entrada do vetor é igual ao valor do deslocamento
inicial do n6 associado. Por exemplo, se ao todo onze nos forem considerados
entdo, w = [0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 0,1]. A seguir

este é reduzido no espaco gerado pela base modal, o que é feito através de:

Aored = (OT D)1 W)Y (8.3.5)

8.4
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Figura 8.3: Condigao inicial do cabo fixo-livre

Exemplos de aplicacido

Com os estudos das segoes anteriores, exemplos podem ser elaborados
de forma a melhor ilustrar a teoria. Os programas desenvolvidos para este
trabalho utilizam o até aqui descrito para o estudo da resposta dos sistemas

propostos na seguinte ordem:

— Divisao do dominio em subdominios;
— Calculo das matrizes de rigidez e massa com o uso do MEF;

— Resolucao do problema de autovalor para a aproximagao dos modos de

vibragao;
— Geragao do vetor carregamento para cada instante ¢;

— Redugao e desacoplamento do sistema com o uso da aproximagao dos

modos de vibracao;
— Resolucao das equagao diferenciais ordinérias desacopladas;

— Impressao da resposta em cada instante t.

Nos programas onde a dinamica é aproximada, deve-se especificar uma
precisao para a aproximacao. O programa compara a norma do vetor das
variaveis de estado em um dado instante aproximado por N aproximagoes
dos modos com a obtido com o uso de N — 1 aproximagoes dos modos. Se a
diferenca percentual for menor que o erro especificado, o programa considera

que a precisao foi obtida, caso contrario, o programa reinicia a aproximacao
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com N + 1 aproximacoes de modos e assim em diante, até que se chegue no
erro pretendido.
Nas secoes a seguir, os dados de cada exemplo serao inseridos nos

programas e as respostas serao mostradas.

8.4.1
Exemplo 1 - Abastecimento de uma plataforma

A Fig. (8.4) ilustra o exemplo proposto. A plataforma da figura deve ser
continuamente abastecida de desde pecas de manutencao a alimentagao para
sua tripulacao. Em geral, os contéineres sao trazidos por navios de suprimento
e devem ser icados do navio a plataforma de forma segura, sem grande
movimentagao, para que se evite acidentes. Neste exemplo quer se simular
uma tipica operacao de abastecimento para descobrir o méximo deslocamento
de um desses contéineres. A langa do guindaste da plataforma se encontra a
40m de altura do navio de suprimento e o contéiner pesa P = 50kN. A um
movimento de descida do navio o contéiner se desloca do navio e fica suspenso
somente pelo cabo. No inicio da analise a distancia entre a ponta da lanca e o
contéiner é de 1m. For¢amentos externos excitam o cabo. A Tab. ( 8.1) mostra
os dados de entrada do programa.

A solugao do problema é aproximada com o uso do programa MFEF cabo
(ver Apéndice C para o manual de uso). Os primeiros 2000 segundos logo apos
a descida do navio e consequente desprendimento do contéiner sao analisados.

Sao simulados alguns carregamentos de interesse:

o f(t) = sin(t)

A Tab. (8.2) mostra os principais resultados para este carregamento.

A Fig. (8.5) mostra o deslocamento do cabo em 4 instantes.
e f(t) = sin(0.1610 x t)

Sendo w; = 0.1610rd/s a primeira frequéncia natural do cabo. A Fig
(8.6) mostra o deslocamento do ultimo no, isto é, a extremidade onde o
contéiner é preso, em funcao do tempo.

A Tab. (8.3) mostra os principais resultados para este carregamento.
o f(t) = sin(0.95 % w; * 1)

Desta vez excita-se o cabo em 0.95 % w; esperando-se visualizar o

fendmeno do batimento. A Fig. (8.7) mostra o fendmeno.
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Dados de entrada
H Nome \ Descri¢ao \ Valor

1 L Comprimento do cabo 40m

2 A Area da secao do cabo 0.01m?

3 N Namero de modos que se quer obter com a | 10
precisao especificada

4 rho | Densidade linear 100 kg/m

5 e Precisao especificada da frequéncia 1,1 %

6 e_w | Precisao especificada da resposta dinamica | 1 %

7.3 | cond | cabo fixo-massa 2

74 kk constante elastica da mola 0 N/m

7.5 mm | massa na extremidade 5000 kg

8.2 || analise | aproxima modos, frequéncia e dinamica 2

8.4 || carreg | carregamento dindmico 2

8.5 ti instante de inicio da anélise 0s

8.6 tf instante de término da analise 2000 s

8.7 dt passo no tempo da visualizacao 0.1s

8.8 w0 funcao de deslocamento inicial x/40

8.9 v0 | funcd@o da velocidade inicial -]

9.1 fx carregamento ao longo do cabo 1

9.2 ft carregamento variavel no tempo ao longo do | diversos
cabo

9.3 fex carregamento concentrado 0N

9.4 pax | ponto de aplicagao do carregamento concen- | 0 m
trado

9.5 fci impacto 0N

9.6 pai ponto de aplicacao do impacto 0m

9.7 tai instante de aplicagao do impacto 0s

Tabela 8.1: Entrada do Programa MEF cabo

Resultado - Método Direto

MEF cabo
Precisao especificada 1%
Precisao obtida 0.0549 %
Ntmero de elementos 50
Ntmero de modos para precisao 10
Deslocamento méaximo 1.0381m

Tabela 8.2: Saida do Programa MEF cabo - primeiro carregamento
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g

L:T) “— ft=sen(t)

Figura 8.4: Cabo suspenso transportando uma carga

A Tab. (8.4) mostra os principais resultados para este carregamento.
o f(t) = sin(wy xt) + sin(ws *xt) + sin(ws * t) + sin(wy x t)

Onde w; = 0.1610, we = 5.6687, ws = 11.3417 e wy = 17.0377 sao
a primeira, segunda, terceira e quarta frequéncias naturais. A Fig. (8.8(a))
mostra o deslocamento em x=20, enquanto que a Fig. (8.8(b)) mostra o
deslocamento do contéiner.

A Tab. (8.5) mostra os principais resultados para este carregamento.
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Figura 8.5: Posicao do cabo em 4 instantes
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Figura 8.6: Deslocamento do contéiner nos primeiros 2000 segundos
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Resultado - Método Direto
MEF cabo
Precisao especificada 1%
Precisao obtida 0.0726 %
Nuamero de elementos 36
Niumero de modos para precisao 7
Deslocamento méaximo 23.12m

Tabela 8.3: Saida do Programa MEF cabo - segundo carregamento

05

-05F

-15 I I I I I I I I I
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

Figura 8.7: Deslocamento do contéiner nos primeiros 2000 segundos

Resultado - Método Direto
MEF cabo
Precisao especificada 1%
Precisao obtida 0.0726 %
Nuamero de elementos 36
Numero de modos para precisao 7
Deslocamento méaximo 3.3464m

Tabela 8.4: Saida do Programa MEF cabo - terceiro carregamento
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8.8(a): Deslocamento em x=20 8.8(b): Deslocamento do contéiner

Figura 8.8: Deslocamento de dois pontos do cabo

Resultado - Método Direto
MEF cabo
Precisao especificada 1%
Precisao obtida 0.0726 %
Nuamero de elementos 36
Nimero de modos para precisao 7
Deslocamento méaximo 23.1237m

Tabela 8.5: Saida do Programa MEF cabo - quarto carregamento

8.4.2
Exemplo 2 - Jateamento de uma placa

A operagao de jateamento é utilizada na indistria para a limpeza e
preparagao de superficies e, dependendo da aplicacao, aumento de resisténcia a
fadiga. O tipo de material, o tamanho, a forma, as condig¢oes da superficie a ser
limpa e a especificacao do acabamento superficial, tem influéncia direta quanto
a selecao do sistema de jateamento, do abrasivo e a definicao do procedimento.
Existem casos que podem ser necesséarios outros métodos de limpeza, antes e
depois do jateamento para a obtencao de melhores resultados. Neste exemplo,
a dinadmica de uma placa enquanto é submetida a uma operagao deste tipo
seré analisada.

A cada milissegundo uma nova particula atinge a placa em um ponto de
coordenada (x,y), conforme ilustra a Fig (8.9). A distribui¢ao de probabilidade

dos pontos atingidos ¢ dada por uma distribuicao normal de probabilidade?.

1 Aqui a distribuicdo normal serve apenas para ilustrar o exemplo, ndo sendo necessaria-
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Figura 8.9: Placa na operacao de jateamento

Os parametros mais importantes de uma distribui¢do normal sao a média p e
o desvio padrao o. A média indica a posicao central da distribuicao enquanto
o desvio padrao indica a dispersao da distribuicao. No caso da distribuicao
normal, a moda, que é o valor de maior frequéncia, coincide com a média e
com a mediana (medida que em um conjunto de dados ordenados separa a
metade inferior da superior). A curva normal possui uma area em torno da
média onde se concentram os valores de maior frequéncia. A medida que os
valores se afastam dessa regiao, menos frequentes sao, e menor é a area da
curva. Foram usadas duas curvas normais, uma para x e outra para .

Em geral o MEF nao é o método mais apropriado para a aproximacao
de problemas onde o carregamento ¢ de impacto. Neste trabalho, o método é
utilizado nesse tipo de problema apenas para exemplificagao.

Durante o jateamento, o operador, na média yu, atinge a placa no meio e o
desvio padrao é de o = 10, 4. A intensidade da forga que cada particula impoe
sobre a placa no instante do impacto, também ¢é dada por uma distribuicao
normal, cuja média fiearreq depende do ajuste da pistola de jateamento, que
aqui serd igual a fiegrreg = 2kN com um desvio padrao de 0cgrreg = fearregl; 1.

Os dados de entrada no programa sao dados pela Tab. (8.6).

Para a situacao descrita quer se conhecer a dindmica da placa. Com o uso
do programa MEF placa a solucao do problema nos primeiros cinco segundos

é aproximada. A Tab.(8.7) mostra os resultados obtidos pelo programa.

A Fig. (8.10) mostra o deslocamento da placa em 4 instantes.

mente a distribuicdo que melhor caracteriza o problema.
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Dados de entrada
H Nome \ Descrigao \ Unidade
1 La Comprimento da placa 1lm
2 Lb Largura da placa 1m
3 h Espessura da placa 0,01[m]
4 E Modulo de Elasticidade 2.1ell Pa
5 rho Densidade 7850kg/m?
6 N Ntmero de modos que se quer obter com a | 5
precisao especificada
7 e Precisao especificada da frequéncia 1%
8 e w Precisao especificada da resposta dinamica | 1%
9.2 cc placa engastada 2
10.2 analise aproxima modos, frequéncia e deslocamento | 2
10.4 carreg carregamento dinamico 2
10.5 ti instante de inicio da anélise 0
10.6 tf instante de término da anélise 5
10.7 dt passo no tempo da visualizagao 0.01
10.8 w0 funcao de deslocamento inicial 0
10.9 v0 funcao da velocidade inicial 0
11.2 | op_carreg | jateamento (para aproximagao do problema | 2
de jateamento de uma placa)
11.3 fxy fungao de carregamento 0
114 ft funcao de carregamento variavel no tempo 0
11.5 fex carregamento concentrado constante no | 0
tempo
11.6 pax ponto de aplicagao do carregamento concen- | 0
trado
11.7 fci impacto 2000 N
11.8 pai ponto de aplicacao do impacto Om, Om
11.9 tai instante de aplicacao do impacto 0 [s]
11.10 NE ini | ntimero de elementos iniciais (nimero par) 10
11.11 | NE_ini | passo do nimero de elementos (ntimero par) | 10

Tabela 8.6: Entrada do Programa MEF placa

Resultado - Método Direto
MEF placa
Precisao especificada 1%
Precisao obtida 0, 3825%
Nimero de elementos 1024
Ntimero de modos para precisao )
Deslocamento méaximo 8,0835E-4m

Tabela 8.7: Saida do Programa MEF placa
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