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Calculo Variacional

Este capitulo tem por objetivo fundamentar e fornecer ferramentas para
a discussao dos capitulos que virao, onde os sistemas tratados serao formulados
através de uma segunda forma, a chamada formulagao variacional. Foram
consultados Komzsik (15), Lemons (17) e Meirovitch (21).

3.1
Introducdo ao Calculo de Variacdes

Um funcional é uma associagao entre um conjunto de fungoes (C[0, L]) e

um conjunto de nimeros (R). Dado um funcional:

/fwy y(z))ds (3.11)

e y que satisfaz as condi¢oes de contorno:

y(ro) =yo e  ylr)=un (3.1.2)

Supoe-se que a funcao y extrema o funcional, toma-se uma familia
paramétrica Y e testa-se quais dentre as funcoes de Y levam I ao extremo.

A familia paramétrica Y seré formado da seguinte forma

Y=y+en (3.1.3)

onde & y € acrescida en. A intengao é provar que somente y extrema o funcional.
Para que as fungoes da familia Y atendam as condig¢oes de contorno, pois

caso contrario nao poderiam nem mesmo serem testadas como solugao, se faz

necessario que

n(xo) = n(z1) =0 (3.1.4)

Sendo assim:

Y(vo) =y(xo) =% e Y(r1)=y(r1)=mn (3.1.5)

A substituicao de Y no funcional leva a:

_ / Y b Y (), Y (2) ) (3.1.6)
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Figura 3.1: Problema da braquistécrona. Qual fungao extrema o tempo 17

I(e) é idéntico ao funcional original I(x) quando € é igual a zero e é

extremado por:

01 (e) B
5¢ =0 =0 (3.1.7)

Desenvolvendo-se as diferenciagoes e realizando-se as devidas substitu-

i¢oes (ver Komzsik (15)) chega-se a

818—(:)|60 = /IO1 (g — i8—]0) ndx (3.1.8)

O lema fundamental do calculo das variagoes estabelece que para um 7

conforme descrito:

1
/ nFdxr =0 (3.1.9)
zo

somente é verdade se:

F=0 (3.1.10)
Este ¢ um importante resultado que serd usado no desenvolvimento das
equagdes variacionais. A aplicagao do lema na equagao (3.1.8), leva & Equagao

Diferencial de Euler-Lagrange:

or @ 9] _ (3.1.11)

O termo en = dy é também conhecido como variagao da fungao.

A Equacao de Euler-Lagrange mais as condigbes de contorno y(zg) = 4o
e y(x1) = y; fazem o funcional estacionario.

A primeira semente do célculo variacional foi o problema da braquisto-
crona (ver Lemons (17)). Dada uma massa M que desliza por uma curva que
liga os pontos (z1,41) e (x2, y2), como mostrado na Fig. (3.1), levando em conta
a gravidade, o tempo T que a massa leva para se deslocar de um ponto a outro
varia de acordo com a trajetoria e é extremado por uma determinada curva.
Lancando mao do calculo das variacoes, encontra-se a funcao y que extrema o

funcional T'.
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Algumas observacoes podem ser feitas a respeito do calculo variacional
(Bathe (2)):

— O método variacional fornece uma maneira relativamente facil de se cons-
truir as equagoes que governam um sistema, uma vez que uma formulagao

variacional considera grandezas escalares ao invés de vetoriais.

— Algumas variaveis que devem ser incluidas na formulacao direta ja nao
mais o devem na variacional, tal como sao as forcas internas que nao

realizam trabalho;

— Conforme seré visto, ao se utilizar funcoes aproximantes na formulacao
forte estas devem atender a condigbes mais rigorosas do que quando

utilizadas na formulagao variacional.

3.2
Dinamica entre dois intantes

Segundo o Principio de Hamilton, a dindmica entre dois instantes em

sistemas conservativos é dado pela extremagao do funcional

t1
/ Ldt (3.2.1)
t

0
onde L = E, — E, ¢ o Lagrangeano, £, ¢ a energia cinética e F, a energia

potencial. Pela sua importancia e aplicabilidade neste trabalho, esse principio
¢ abordado nesta se¢do, que possui como referéncia Banach (1) e Meirovitch
(21). Conforme seréa visto, o Calculo Variacional ¢ utilizado na resolugao do

problema de extremagao desse funcional.

3.2.1
Deslocamentos virtuais

Toma-se um ponto material cujo deslocamento é restrito a superficie
fixada de uma esfera. Ao se deslocar este ponto da posicao A a uma posicao B,
diz-se que este é um deslocamento possivel se este for na superficie fixada, ou
seja, obedecendo as restricoes de deslocamento impostas. Quando o contrario
ocorre, este deslocamento é chamado de impossivel. O mesmo conceito se aplica
a velocidade deste mesmo ponto, esta é dita possivel se o ponto puder possui-la
enquanto se move na superficie fixada e impossivel quando nao. No caso de
uma superficie fixada, as velocidades possiveis de um ponto material restritos
a esta sao sempre vetores tangentes a ela.

Deslocamentos virtuais sao aqueles proporcionais aos vetores de veloci-
dades possiveis. Sendo assim, sao tangentes a superficie e de sentido e magni-

tude qualquer. Nao se deve confundir deslocamento virtual com deslocamento
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possivel. Dada uma superficie curva fixada, um deslocamento tangente a esta
nao é possivel, porém é virtual dado que é proporcional a uma velocidade pos-
sivel. Uma excecao é quando a superficie é plana, onde deslocamentos virtuais
sao de fato possiveis.

De uma forma geral, dada uma superficie fixada

F(z,y,2) =0 (3.2.2)
se um ponto material possui coordenadas z, y e z que satisfacam a equacao
da superficie, entao este ponto esta sobre a superficie. Supoe-se entao que este
ponto esta se movendo pela superficie de forma arbitraria. Claramente se este
movimento for na superficie entdao a equacao sera satisfeita a cada instante.
Diferenciando-se a equagao (3.2.2) em relagdo ao tempo ¢, obtém-se

OF dx OF d OF dz
%%+8_yd_g;+%%:0 (3.2.3)

dz

Denominando-se o

por v, (e o mesmo para as demais variaveis),

reescreve-se a equagao:

oF _OF OF
8xvx Gyvy 0z

Velocidades possiveis satisfazem a equacao. Dado um deslocamento 63,

v, =0 (3.2.4)

cujas projecoes nos eixos coordenados sao dx, oy e 9z, se 65 = v entao 95 é um
deslocamento virtual. Substituindo na equagao acima, pode-se dizer que um

deslocamento virtual é um deslocamento que satisfaz a equacgao:

oF OF OF
- bz = 2.
e ox + 3y 0y + P 02=0 (3.2.5)

O mesmo desenvolvimento pode ser feito para sistemas de pontos

obtendo-se

" (OF; OF; OF; :
; ; ) = =1,2,.. 2.

i=1
Se os deslocamentos dxq, ..., 02, satisfazem a equacao acima, entao os

deslocamentos —dx1, ..., —0z, também o fazem, sendo chamados de reversiveis.

3.2.2
Principio dos Trabalhos Virtuais

1

Dado um sistema holénomo-escleronémico * consistindo de n pontos

materiais Aq, ..., A, no qual as forcas Pi,..., P, sao aplicadas. Dando-se ao
!Sistemas holénomos sao aqueles cujas restricoes podem ser representadas como funcao

das coordenadas dos pontos e do tempo. Caso essas ndo sejam fungao do tempo, entéo diz-se
ainda que o sistema é escleronémico
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sistema um deslocamento virtual arbitrario dsq, ..., ds,, o trabalho das forcas

nesses deslocamentos é:

OW = Pidsi + ...+ Puds, = »_ Pids; (3.2.7)
=1

Que pode ser escrito em termos das projegoes dos deslocamentos:

OW =" (P, 0x; + Py, 0y + P..6) (3.2.8)
=1

O trabalho definido pela equacao acima é chamado de trabalho virtual
das forcas Py, ..., P,, nos deslocamentos virtuais dzy, ..., 6,,.

Para um sistema em equilibrio, as forcas atuantes em cada ponto sao
anuladas pelas reacoes. Denotando-se por P, ..., P,, as forcas atuantes e por

Ry, ..., R, as reacoes, escreve-se:

Pi+Ri =0, Po+Ry=0, ..Pi+R,=0 (3.2.9)

O trabalho das forcas e das reagoes em deslocamentos virtuais arbitrarios

(P10s) + ... + Pydsy) + (Ri6s1 + ... + Ry6s,) = 0 (3.2.10)
Mostra-se que o trabalho virtual das reagoes é sempre positivo (quando

nao ha fricgao), isto é:

Ridsi+ ...+ Rpds, >0 (3.2.11)

Pode-se reescrever (3.2.10) como:

(Pidsi 4+ ... + Pus,)=—(Ridsi+ .. -+ Rnos,) (3.2.12)

Com essa nova escrita chega-se a conclusao que:

Pids;+ ..+ Puds, <0 (3.2.13)

O que é o mesmo que afirmar que em um sistema em equilibrio sem

friccao o trabalho das forgas atuantes para todo deslocamento virtual é zero
ou negativo.

Se o deslocamento virtual for reversivel entao:

—Pi§s; — ...— P,0s, <0 (3.2.14)
Comparando a equagao acima com a equagao (3.2.13), chega-se a con-

clusao:

Pi0s; + ...+ P05, =0 (3.2.15)
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Estende-se a equagao acima para um sistema de pontos materiais e
conclui-se que um sistema holéonomo-escleronémico de n pontos materiais
sem friccao possui como condicao necessaria e suficiente para que ele esteja
em equilibrio que a soma dos trabalhos virtuais das forgas atuantes nos

deslocamentos virtuais seja menor ou igual a zero, ie:

OW = (P, 0w + Py, 0y + P.6%) <0 (3.2.16)
=1

3.2.3
Movimento real

Considere as forcas P, ..., P, agindo em um sistema de pontos materi-
ais holonomo Ay (x1,y1,21); -, An(Tp, Yn, 2n) Testringido bilateralmente! pela

relagao:

Fi(z1,y1, 21, s 2, t) = 0 (j=1,2,...,m) (3.2.17)
Dado um sistema arbitrario de fungoes continuas com suas primeiras e se-
gundas derivadas no intervalo (¢, t;) que definem um determinado movimento

do sistema:

ri=x;(t) yi=y(t) z==zl) (=12,.,n) (3.2.18)

Se as fun¢oes forem substituidas nas equagoes de restri¢oes e satisfizerem-
na a cada instante ¢, entao diz-se que o movimento por elas representado é um
movimento compativel com as restrigoes ou um movimento possivel.

J& o movimento que sera realizado ao atuarem as forgas P, ..., P, no
sistema é chamado de movimento real.

Um movimento real é sempre possivel, pois satisfaz as equacoes de
restricao, porém um movimento possivel nem sempre é real quando este nao
condiz com as forcas aplicadas.

Do Principio de D’Alembert segue que os movimentos compativeis com
as restrigoes somente sao reais quando satisfazem a todo instante a relacao

abaixo:

d*x d*y d*z

=1

onde dx;,0y; e dz; sao deslocamentos virtuais.

1Restricoes bilaterais em um sistema holonémico siao da forma Fj(z1,...,2n,t) = 0. Ja as
restri¢Oes unilaterais sdo da forma Fj(z1, ..., 2n,t) < 0.
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3.2.4
Movimento comparativo

Considere um movimento arbitrario de um sistema compativel com as
restrigoes a ele impostas, definido pelas mesmas fungoes (3.2.18) assim como

0 movimento comparativo abaixo:

i+ 0xy, Y + 0y, 2 + 02 (1=1,2,...,n) (3.2.20)
Escolhe-se as variacoes dx;, dy; e dz; de forma que as variagoes da equacao

(3.2.17) para um dado movimento (3.2.18) seja igual a zero:

OF; OF; .
; — = =1 2.21
OF; = 5x15 1+ .+ 5Zn(52n 0 (j ,2,..,n) (3 )

Da definigao de deslocamento virtual as variagoes da equacao acima sao
entao deslocamentos virtuais. Se dx;, dy; e dz; forem muito pequenos entao

pode-se dizer que aproximadamente:

Fi(x1 + 021, ..., 2p + 02,,8) =0 (j=1,2,....,n) (3.2.22)

Isso significa que o movimento comparativo é aproximadamente um
movimento compativel com as restri¢oes quando as variacoes sao infinitesimais

e os deslocamentos virtuais.

3.2.5
Principio de Hamilton

Dado um sistema de n pontos materiais Ay (x1,y1, 21), -y An(Tny Yn, 2n) de

massas ms, ..., my, e forcas Py, ..., P, neles atuantes que dependem das variaveis

L1 Y1y 21y o5 Ty Yny Bny L1 Y15 215 -5 Ty Yny 2y 2
Supbe-se que o sistema ¢ holénomo-escleronémico (sem fric¢ao) e que as

restri¢coes sao bilaterais. As fungoes abaixo definem o movimento deste

xi=xi(t), yi=uy(t), z=z) (to <t <ty) (3.2.23)

Sabe-se que a energia cinética de movimento é:

Zmz [(d‘rz) + (CZZ'Y + (CZZ')QI (3.2.24)

Por conseguinte, a Varla(;ao da energia cinética ¢ dada por:

Zmz <dx5xz dy@gk«“%) (3.2.25)

dt dt dt dt ~ dt dt
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dr; dx; __  dx; d(dx;) _ dz1
dt dt ~— dt dt

pode-se reescrever a equagao acima como:

Como “0x;, o mesmo aplicando-se para y; e z;,

& da:z dyZ dz; d?y d?z;
c dt Z mz Ti+ 5yz dt 621 Z mz dt2 &Uz dt2 5yz dt2 621)
(3.2.26)

A soma do trabalho virtual das forcas aplicadas no sistema é dado por:

oW = Z(‘Pim(sxi + P, 0y; + P.0%) (3.2.27)
Somando-se a equacao acima com a variacao da energia cinética, obtém-
se:

n

dxz dyz dz;
— .
SW + OE, dthz( T+ — 0y + — 0z )+

d dt
u dQ.CL’z' dgyl
; |:(PZI - mzﬁ) ow; + <Piy iy ) Oyi+
dQZi

Integrando-se ambos os lados no intervalo de ty a t1:

t1

+

n

t dx; dy; dz;
W +0E,)dt = i 0x; 0y; + ——0%;
/t( + Zm(dtx+dy dtz)t
0

2 dyz
/ Z[(  — Mj——- o )(5 —|—(P mzdt2>5yi+
P —m-@ 0z | dt  (3.2.29)
iy ZdtQ 4 L.

Se for suposto que o movimento definido pelas fungdes sao movimentos

reais e que as variagoes 0x;, 0y; e 0z; sao movimentos virtuais a cada instante

t, entao, pelo principio de D’Alembert:

n d2 dZyi dzz-
;[(P mzdt>5 —l—(P —midt2>6yi+(ﬂz d2>5zl}:0

(3.2.30)
A equagao (3.2.29) fica:
t1
h - dx dy; dz;
) dE.)dt = i | =0z + —5y; oz 2.31
/to<w+ ) izlm(dt:v Yyt )t (3.231)

Sendo o ponto inicial e final da trajetéria fixados, o que significa dizer

que dx;, 0y; € 0z sao zero em t = ty e t = t1, chega-se ao resultado que é
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conhecido como o Principio de Hamilton:

t1
/ (0W 4+ 6E.)dt =0 (3.2.32)
to

Em geral o trabalho virtual pode ser decomposto no que se deve as forcas

conservativas 0., e no que se deve as forcas nao-conservativas 0W,.:

oW = oW, + oW, (3.2.33)

Porém, 6W, = —0E,, onde E, é a energia potencial e introduz-se o
Lagrangeano:

L=E —E, (3.2.34)

Reescrevendo o Principio de Hamilton em fungao do Lagrangeano obtém-

se:

2
/ 5L + 6Wedt = 0 (3.2.35)
t1

Em casos especiais onde nao ocorrem forgas nao-conservativas o Principio

é simplesmente escrito por:

2
/ SLdt =0 (3.2.36)
t1

Todo este procedimento é extensivel ao caso continuo chegando-se as

equagoes que traduzem a mesma ideia do caso discreto.

3.2.6
Equacdes de Lagrange

Através do Principio de Hamilton pode-se chegar a um outro importante
resultado que sao as equagoes de Lagrange.

A variacao na energia cinética de um conjunto de particulas E,. =

E.q1,q2,---,qn), em termos das coordenadas generalizadas é dada por:
“~ (OF OF
0k, = S6qn + ——04 ) 3.2.37
3 (Gt Gt 023
E o trabalho virtual das forcas aplicadas por:
oW = Qudan (3.2.38)
k=1

A substituigdo de ambas as expressoes na Eq. (3.2.32), a realizagao
das devidas substituicoes e integracoes por partes e a aplicacao do lema
fundamental do célculo variacional leva & Equacao de Lagrange na sua forma

mais geral:

d (0E.\ O0E. B
E(an—aqk_Q’“ k=1,2,...,n (3.2.39)
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Caso haja a distingao entre as forgas conservativas e as nao-conservativas

a Equacao de Lagrange toma a seguinte forma:

d (0F, OE. O0E,
— — = k=1,2,..., 3.2.40
it (5ac) G+ e = Qone " (3:2.40)
onde E, é a energia potencial e Q. as forgas nao-conservativas. Este resul-
tado sera posteriormente usado quando for abordado o Método de Ritz de

aproximacao no Capitulo 6.
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