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CONCEITOS TEORICOS FUNDAMENTAIS

Este capitulo estd dividido em trés partes. A primeira é dedicada aos
fundamentos da Teoria da Elasticidade, em particular da Elasticidade Linear. A
segunda parte trata dos conceitos de concentracdo de tensdes necessdrios para a
aplicacdo da metodologia proposta em componentes contendo entalhes. E a
terceira parte trata da aplicacdo do método de minimos quadrados linear na

solucdo de um sistema sobredeterminado.
2.1. Principios da Teoria da Elasticidade

A teoria da elasticidade linear estuda as tensdes, deformacdes e
deslocamentos de um corpo, considerado eldstico, causadas pela acdo de forcas

externas (Timoshenko & Goodier, 1970).

O comportamento das estruturas € descrito por meio de hipdteses bdsicas

da teoria cldssica quanto a distribui¢do das tensdes ou das deformacdes:

¢ a matéria de um corpo € distribuida continuamente, i.e., ndo se considera a
micro estrutura do material com graos de cristais, poros, vacuo, fissuras,

etc; assim, as tensoes, deformacgdes e deslocamentos sdo continuos; e

e a matéria € homogénea, i.e., 0 menor elemento extraido do corpo possui as
mesmas propriedades fisicas que o todo, e isotrépica, i.e., as propriedades

eldsticas sdo as mesmas em todas as direcdes.
2.1.1. Estado de Tensao

A resisténcia de um material esta relacionada a sua capacidade de resistir
as forgas aplicadas evitando-se, desta maneira, fratura ou deformagdo acentuada.
Quando uma for¢a externa age sobre um corpo so6lido, uma forca interna deste
corpo reagird em igual magnitude e em direcao contraria aquela forca externa, esta

forca externa € chamada de carga ou carregamento. Do ponto de vista pratico,
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tensdo € a reacdo de um determinado material diante de um carregamento sendo
diretamente proporcional a carga aplicada e inversamente proporcional a

geometria (Meyers & Chawla, 1982).

As tensdes podem ser definidas de acordo com sua dire¢cdo e magnitude.
Em relacdo a sua direcdo, as tensdes podem ser classificadas em trés tipos: de
tracdo, de compressdo, ou de cisalhamento, e suas distribuicdes podem ser

observadas através das deformacdes ocorridas no corpo.

A tensdo de tracdo € causada por uma carga que tende a distender ou
alongar o corpo. A tensdo de tracdo, ou trativa, € sempre acompanhada por uma
deformacdo por tracdo. Se um corpo € submetido a uma forca que tende a
comprimi-lo ou encurté-lo, a resisténcia interna a esta forca ou carga é chamada
de tensdo de compressdo que, por sua vez, € sempre acompanhada por uma

deformacao por compressao.

Convenciona-se em Engenharia Mecinica que a tensdo normal serd
positiva quando produzir tracdo, e negativa no caso de compressdo. A tensdao de
cisalhamento ou de torcdo € definida como a tensdo que tende a resistir ao

movimento de tor¢ao ou de deslizamento de uma por¢do do corpo sobre a outra.

Considere um elemento cubico muito pequeno num ponto P (Figura 2.1),

com as faces paralelas aos eixos coordenados.
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Figura 2.1 Elemento ctibico sujeito a tensdes nas faces (Timoshenko & Goodier,

1970).
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As letras ¢ e 1 sdo utilizadas para representar a tensdo normal e a tensao
cisalhante sendo que, para identificar a dire¢cdo do plano no qual a tensdo esta

atuando, sdo usados indices subscritos a estas letras.
2.1.2. Estado de Deslocamento e Deformacao

Considere-se uma estrutura sob efeito de uma solicitagdo genérica. Devido
a esta mudanca da configuracdo inicial, a estrutura altera a sua forma que, de

maneira ilustrativa, € mostrada na Figura 2.2.

=
=

Figura 2.2 Estrutura original e deformada (Fonte: Laier e Barreiro, 1983).

A mudanga inicial de um ponto B que possa representar a configuracao
geométrica de uma peca estrutural plana em relagdo a um sistema de referéncia
fixo para uma nova posi¢do B’, como mostra a Figura 2.2, é chamado de Estado

de Deslocamento.

O deslocamento do ponto B para B’ pode niao apenas gerar uma translacao
de corpo rigido de toda a peca, mas também alterar a configuracdo geométrica
natural da estrutura, fazendo com que a peca se deforme. Com isso, ocorre um

novo estado denominado Estado de Deformacgao.

Entende-se por deformagdo a mudanga da configuragcdo espacial ao longo
da variagcdo do tempo de um corpo em relacao a um referencial, mediante esfor¢os
e tensoes externos aplicados a este objeto. Supondo-se haver continuidade antes e
depois da deformacao, pode-se afirmar que existem duas funcdes continuas u(x, y)
e v(x, y) que descrevem os movimentos dos pontos da estrutura no caso plano e,
para um caso tridimensional, o vetor de deslocamento de cada particula do corpo
deformado apresenta as trés componentes definidas como u, v, w paralelos aos

eixos de coordenadas x, y, z, respectivamente. Portanto, um ponto que estiver
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inicialmente na posicao (x, y, z) se moverd ao ponto (x+u, y+v, z+w). Em geral u,

v, w sdo fungdes de x, y, z.

O alongamento ou encurtamento de um corpo por unidade de comprimento
¢ chamado de deformacgdo linear (€) ou alongamento unitdrio (Popov, 1978).
Sendo [n, a funcdo logaritmica em base e, a deformacdo real em um ponto é

definida como a relacdo entre o incremento total e o comprimento inicial, i.e,

ezln(1+%) (2.1
onde: Al , variacdo do comprimento do corpo; e /,, valor inicial de comprimento

do corpo.

Deformagado € um valor adimensional, geralmente expresso mm/mm ou em
Mm/pm, mas também pode ser representada em porcentagem. As deformacdes
podem ser tanto eldsticas como pldsticas (ou permanentes), ou uma combinacdo
destas duas. As deformacdes eldsticas sdo reversiveis e desaparecem quando a
forca € removida. Ja as deformagdes plésticas sdo irreversiveis e relacionadas com

o deslocamento dos 4tomos internos do material.
2.1.3. Componentes de Deformacao em Coordenadas Cartesianas

Considere um corpo sélido e continuo sujeito a uma deformagdo
provocada por um conjunto de forcas, que o faz passar de um estado inicial para
um estado final. Assuma um sistema tridimensional em que o elemento original é

um prisma retangular de dimensdes dx, dy e dz (Fig. 2.3).

dy
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Figura 2.3 Elemento infinitesimal de um corpo eldstico (Timoshenko & Goodier,

1970).
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Na Fig. 2.4 observa-se o que acontece com este corpo apds sofrer

deformacao no plano xy, onde:

du : € 0 deslocamento linear de A na direcdo x ;
u+—dx

ox

Jdv : € 0 deslocamento linear de B na direcdo y;
v+—dy

dy

ou : € 0 deslocamento angular de B na dire¢ao x;
u+—dy

dy

: € o desl t lar de A na direcdo y;

v 9 € o deslocamento angular de A na direcdo y

ox
u : € a componente do deslocamento de P na direcdo x;
1% : € a componente do deslocamento de P na direcdo y;
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Figura 2.4 Deformacdes no plano xy (Timoshenko & Goodier, 1970).

Inicialmente, os pontos P e A estdo separados por uma distancia inicial de
dx. Estes pontos, como resultado da forca, sdo deslocados aos pontos P'e A". O

deslocamento de A’ na direcdo x é

u +%dx (2.2)
ox
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enquanto que o deslocamento do ponto P na direcdo x é o deslocamento u da
origem. O aumento do comprimento do elemento PA devido a deformacdo é,

portanto, a diferenga entre os deslocamentos de A’ e P,
(Ju/ox)-dx (2.3)

Consequentemente, o alongamento unitdrio ou deformacdo linear unitaria

no ponto P na dire¢do x, assumindo-se que dx € infinitesimal, vale

(Qu/ox)-dx
X

qu

e =In[l1+
* [ ox

]=1In(1 +8_u) = (2.4)
ox
do mesmo modo, os alongamentos unitdrios nas dire¢cdes y e z podem ser

deduzidos.

Verifica-se ainda que o angulo inicialmente reto APB sofreu uma redugao

proporcional a

dv  du
—+— (2.5)
ox dy
esta grandeza representa a deformacao angular entre os planos xy e yz, e chama-se
também de deformacdo por cisalhamento ou distorcao, e € representada pela letra

grega y. Da mesma maneira, podem-se obter as distor¢oes entre os planos xy e xz e

entre os planos yx e yz.

Portanto, um estado de deformacdo pode ser caracterizado pelas seis
componentes do vetor deformacdo associadas as trés dire¢cdes no espago. Estas

componentes sdo definidas de acordo com o campo de deslocamentos (u, v, w):

Ju
_ 2.6
&, . (2.6)
v
_ 2.7
&=3 2.7)
g =W 2.8)
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ou dv
_ou, 2.9
Jdu Jow
2 2" 2.10
Jdv  ow
=—+4+— 2.11
Yy 2z oy (2.11)

2.1.4. Componentes de Deformacao em Coordenadas Polares

A fim de determinar os deslocamentos em coordenadas polares, ttil em
problemas axissimétricos, vamos definir ¥ e v como os parametros dos

deslocamentos nas direcdes radiais e tangenciais, respectivamente (Figura 2.5).

o

o ¢
¥ ro

D

Figura 2.5 Deslocamentos em coordenadas polares xy (Timoshenko & Goodier,

1970).

Se u € o deslocamento radial do lado ad do elemento abcd (Figura 2.5), o
deslocamento radial do lado bc é u + (Ou / Or) dr. Entdo, o alongamento unitdrio

do elemento abcd na dire¢ao radial é definido por:

(au/a—r)dr]:ln(l_i_a_u 5% (2'12)

=In[1
& =Inll+ or or~  or

A deformacdo na direcdo tangencial depende ndao s6 do deslocamento v,
mas também do deslocamento radial u. Assumindo, por exemplo, que 0s pontos a
e d do elemento abcd t€m apenas o elemento u do deslocamento radial, o novo

comprimento do arco ad € (r + u) df e a deformagdo tangencial €, portanto,

(r+u)d@-rd@ u

d 2.13
rd@ r ( )
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A diferenca no deslocamento tangencial dos lados ab e cd do elemento
abcd é (Ov / 00) df, e a deformagdo tangencial, devido ao deslocamento v €, nesse

sentido, (Ov / rof). A deformacido tangencial total é, portanto,

u v
£,=—+

) 2.14
r ro@ ( )

Agora, considerando a tensdo cisalhante, vamos denotar como a’b’c’d’ a
posicdo do elemento abcd apds deformacgdo. O angulo entre a direcdo ad e a’b’ é
devido ao deslocamento radial u e € igual a ou / r0f. Da mesma forma, o angulo
entre a’b’ e ab é igual a Ov / Or. Deve-se notar que apenas uma parte deste angulo
(sombreada na figura) representa o deslocamento angular devido a rotacdao do
elemento abcd como um corpo rigido em torno do eixo através de O. Portanto, a

mudanga total no angulo dab, representando a tensdo cisalhante, é

_Ou o v (2.15)

7’“@ or r

Analogamente, as tensOes também podem ser representadas em
coordenadas polares, resultando nas componentes normais o; € Op € cisalhante 7.9

(Timoshenko & Goodier, 1970).
2.2. Concentracao de Tensoes

As féormulas classicas da andlise tradicional de tensdes (ou da resisténcia
dos materiais) s6 servem para se calcular as chamadas tensdes nominais o,, as
quais desprezam os efeitos localizados nas transicoes geométricas bruscas. Estas
equagoes sO sdo validas nas regides da peca que fiquem longe das transi¢coes
bruscas de geometria e dos pontos de aplicacdo das cargas concentradas, pelo

principio de Saint Vénant (Castro & Meggiolaro, 2009).

E.g., as tensdes nas proximidades do ponto de aplicacio de cargas
concentradas sdo muito maiores que a tensdo média ao longo da peca. Este fato
também ocorre em descontinuidades na geometria, como furos, entalhes, ou

qualquer variacdo brusca de secdo.

A concentracdo de tensdes € um efeito extremamente localizado. Para

efeito de dimensionamento, faz-se necessario conhecer a tensdo maxima atuante
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na peca, e esta tensdo deve ser inferior a tensdo admissivel do material. Para a
determinagdo desta tensdo mdxima, utiliza-se a tensdo nominal e um coeficiente
K;, chamado de fator de concentra¢do de tensdes, definido como a razdo entre a
tensdo maxima e a tensdo nominal, determinado experimentalmente para diversos

casos. O K; € definido por (Castro & Meggiolaro, 2009)

K =—max (2.16)

2.2.1. Distribuicao de Tensoes da Placa infinita com Furo Circular

Se uma placa com um pequeno furo circular em seu centro for tracionada,
esta ird apresentar uma concentracdo de tensdes proxima ao furo. A sua
distribuicdo de tensdes na vizinhanca do furo serd alterada, o que poderd ser
quantificado quando o campo de tensdes for calculado (Castro & Meggiolaro,

2009).

Figura 2.6 Geometria de uma placa infinita com um furo circular cilindrico

submetido a uma tensdo remotamente uniforme.

Uma placa com um furo de raio R e uma tensdo normal uniforme o
aplicada tem um campo de tensdes ndo uniforme nas proximidades furo, que pode

ser representado em coordenadas polares em fungdo de r e 6.

Note que, as relagdes entre coordenadas polares e retangulares estdo dadas

por:

r2=x2+y2

(x,y)—(r,0)
Y 0= arctanl
X
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No caso da placa infinita com furo central (que na pratica descreve bem o

campo de tensdes ao redor de um furo muito pequeno em relacio as dimensdes da

placa), as tensdes em um ponto (r, 6) dependem exclusivamente da tensdo

nominal e de parametros geométricos, em particular do angulo fe darazdor/R, e

independem do material. Pode-se concluir também que, pelo principio de Saint-

Vénant, as tensdes devem tender aos valores nominais em distancias que sao

grandes em comparacdo com o raio do furo (R), isto €, em pontos com distancias

e.g. maiores que 5 vezes o raio (i.e., as tensdes se aproximam muito ao valor

nominal para r/ R > 5), vide Fig. 2.7 (Castro & Meggiolaro, 2009).

31 Ogni2) = Cn
On :..:_ _:E
= RAREE:
2 = R/ = -
\\ £ :
———
1
Orlmi2)
0| On
—l
1 2 3 4 r’'R5

Figura 2.7 Distribuicao de o(r,n/2) e de oy(r,n/2) (Castro & Meggiolaro, 2009).

O campo de tensdes em coordenadas polares para a placa infinita com furo

€ representado por

o, R’ 4R* 3R'
O-r= 2 1——2 + 1— 2 +—4
r r r
o R? 3R?
o, =—2|1-— |-| 1-
¢ ZK rzj [ r’

o
To=——7 (1+

2

2 4
r r

2R? 3R4j

jcos&

cos@

cos 9}

(2.17)

(2.18)

(2.19)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0812214/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0812214/CA

35

As relagdes lineares entre as componentes de tensdo e as componentes de
deformacao deste problema podem ser obtidas pela Lei de Hooke. No caso de um
estado plano de tensdo em coordenadas polares, ou seja, quando atuam no corpo

somente as componentes de tensao o, gy € 7,9, € possivel obter as componentes de

deformacao &, & e ¢ por

1
e =—(o, -vo,) (2.20)
E
1
g,=—(o0,—-vo,) (2.21)
E
T, 20+v)r,
=0 — 2.22
ré G E ( )

onde:
v € o coeficiente de Poisson;
E é o modulo de elasticidade ou médulo de Young; e

G é o modulo de elasticidade transversal ou ao cisalhamento, ou mdédulo de

corte,com G =E/(2 + 2v).
2.3. Solucao de Minimos Quadrados de Sistemas Lineares

Considere o sistema Ax = b de m equagdes independentes em n varidveis.
Se m > n, o sistema € definido como sobredeterminado. E possivel encontrar uma
solu¢do aproximada através do método de minimos quadrados (Anton & Rorres,

2001).

Seja r = (Ax — b) o vetor-erro ou residuo das aproximagdes. Se as m
equagoes foram obtidas a partir de m medigdes associadas a um vetor r = (ry, 1, 13
.. 'y ), entdo uma solu¢do x = x,,, no sentido de minimos quadrados € aquela que

minimiza

|r=lAx—=5] (2.23)
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Portanto, pretende-se estimar os parametros de x que minimizem a soma

dos erros quadraticos dada por
||r||2 =Hr12 1)t rj” (2.24)

O vetor solu¢do x,,, € chamado de solu¢cdo aproximada de minimos

quadrados.
2.3.1. Interpretacao Geomeétrica

A minimiza¢do por minimos quadrados tem por objetivo achar o ponto
imagem Ax,, € Im(A) mais préoximo do vetor b. Assim, o ajuste 6timo €

alcancado quando A x,,, for a projecdo ortogonal de b sobre o subespaco Im(A).

b :'r:b Ax
[
[

Yy = Ax

Figura 2.8 Interpretacdo geométrica da solu¢do por minimos quadrados

(Anton & Rorres, 2001).
2.3.2. Calculo da Solucao por Minimos Quadrados

Como visto acima, a solugdo deste sistema de equagdes no sentido de
minimos quadrados € aquela que minimiza a norma Euclidiana llrll do erro. Para

encontrar X, resolvemos o problema minimizando a fun¢io
|l = x'A'Ax—2b' Ax +b'b (2.25)

onde A’ represente a matriz transposta de A. A minimizagio é obtida igualando-se

a zero o gradiente em relacdo a x:
V. |7 =24"Ax-24'b=0 (2.26)
e obtendo assim

A'Ax=A'D (2.27)
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Este sistema € chamado sistema normal associado a Ax = b, e as equacdes
que o compdem sdo chamadas equac¢des normais associadas a Ax = b. Assim, o
problema de encontrar uma solu¢do de minimos quadrados foi reduzido a

encontrar uma solucao exata do sistema normal associado.

Se A é uma matriz mxn com vetores-coluna linearmente independentes
entdo, para cada matriz b de tamanho nx/, o sistema linear Ax = b tem uma Unica

solu¢do de minimos quadrados. Esta solugdo € dada por
X,, =(A'A)"A'b (2.28)
Note que:
® asolucdo depende linearmente de b;

e a matriz (A'A)"A'b, que fornece a solucdo ao problema aproximado,
chama-se pseudo-inversa de A; e
® seporacaso b=Ax,ou seja, se b € Im(A), entdo x, = (A'A)'A'b=xéa

solugdo exata.

No proximo capitulo sdo apresentados os fundamentos de visdo

computacional relevantes a dissertacao.
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