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Andlise Estatica

3.1.
Modelo de Augusti

A andlise estatica, apresentada a seguir, mostra a influéncia das diferentes
variaveis que governam o comportamento do modelo, com énfase na influéncia da

rigidez relativa das molas e nos efeitos das imperfeicbes geométricas iniciais.

3.1.1.
Modelo Perfeito

Partindo da expressdo (2.12) e assumindo que ¢, =¢, =0, tem-se a energia

potencial total para o modelo perfeito:

1

V=Ek16’12+1

Ek2¢922 — PI(1—/1—sen?g, —sen?6,) (3.1)

Derivando-se em fungéo das coordenadas generalizadas, &, e 6,, tem-se 0

sistema de equacdes nao-lineares de equilibrio:

cosé;send,
JL—sen?6, —sen’6),

k.6, - Pl =0 (3.2a)

cosd,send,
=0 (3.2b)

k,0, — Pl _
\/1—sen2¢91 —sen’e,

O sistema homogéneo (3.2) admite sempre a solucéo trivial:

6, =6, =0, para todo P (3.3)

que corresponde ao estado indeformado (solucdo fundamental de equilibrio).
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Existem também duas solu¢des desacopladas (caminhos secundérios), dadas

por:

6,=0, 6 #0=k6b —Plseng =0 (3.4a)
6,=0, 06,#0=Kk,0,—Plsend, =0 (3.4b)

que descrevem os caminhos pos-criticos do sistema desacoplado.

Tém-se, ainda, as solucBes ndo-lineares acopladas que sdo obtidas através
das expressodes (3.2) quando 6, #0 e 8, #0. A solucéo deste sistema de equagoes
fornece dois caminhos pds-criticos adicionais, sendo estes simétricos e instaveis.

A partir das equagdes de equilibrio linearizadas (sené, =6, e cosg;, =1) e
resolvendo o problema de autovalor resultante, tém-se as duas cargas criticas, que

Sao:

ky
|

Ky
|

Pcr, = (3.53)

Pcr, = (3.5b)

Admitindo que k, =k, =k tem-se que Pcr, =Pcr, =Pcr =k/l. Neste
caso, as duas cargas criticas coincidem e todos 0s quatro caminhos pos-criticos
emergem do mesmo ponto de bifurcacéo.

Por fim, dividindo as expressdes (3.2) por k obtém-se as equacOes de

equilibrio adimensionalizadas que serdo utilizadas a seguir, a saber:

cosd,send,
b -4 2l l 2 =0 (3.6)
\/l—sen 6, —sen“o,
cosé.,send.
0, -4 ——~_——=0 (3.6b)

J1-sen?6, —sen’6),

onde A =P/Pcr.
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3.1.1.1.
Caminhos P6s-Criticos

A Figura 3.1 mostra o caminho fundamental de equilibrio (6, =8, =0), que
é estavel até a carga critica estatica (4, =1.0) e os quatro caminhos pos-criticos
possiveis: dois caminhos instaveis ascendentes, correspondentes as solucgdes
desacopladas (expressdes (3.4)), e dois caminhos instaveis descendentes,
localizados a +45° do eixo 6, referentes as solucGes acopladas (expressdes

(3.2)). Uma melhor compreensdo das diversas solucdes € dada pela Figura 3.2,

gue mostra os caminhos pos-criticos projetados em trés planos ortogonais.
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Figura 3.2: Projeg6es dos caminhos pos-criticos. Modelo de Augusti perfeito.
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3.1.1.2.
Superficies de Energia

Apresentam-se na Figura 3.3 as superficies de energia potencial total,
expressdo (3.1), para 1 =0.9 e 4=1.25. Verifica-se, na Figura 3.3(a), que, para

niveis de carregamento inferiores a carga critica estatica (A, =1.0), a superficie

de energia exibe um ponto de minimo (PMi), correspondente & solugédo
fundamental de equilibrio, e quatro pontos de sela (PS), correspondentes as
solugdes acopladas instaveis. Em funcdo do acoplamento modal, para cargas
inferiores a carga critica existe a possibilidade de perda de estabilidade desde que
as perturbacdes excedam os limites da regido em torno da configuracdo
fundamental limitada pelos pontos de sela. Esta regido, que constitui a bacia de
atracdo da solucdo fundamental de equilibrio, decresce a medida que o

carregamento cresce e torna-se zero no ponto de bifurcagéo (A4, =1.0). Se néo

houvesse 0 acoplamento modal, a solugdo fundamental seria estavel para qualquer
carregamento abaixo do critico, independente do nivel de perturbacdo, isto é, a
bacia de atracdo seria todo espaco de condicdes iniciais. O acoplamento reduz
substancialmente o conjunto de possiveis condi¢des iniciais que levam a estrutura
a retornar, apos uma perturbacdo, a configuracdo fundamental de equilibrio cuja
estabilidade se deseja preservar. Para niveis de perturbacdes que ultrapassem a
fronteira de estabilidade, tem-se que a estrutura diverge para o infinito, sendo este
fendmeno denominado escape, 0 que caracteriza uma instabilidade dinamica.
Tem-se, portanto, que 0 acoplamento modal tem um efeito negativo sobre o grau
de estabilidade da estrutura. Este exemplo ilustra de maneira clara a importancia
de se estudar a possibilidade do acoplamento modal e seus efeitos no
comportamento estatico e dindmico de elementos estruturais suscetiveis a
flambagem.

Observa-se para niveis de carga superiores a carga critica estatica, Figura
3.3(b), a existéncia de um ponto de maximo (PMa), que corresponde a solugdo
fundamental de equilibrio - que se tornou instavel - e quatro pontos de sela (PS)
relativos as solucbes desacopladas. Constata-se, ainda, que, para estes niveis de
carregamentos, ndo existe nenhuma configuracéo estavel. E interessante observar
que, ao considerar o presente modelo com apenas um grau de liberdade, perdendo
a estabilidade em um plano que contém a coluna e uma das molas (Thompson &
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Hunt, 1984; Del Prado, 1999), tem-se, como em na coluna de Euler, uma
bifurcacdo simétrica estavel, ou seja, o caminho desacoplado aqui obtido é
estavel. Entretanto, a existéncia do acoplamento torna-o instavel. Isto mostra que
0 desconhecimento do acoplamento modal e sua ndo consideragdo na modelagem

podem levar a resultados erréneos e perigosos.

~B

(@) A=0.9 (b) A=125

Figura 3.3: Superficies de energia potencial total. Modelo de Augusti perfeito.

3.1.2.
Influéncia da Rigidez Relativa das Molas

Para demonstrar a influéncia da rigidez relativa das molas no modelo,
admite-se uma pequena diferenca entre as constantes de rigidez das duas molas,
ou seja, k; #k,. Na andlise estatica o que muda em relagdo ao modelo perfeito é
que o sistema passa a apresentar dois pontos de bifurcagdo distintos cujas cargas
criticas sdo dadas em (3.5). Neste caso é necesséria a introducdo de um novo

parametro, a saber: « =k, /k, . Dividindo as expressdes (3.2) do modelo perfeito

por Kk, , obtém-se as equagdes de equilibrio adimensionalizadas, a saber:

a6, - 2 cosé@;send, 0 (372)
J1-sen?6, —sen’6),
cosd,send,
0, ~4 ————=0 (3.7b)

J1-sen?6, —sen?6,
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Caminhos Pés-Criticos
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A Figura 3.4 mostra a solu¢do fundamental e os caminhos pés-criticos para

a=1.05 e a«=150. O caminho fundamental de equilibrio (6, =6, =0) para

0 <P < Pcr, e o trecho inicial do caminho pos-critico desacoplado associado a k,

sdo estaveis. Os demais caminhos pds-criticos sdo instaveis.
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Figura 3.4: Caminhos poés-criticos. Modelo de Augusti considerando a influéncia da

rigidez relativa das molas.

Observa-se, ainda, que os caminhos acoplados emergem de uma bifurcacéao
secundaria ao longo do caminho pds-critico e que os mesmos se afastam da
bifurcacdo primaria a medida que « aumenta, tornando o trecho inicial do
caminho pos-critico desacoplado associado a k, estavel até a intersegdo com tais
caminhos. Essa intersecdo é uma bifurcacdo do tipo subcritica e, por isso, 0
sistema apresenta ainda os quatro pontos de sela para carregamentos inferiores ao
critico, como no caso perfeito.

Mantendo k, constante e aumentando k,, « cresce e a carga de bifurcacéo
associada a k, aumenta, enquanto a carga critica associada a k, mantém-se

constante. Para um valor de « suficientemente grande, k;, grande, o sistema
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comporta-se como um sistema de um grau de liberdade com bifurcacdo simétrica
estavel.
Mostram-se na Figura 3.5 as projecdes em trés planos ortogonais da solugédo

fundamental e dos caminhos pds-criticos para 0s casos em estudo.
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Figura 3.5: Proje¢8es dos caminhos pos-criticos. Modelo de Augusti considerando a

influéncia da rigidez relativa das molas.

3.1.2.2.
Superficies de Energia

As curvas de nivel das superficies de energia potencial para a« =1.05 e
a =1.50, considerando 4 =0.9, sdo apresentadas na Figura 3.6. Verifica-se que o
aumento de « faz a curvatura no plano &, crescer, ou seja, quanto maior for a
magnitude de o, menor é a amplitude de oscilagdo na dire¢do 6&,. Porém, a
magnitude de « ndo interfere no plano 6,, como mostram as Figuras 3.7(a) e

3.7(b), onde sdo apresentadas diversas se¢bes das superficies de energia potencial.
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(@) a=1.05 (b) a=1.50
Figura 3.6: Superficies de energia potencial total para A= 0.9. Modelo de Augusti

considerando a influéncia da rigidez relativa das molas.
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Figura 3.7: Cortes nas superficies de energia potencial total para 4= 0.9. Modelo de

Augusti considerando a influéncia da rigidez relativa das molas.

3.1.3.
Modelo com Imperfeicdo Geométrica

Derivando a energia potencial total do modelo de Augusti com imperfeicéo

geométrica inicial, expressdo (2.12), em relagdo as coordenadas generalizadas 6,

e 0,, obtém-se o sistema de equagdes de equilibrio:

cosé;send,
J1-sen?6, —sen’s,

k1(01_¢1)_ Pl =0 (3.8a)

cosd,send,
J1-sen?6, —sen’s,

k2(6’2 _¢2)_ Pl

=0 (3.8b)
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Ao contrario do modelo perfeito, as equacdes (3.8) ndo admitem solucdo
trivial, 6, =0, =0, pois a coluna descarregada ja apresenta uma inclinacdo inicial.
Com isso, os caminhos ndo-lineares de equilibrio obtidos da solugdo de (3.8) sdo
em geral solugcdes ndo-lineares acopladas. Tém-se somente dois casos particulares

de solucdes desacopladas, que séo:

0,=¢,=0, 6, #¢4 #0=k(6,—¢)-Plsend, =0 (3.93)
0,=4,=0, 0,#¢p, #0=k,(0,—¢,)—Plsend, =0 (3.9b)

Admitindo que k, =k, =k e dividindo as expressdes (3.8) por k, obtém-se

as equac0es de equilibrio adimensionalizadas, ou seja:

cosd,send,
O —¢—1 L 1 =0
e \/1—sen2¢91—sen2¢92 (3102)
cosé.,sené
6, — ¢, — A =0 (3.10b)

\/1— sen’d, —sen’é,
onde A =P/Pcr, sendo Pcr a carga critica do sistema perfeito.

3.1.3.1.
Caminhos Nao-Lineares de Equilibrio

Inicialmente sdo apresentados nas Figuras 3.8 e 3.9 os caminhos n&o-

lineares de equilibrio para ¢ =1° e  =0°. Com esses parametros verifica-se que
¢ =1° e ¢,=0°, expressdes (2.2), ou seja, O sistema possui somente uma
inclinacdo inicial na direcdo de 6,. Para esse caso 0 sistema apresenta uma
equacao desacoplada no plano &, expressao (3.9a), que fornece um caminho néo-

linear desacoplado. O trecho inicial desse caminho, que margeia a solucao
fundamental do sistema perfeito, € estavel até a intersecdo com um dos caminhos
ndo-lineares acoplado. Os demais caminhos surgem devido ao acoplamento modal

e sdo todos instaveis.
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Figura 3.8: Caminhos néo-lineares de equilibrio para ¢=1° e w=0°. Modelo de Augusti

com imperfeicdo geométrica.

0 I 2 2 A 0 I 2 2 . 0 1
0, i, 0,

(a) Plano &x4 (b) Plano &xA (c) Plano 6,x6,

Figura 3.9: Projecdes dos caminhos ndo-lineares de equilibrio para ¢=1°e y=0°.

Modelo de Augusti com imperfei¢do geométrica.

Os caminhos ndo-lineares de equilibrio para ¢=1° com valores de
diferentes de zero (com excecao de y =90°,180°,270° pela simetria com y =0°),
a saber: y =15° e w =45°, sdo apresentados nas Figuras 3.10 e 3.11. Para
valores nédo-nulos de y o0 sistema ndo apresenta caminhos desacoplados. O

caminho que surge proximo ao ponto de equilibrio estatico do modelo perfeito
corresponde a configuracdo inicial descarregada, que se situa proximo a solucao
fundamental do sistema perfeito, € estavel até atingir um ponto de maximo

correspondente a carga limite, A4,., quando se torna instavel. A carga limite,

nesses casos, corresponde a uma bifurcacdo né-sela.
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Figura 3.10: Caminhos nao-lineares de equilibrio para ¢= 1°. Modelo de Augusti com

imperfeigcdo geométrica.
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Figura 3.11: Projecdes dos caminhos ndo-lineares de equilibrio para ¢= 1°. Modelo de

Augusti com imperfeicdo geométrica.
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Para todos esses casos, verifica-se que, se o sistema for carregado quase
estaticamente a partir de zero, os caminhos néo-lineares de equilibrio do sistema
imperfeito margeiam o caminho fundamental do sistema perfeito, apresentando
inicialmente pequenas deflexdes laterais. Porém, quando o valor da carga estatica
se aproxima do valor da carga critica do sistema perfeito, passa-se a ter grandes
deflexdes laterais. Ao se considerar uma imperfeicdo negativa, tem-se que 0S
resultados nada mais sdo que um espelhamento das respostas aqui apresentadas.

Na Figura 3.12 apresenta-se a variagcdo da carga limite (ponto de bifurcacéo)
com o aumento da magnitude da imperfeicdo geométrica, ¢, para diferentes
valores de . Tomando-se como referéncia a magnitude da carga critica do
sistema perfeito, A, =1.0, verifica-se que o aumento da imperfei¢do diminui a
capacidade de carga da estrutura e que esse efeito € maior quanto maior for v,
sendo que a maxima sensibilidade a imperfeicdes ocorre para w =45°, quando o

acoplamento modal é maximo.

w= 08
y=15°
y =307
y=45°

0.95 —

0.9 —

0.85 —

Llim (Pontos de Bifurcagio)

0.8 —

0.75 T 0 T T T T T T T
0 1 2 3 4 5
¢ (graus)

Figura 3.12: Variacéo da carga limite (ponto de bifurcagédo) com as grandezas que

definem a imperfeicdo, ¢ e w. Modelo de Augusti com imperfeicdo geométrica.

3.1.3.2.
Superficies de Energia

Mostram-se na Figura 3.13 as curvas de nivel das superficies de energia
potencial dos diferentes casos em estudo, para A =0.9. Constata-se que em todos

0S casos tem-se um ponto de minimo e quatro pontos de sela.
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Vale destacar que, na andlise dindmica, o sistema imperfeito ndo oscila em
torno da posigéo de equilibrio fundamental do modelo perfeito (6, =6, =0) e sim

dos pontos de minimos, que correspondem as posi¢BGes estaveis de equilibrio

estatico.
154 159 = . 154
L ©n T O T O
0.5 "p( Ps 7 s uﬂ";..\ 0.5 ._,ﬂ( s P5=g \-._ 0.5 ’ﬂr F '; Ps =
v @ g l . = Pai e T pMi
04 PMi (LA ¢ (i} 04 - J
051 \‘\ .l'ﬁ "”’ ;M t 05 Ps - :‘, ;;N’ D5 \w rs :-'“ p'#wr'
14 5 "i ; f a1 \ ? 1 % \ ol / ]
-5 ' ; y 15 : . ‘ ; 154, ' = ; y
1 1 0.5 1] 0.5 1 15 -L.5 -1 -0.5 1] 05 1 15 -1.5 -1 0.5 0 05 1 15
a1 a1 a1
(@) y=0° (b) y=15° (c) w=45°

Figura 3.13: Superficies de energia potencial total para 1=0.9 e ¢= 1°. Modelo de

Augusti com imperfeicdo geométrica.

3.2.
Modelo de Torre Estaiada

Na analise estatica apresentada a seguir mostra-se a influéncia dos
parametros do sistema e das imperfei¢cdes no comportamento da torre estaiada.

3.2.1.
Modelo Perfeito

Partindo da energia potencial total (2.22), considerando u,, =u,, =0, tem-

se a energia potencial total do modelo perfeito, a saber:

v :%kl(lﬁ—l,/Z—Zuz)z

+%k2[lx/§—l\/(5en,ﬁ—ul)2 +(cos B —u,)? +1—u,? —uzz]z

(3.11)

+%k3(|\/5— I\/(—sen,B—ul)2 +(cos f—u,)?+1-u’ —uzz)z

~Pl1—1-u/ —u,%)
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Seguindo Thompson & Gaspar (1977), admite-se que a rigidez da segunda e

terceira molas séo iguais, ou seja, k, =k, =uvK onde v é uma constante positiva,
e que a rigidez da primeira mola é dada por k, =(1-2v0)K. Assim, pode-se

reescrever (3.11) como:

v =%k1(|\/§—|4/2—2uz)Z
+%k2{(|\/§— Iy(senf —u,)? + (cos B —u,)? +1—u, —u,’ jz

(3.12)

+[I\/§— Iy(=senf —u,)? + (cos B —u,)? +1-u;’ —uzz)z}

—Pl@-+1-u—-u,%)

Derivando (3.12) em relacdo as coordenadas generalizadas u, e u,, obtém-

se as equacdes de equilibrio:

(\/E—\/(senﬁ—ul)2 +(cos f—u,)* +1-u,’ —uzz)

k,I? sin B
\/(senﬂ—ul)z +(cos f—u,)? +1-u’ —u,’
(ﬁ—\/(—senﬂ —u)?+(cos f—u,)? +1-u,’ —uzz) (3.13a)
\/(—senﬂ—ul)z +(cos f—u,)?+1-u’ -
_pl—— % _p
1-u’-u,’

(\/E—\/(sen/i’—ul)2 +(cos f—u,)? +1-u,’ —uzz)
\/(sen,b’—ul)z +(cos B—u,)? +1-u’ —u,’

k,I%cos B

(V2-f(-senp—u)? + (cos f-u,)? +1-u7 v, | (3.130)
\/(—sen,B—ul)?‘ +(cos f—u,)* +1-u," ~

klz(*/— o) o u
V2-2u, Ji

+



DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0611862/CB


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0611862/CB

68

Essas equacdes de equilibrio admitem a solucéo trivial:
u, =u, =0, para todo P (3.14)

que corresponde ao estado indeformado (solugdo fundamental de equilibrio).

Existe também a solucédo desacoplada (caminho secundario):

u =0 u,z0=

2k 1% cos 3 W2-y2-z,005p)] |, . W2-2-2,)
’ J2-2u,cos B ' 2-2u, (3.15)

=0

Pl

1-u,’

que descreve o0 caminho pos-critico do sistema desacoplado ao longo da
coordenada generalizada u,. O sistema ndo apresenta um caminho pos-critico
desacoplado ao longo da coordenada generalizada u, . Ha, ainda, as solu¢fes néo-
lineares acopladas que séo obtidas considerando-se u, #u, =0 em (3.13).

Derivando a energia potencial total (3.12) pela segunda vez e usando a

solucdo fundamental, u, =u, =0, chega-se as expressoes:

k,Isen?8 —P =0 (3.16a)

%kll +k,lcos? B—P =0 (3.16b)

onde (3.16a) é a expressao obtida derivando a energia potencial duas vezes em

relacdo a coordenada generalizada u, e (3.16b) é a expressdo obtida derivando a
energia potencial duas vezes em relagéo a coordenada generalizada u,. As outras

derivadas segundas séo nulas.

A partir das equacdes (3.16), tem-se que as cargas criticas séo dadas por:

Pcr, = k,lsen’ (3.17a)
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1 2
Pcr, = Ekll +k,lcos® g (3.17b)

Para que Pcr; = Pcr,, considera-se k, =uK e k; =(1-2v)K, obtendo-se a

partir de (3.17):

1
V" den (8.18)
Kl
Pcr = v (3.18b)

Como (1-2v) ndo pode ser uma quantidade negativa, deve-se respeitar a

seguinte restricdo (Thompson & Gaspar, 1977):

45° < B <135° (3.19)

" Homeoclinal
128°

Anticlinal

y ; 90°
Monoclinal
// Homeoclinal

(a) Vista superior do modelo (b) Variacao de g

Figura 3.14: Comportamento do modelo de torre estaiada em funcéo do angulo g
(Thompson & Gaspar, 1977).

Segundo Thompson & Gaspar (1977) e Thompson & Hunt (1984), este

sistema exibe diferentes tipos de comportamento em funcdo do angulo f. Nesse

contexto, através dos estudos das terceiras e quartas derivadas da energia
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potencial total, apresentados naqueles trabalhos, pode-se concluir que o modelo
possui trés comportamentos distintos, como ilustra a Figura 3.14. Para
45°< f<64° e 128°< [ <135°, tem-se equagdes diferenciais parciais
hiperbolicas (caso homeoclinal), para 64° <  <90°, tem-se equacdes diferenciais
parciais hiperbdlicas (caso monoclinal) e para 90° < £ <128°, tem-se equacgdes
diferenciais parciais elipticas (caso anticlinal).

Dividindo as equacOes (3.13) por Pcr e utilizando as expressoes (3.18a),

k, =0K e k, =(1—-20)K, obtém-se as equacdes de equilibrio adimensionais:

1 (\/E—\/(senﬂ—ul)z +(cos B—u,)? +1—-u’ —uzz)

senf \/(senﬂ—ul)z +(cos f—u,)? +1-u’ —u,’

(\/E —\/(—senﬂ —uy)® +(cos f—u,)* +1-u,” - “22) (3.20a)

\/(—sen,B— u)?+(cos f-u,)? +1-u’—u,’

cos 3 [x/i—\/(senﬂ—ul)2 +(cos B—u,)? +1-u,’ —uzz)

sen’f \/(senﬂ—ul)z +(cos B —u,)? +1—ul2 —U22

(ﬁ—\/(—senﬁ— uy)® +(cos B—u,)® +1-u,’ _Uzz) (3.20D)

\/(—senﬂ—ul)z +(cosf—u,)?+1-u’ —u,’

JAle-2ma) 2 (2-e-au) o, .

J2-2u,  sen’B J2-au, T

+

onde A =P/Pcr.

3.2.1.1.
Caminhos Pés-Criticos

Com base na formulacdo anterior, obtém-se a solugdo fundamental e os
caminhos pos-criticos do segundo modelo para os trés casos destacados

(monoclinal, homeoclinal e anticlinal).
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O comportamento monoclinal € ilustrado nas Figuras 3.15 e 3.16

considerando g =75°. Verifica-se que a solucdo fundamental de equilibrio é

estavel até a carga critica estatica (A, =1.0), e que o caminho pos-critico

desacoplado ao longo da coordenada generalizada u, é instavel. Neste caso o

sistema ndo apresenta as solugcbes pds-criticas acopladas.

/ e S
. Desacoplado
’
1
L}
1
L
s/.‘ -
Fundamental
/':"T'..
: T Tf' l ﬂj
T e
NS @ I oW

Figura 3.15: Caminhos pés-criticos para = 75° - caso monoclinal. Modelo de torre

estaiada perfeito.

i Desacoplado
i

04
Fundamental

-1 1]
n

(a) Plano u;xA4

‘
Desacoplado ¢

Fundamental

-12 -0.% -0.4 1] 04 [ 12
us

(b) Plano u,xA

| Desacoplado
'

o 1
uy

(c) Plano u;xu,

Figura 3.16: Projecdes dos caminhos pds-criticos para = 75° - caso monoclinal. Modelo

de torre estaiada perfeito.
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3.2.1.1.2.
Comportamento Homeoclinal

As Figuras 3.17 e 3.18 mostram o comportamento do sistema considerando

0 caso homeoclinal (f#=50°). Para essa configuracdo, 0 sistema apresenta a

solucdo fundamental estdvel no trecho O0<P <Pcr. A solucdo pOs-critica
desacoplada ¢ estavel entre o ponto de bifurcacdo correspondente a carga critica e
a bifurcacdo né-sela que corresponde a um ponto limite de carregamento, sendo 0s
outros trechos instaveis. As duas solugdes pos-criticas acopladas sdo simétricas e

instaveis.

/ Ty =
/'.' h =
2 o ,./
Ls
Ao
05 |
i ,/. _.;:1-.
0 -_(|:'-/ lrj
T
T
-1,
¥ g

Figura 3.17: Caminhos pés-criticos para f=50° - caso homeoclinal. Modelo de torre

estaiada perfeito.

%, Acoplado Acoplado ¢ | Acoplado Desacoplado
. ) ;! P
. / :
K K _f L
~, ’ 4 .
*\, Desacoplado ¢ . G -
4 047 Acoplada™. +"Acoplado
1 r 1 | - -
L
o - A us 0
0.8 . 0.8
A4
04 P’ 04 K 05—
/ g % i
Fundamental
L] o -2
-0.8 -0.4 o 04 0 -12 0.8 0.4 o 04 08 12 -0.8 -04 o 04 nE
uy sy uy
(a) Plano u;xA4 (b) Plano u,xA (c) Plano u;xu,

Figura 3.18: Projecdes dos caminhos poés-criticos para = 50° - caso homeoclinal.

Modelo de torre estaiada perfeito.
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3.2.1.1.3.
Comportamento Anticlinal

Na Figura 3.19 apresentam-se 0s caminhos pos-criticos para 0 caso
anticlinal, adota-se £ =120°. O caminho fundamental de equilibrio é estavel no
trecho 0<P <Pcr e, devido ao acoplamento modal, todos os caminhos pds-

criticos sdo instaveis. A Figura 3.20 mostra os caminhos pos-criticos projetados

em trés planos ortogonais.

- T —
_./‘ -
../.. T
pa T
g
,-/"
2 , Acoplado
'
Acoplado :
5] ' 1 . Desacoplado
§
o §
- .-
Ao L 2 I -
l,./" = .
pE :
05 S (e
-~ ! e
- 1 —
- Fundamental 1
0-L AT P
™ .:"T 1
T gy
Ls T A I0
-1 @ T A
.5 0 ™ A ’ﬁj
T~
05 ™ s
v 1514

Figura 3.19: Caminhos pds-criticos para = 120° - caso anticlinal. Modelo de torre

estaiada perfeito.

Desacoplada
'
co] IJun.'v;:\pI.'uJ.n ied Acoplado Desacoplado 0.8
k. Acoplado H Acoplado 4 \ /!
I 1 g | 5 | Acoplado Acoplado |
WL - \ Lo et -t
1 1 03 s -
Tl T us 0 A
A e 2 A I\ I
08 o T 0.8 o N\ |
3 % o ' 04—, -
\
04 04 ] .1, 05—
Fundamental Fundamental
L] o T -2
08 -0.4 0 04 08 -12 -8 -0.4 0 0.4 08 12 -08 04 0 04 08
uy uy n
(a) Plano u;xA4 (b) Plano ux4 (c) Plano u;xu,

Figura 3.20: Projec¢des dos caminhos pés-criticos para 8= 120° - caso anticlinal. Modelo

de torre estaiada perfeito.
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3.2.1.2.
Superficies de Energia

As superficies de energia apresentadas a seguir sdo obtidas diretamente do
funcional de energia potencial total do modelo, equacdo (3.11) e estdo de acordo
com aquelas apresentadas por EI Naschie (1990) para estas superficies de

catastrofe.

3.2.1.2.1.
Comportamento Monoclinal

Apresentam-se na Figuras 3.21 as superficies de energia potencial para o

caso monoclinal com g =75°, considerando A =0.7 e 1 =1.25.

N
B s s
A S s s S \|
oo N Y
. S o
1
)
-

T

e
= SSST s e e e
S
e
-“ "-

e

P
=S i

n,
T P

(@) A=0.7 (b) 1=125

Figura 3.21: Superficies de energia potencial total para S= 75° - caso monoclinal. Modelo

de torre estaiada perfeito.

Observa-se na Figura 3.21(a) que, para niveis de carregamento inferiores a
carga critica estética, a superficie de energia apresenta um ponto de minimo, que é
correspondente a solugdo fundamental (PMi), e um ponto de sela correspondente a
solucdo desacoplada (PS). Verifica-se, como no primeiro modelo, que, em virtude

das solucBes pds-criticas instaveis para A4 < 4,

o EXiste a possibilidade de perda de
estabilidade para cargas inferiores a carga critica quando as perturbac@es excedem
os limites do vale potencial pré-critico. Para cargas estaticas superiores a carga
critica, Figura 3.21(b), nota-se a existéncia de um ponto de maximo, dado pela

solucé@o fundamental de equilibrio (PMa) e um ponto de sela (PS).
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3.2.1.2.2.
Comportamento Homeoclinal

As superficies de energia potencial total para o caso homeoclinal, g =50°,

considerando 4 =0.7 e 4 =1.25, sdo apresentadas na Figura 3.22.

o
e e T
e e W

-

=

e o S - o

S esesses e ses e s SR
S SIS SO S

4 T

¢ S S TR

(@) 1=0.7 (b) A=1.25
Figura 3.22: Superficies de energia potencial total para f= 50° - caso homeoclinal.

Modelo de torre estaiada perfeito.

Verifica-se que, para carga inferiores a carga critica, a superficie de energia
exibe um ponto de minimo correspondente a solucdo fundamental de equilibrio
(PMi), um ponto de méximo referente a solucdo desacoplada (PMa) e dois pontos
de sela correspondentes as solucdes acopladas (PS). Para cargas inferiores a carga
critica existe a possibilidade de perda de estabilidade desde que as perturbacfes
excedam os limites do vale potencial pré-critico, cuja fronteira é limitada pelos
dois pontos de sela. Para carregamentos superiores a carga critica o sistema
apresenta um ponto de méaximo, correspondente a solucdo fundamental de
equilibrio (PMa), um ponto de minimo referente a solucdo desacoplada (PMi) e
trés pontos de sela, um relativo a solucdo desacoplada e dois relativos as solucdes

acopladas (PS).
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3.2.1.2.3.
Comportamento Anticlinal

A Figura 3.23 mostra as superficies de energia potencial para o caso
anticlinal com £ =120°, considerando A =0.7 e 1 =1.25.

(@) A=0.7 (b) A=125

Figura 3.23: Superficies de energia potencial total para g= 120° - caso anticlinal. Modelo

de torre estaiada perfeito.

Constata-se na Figura 3.23(a) que, para niveis de carregamentos inferiores
ao critico, a superficie de energia exibe um ponto de minimo correspondente a
solucdo fundamental de equilibrio (PMi) e trés pontos de sela, um corresponde a
solucdo desacoplada e dois relativos as solugbes acopladas (PS). Nota-se que,
novamente, para as cargas inferiores a carga critica existe a possibilidade de perda
de estabilidade desde que as perturbacfes excedam os limites da regido em torno
da configuracdo fundamental limitada pelos trés pontos de sela. A Figura 3.23(b)
mostra a superficie da energia potencial total considerando A =1.25, portanto
para uma carga superior a carga critica. Nota-se neste caso a existéncia de um
ponto de méximo (PMa), correspondente & solucdo fundamental de equilibrio -

que se tornou instavel - e trés pontos de sela (PS).

3.2.2.
Influéncia da Rigidez Relativa das Molas

Admite-se neste caso uma pequena diferenga entre as constantes de rigidez

k, e k,, ou seja, k, #k, (Pcr, # Pcr,), para demonstrar a influéncia da rigidez
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relativa das molas. Na analise estatica 0 que muda em relacdo ao modelo perfeito
€ que o sistema passa a apresentar dois pontos de bifurcacdo. Essa situacao

somente é valida para £ =120°. Assim € necessaria a introducdo de um novo
parametro, o, para expressar a diferenca entre as constantes das molas, k; e Kk,
(considera-se k, =k,). Esse pardmetro é introduzido no sistema através da

grandeza:

(24

U= Jsen’p (3.21)

Assim, pode-se obter as cargas criticas associadas ao sistema com S =120°,

a saber:

Pcr, =a— (3.222)

Per, =(2—a)— (3.22b)

Por fim, tem-se que as equacdes de equilibrio adimensionalizadas em

funcdo da carga critica do modelo perfeito tomam a forma:

(24

[x/i—\/(senﬂ—ul)2 +(cos B—u,)? +1-u,’ —uzz)

senf \/(senﬂ—ul)z +(cos f—u,)? +1-u,’ —u,’

(ﬁ—\/(—senﬂ —u,)? +(cos f—-u,)* +1-u,” — uzz) (3.23a)
) \/(—senﬁ—ul)z +(cos f—u,)?+1-u’ —u,’
-2 Y, =0

1-u’-u,’
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o cos B (ﬁ_\/(se”ﬂ—ul)z +(cos B—u,)* +1-u,” —Uzzj

sen’p \/(senﬂ—ul)z +(cos B —U,)? +1—u12 —U22

[ﬁ—\/(—senﬁ— uy)® +(cos B —u,)® +1-u,’ _Uzz) (3.23h)

\/(—senﬂ—ul)z +(cos f—u,)? +1-u’ —u,’

+4(\/§—1/2—2u2)_ 20 (ﬁ—\/Z—ZUz)_ﬂ Uz -0

J2-2u, sen’f \2-2u, Jl_ u? —u,?

+

3.2.2.1.
Caminhos Pés-Criticos

As Figuras 3.24 e 3.25 mostram o caminho fundamental e os caminhos pos-
criticos para @ =0.76 e a=1.24, considerando £ =120°. Para a <1, tem-se
que o caminho fundamental é estavel para 0 <P < Pcr, e que os caminhos pos-
criticos sdo todos instaveis, Figura 3.24(a). Para « >1, verifica-se que a solucao
fundamental no trecho 0<P <Pcr, e o caminho pos-critico associado a k;

(solucdo desacoplada), até a intersecdo com um dos caminhos acoplados, séo

estaveis, Figura 3.24(b). Sendo que as solucbes pods-criticas acopladas sdo

Instavels.
. ) '
S Desacoplado 5 5
* Acoplado i
% 1
o
Ls L s ::'
Acoplado ‘:,:' -
N “a ;
L i A '
!" L \“ Acoplado
i » e
05 e l' = 05 _
p N e
. 4 .
1
* 1
1 | Fundamental : - A
o o ¥ 01~ Fundamental 1
= T o 1
s | T T Ls 1 el T
4 T 2T 1 4 T A
.5 0 B LA A 5 53 0 T ,.___[_‘. o
05 II by Lo 05 Rl u,
Uz Lsié uz Lsi
(@) a=0.76 (b) a=1.24

Figura 3.24: Caminhos pds-criticos para £= 120° - caso anticlinal. Modelo de torre

estaiada considerando a influéncia da rigidez relativa das molas.
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(b) a=1.24

Figura 3.25: Projecdes dos caminhos pés-criticos para f= 120° - caso anticlinal. Modelo

de torre estaiada considerando a influéncia da rigidez relativa das molas.

3.2.2.2.
Superficies de Energia

Apresentam-se na Figura 3.26 as curvas de nivel das superficies de energia

potencial para & =0.76 e a =1.24, considera-se 1 =0.7 e f=120°. Observa-se
gue em ambos 0s casos 0 sistema apresenta, como no modelo perfeito, um ponto
de minimo, referente & solu¢do fundamental, e trés pontos de sela, referentes a
solucdo desacoplada e as solugdes acopladas.

Quando a rigidez relativa das molas, «, diminui gradativamente, as
oscilagdes véao se restringindo a diregéo de eixo u, (plano u, xdu,/dt), pois a
rigidez da mola k; que esta localizada no eixo u, (plano u, xdu,/dt) aumenta.
Verifica-se exatamente o contrario quando a rigidez relativa das molas aumenta,
ou seja, as oscilagdes se restringem ao eixo u,, pois k;, diminui, e k, e k,

aumentam.
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u?

-0.8 06 04 -02 0 02 04 06 08 -0.8 -0.6 04 -02 0 02 04 06 08

ul ul
(@) a=0.76 (b) a=1.24

Figura 3.26: Superficies de energia potencial total para 1=0.7 e f=120° - caso anticlinal.

Modelo de torre estaiada considerando a influéncia da rigidez relativa das molas.

3.2.3.

Modelo com Imperfeicdo Geométrica

Partindo da expressdo (2.22), que representa a energia potencial total da

torre estaiada com imperfeicdo geométrica, e derivando em funcdo das

coordenadas generalizadas, u, e u,, obtém-se o seguinte sistema de equacdes de

equilibrio:

k. 2senﬂ[{(\/(senﬂ —Uy)2 +(COS B—Uy)? +1—Uy” — Uy,

—\J(sen—u,)? + (cos S —u,)? +1-u,? —uzzj/
JsenB —u,)? +(cos B —u,)? +1-u’ —u,”

- {(\/(_Senﬂ ~Uyg)® +(COS B~ Uy )* +1~ u102 - u202 (3.24a)

—\/(—sen,ﬁ’—ul)2 +(cos f—u,)? +1-u,’ —uzz)/
\/(—sen,b’—ul)z +(cos f-u,)? +1-u’ —u,’ ﬂ

_p|#:0

J1-u’-u,’
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k,I? cos,b’H(\/(sen,[}—ulo)2 +(COS B — Uy )2 +1—Uyp” —Uyy

—y(senB—u,)? +(cos f—u,)? +1-u,> —u,? j/
JsenB—u,)? +(cos f—u,)? +1-u,2 —u,?

+{(\/(—5enﬂ—um)2 +(COS B —Uy)? +1—U,,° — Uy,

(3.24b)

—\/(—senﬂ—ul)2 +(cos B—u,)? +1-u,” —u,’ j/
\/(—senﬂ—ul)z +(cos B—u,)? +1-u,’ —u,’ ﬂ

o (J2=2u, -y2-2u,)

u
Pl 2 =0
V2-2u, J1-u’®-u)’

As equacdes (3.24) ndo mais admitem solucéo trivial (u, =u, =0). As
solugdes ndo-lineares sdo usualmente acopladas, com excecdo do seguinte caso

particular:

U =Uy,=0, U,#U,=#0=

21 cos 5 (\/2—2u20cosﬂ—¢2—2u2cos,b’)
’ \J2—2u,cosf
+|(llz(Jz—zuzo —Jz—zuz)_PI u

\/2_2u2 \/1—u22

(3.25)

Por fim, podem-se obter as equagdes de equilibrio adimensionais, que séo

utilizadas no decorrer da analise estatica. Lembrando que k,=uK e

k, =(1—20)K , tem-se:
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L‘:{(\/(Senﬂ - u10)2 +(cos B - uzo)2 +1- u102 - u202

senp

—\/(sen,b’—ul)2 +(cosf-u,)? +1-u’ —u,’ j/
\/(sen,b’—ul)z +(cosf—u,)? +1-u’ —u,’

B {(\/(—Senﬂ - u10)2 +(cos S - uzo)2 +1- u102 h U202 (3.262)

_\/(—senﬂ—ul)2 +(cos f—u,)? +1-u,’ —uzzj/
\/(—sen,b’—ul)z +(cos S —u,)? +1-u,’ —uzzﬂ

g% _9

1-u’-u,’

cos
sen’p

—\J(senB —u,)? + (cos B —u,)? +1-u,” —uzz)/
JsenB —u,)? +(cos B -u,)? +1-u’ —u,”

+ {[\/(_Senﬂ —Uy)” +(COS B — Uy ) +1— u102 - u202

|:{[\/(5enﬂ - u10)2 + (COSﬂ - U20)2 +1- u102 - uzo2

—J(=senB —u,) + (cos S —u,)’ +1-u’ —u,? )/ (3.26Db)
\/(—senﬂ—ul)z +(cos f—u,)? +1-u’ —u,’ ﬂ

+4<\/2—2u20—\/2—2u2)_ 2 (y2-2up, —y2-2u,)
\J2-2u, sen’p \2-2u,

onde A =P/Pcr e Pcr representa a carga critica do sistema perfeito.

3.2.3.1.
Caminhos Nao-Lineares de Equilibrio

Sdo apresentados nas Figuras 3.27 e 3.28 os caminhos ndo-lineares de

equilibrio considerando ¢ =1° com y =0° e w =90° (5 =120°).
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Figura 3.27: Caminhos ndo-lineares de equilibrio para ¢=1° e f=120° - caso anticlinal.

Modelo de torre estaiada com imperfeicdo geométrica.
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Figura 3.28: Projecdes dos caminhos néo-lineares de equilibrio para ¢=1° e f=120° -
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caso anticlinal. Modelo de torre estaiada com imperfeigcdo geométrica.
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Nos caminhos ndo-lineares para y =0° observa-se que o trecho inicial do
caminho n&o-linear acoplado mais proximo a solugdo fundamental do sistema

perfeito é estavel até atingir uma carga limite, A, (ponto de maximo

lim
correspondente a carga limite - bifurcacdo nd-sela). Os demais caminhos néo-
lineares acoplados sdo todos instaveis. Situacao similar é encontrada para todos 0s

valores y, com excec¢do de dois casos, a saber: w =90° e  =180°.
Para w =90°, o sistema apresenta uma equacdo desacoplada ao longo do
eixo u,, expressdo (3.25), que fornece um caminho ndo-linear desacoplado. O

trecho inicial desse caminho, que margeia a solugdo fundamental do sistema
perfeito, é estavel até a intersecdo com um dos caminhos acoplados (bifurcacdo
subcritica). Os caminhos acoplados sdo todos instaveis.

Na Figura 3.29 apresenta-se a variacdo da carga limite (A4, ) com o

lim
aumento da magnitude da imperfeicdo geométrica, para diferentes valores de y .
Tomando-se como referéncia a carga critica do sistema perfeito, A, =1.0,
verifica-se que o aumento da imperfeicdo leva a uma perda da capacidade de

carga e que a maior sensibilidade a imperfei¢fes ocorre para y = 45° .

095 —

0.9 —

0.85 —

Lim (Pontos de Bifurcagio)

0.65 T | T | T I T T T
0 1 2 3 4 5
¢ (graus)

Figura 3.29: Variacdo da carga limite (ponto de bifurcacdo) com as grandezas que
definem a imperfeicdo, g¢e y, para S=120° - caso anticlinal. Modelo de torre estaiada

com imperfeicdo geométrica.
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3.2.3.2.
Superficies de Energia

A Figura 3.30 mostra as curvas de nivel das superficies de energia potencial
para ¢=1° com w =0° e w =90°, considerando 4 =0.7 e £ =120°. Verifica-

se que em todos 0s casos tem-se um ponto de minimo e trés pontos de sela.

u? u?

-0.8 06 04 -02 0 02 04 06 08 -0.8 06 04 -02 0 02 04 06 08

ul ul
(@ y=0° (b) y=90°

Figura 3.30: Superficies de energia potencial total para ¢=1°, 1=0.7 e = 120° - caso

anticlinal. Modelo de torre estaiada com imperfeicdo geométrica.
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