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Formulacédo do Problema

2.1.
Modelo de Augusti

O primeiro modelo a ser analisado é classicamente conhecido como
“Modelo de Augusti”, Augusti (1964). Na literatura encontram-se diversos
estudos sobre a estabilidade do modelo de Augusti sob carga estatica vertical,
dentre estes se destacam Croll & Walker (1972), Pignataro et al. (1991), Bazant &
Cedolin (1991), Del Prado (1999) e Raftoyiannis & Kounadis (2000). A Figura

2.1 apresenta 0 modelo de Augusti e as variaveis que o caracterizam.

V<

Vb (t)

Do)

(a) Modelo indeformado (b) Modelo deformado

Figura 2.1: Modelo de Augusti.

O modelo é constituido de uma barra rigida rotulada na extremidade inferior
e livre na extremidade superior, com os deslocamentos laterais restritos por duas
molas lineares rotacionais que se encontram inicialmente em dois planos
perpendiculares e giram com a prépria barra. A estrutura estd submetida a uma

excitagdo harmonica de base, D, (t), cuja dire¢éo é definida por um angulo ¢, a

partir do eixo x. O deslocamento imposto na excitagdo de base D,(t) é
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decomposto em duas componentes, u,(t) na direcdo x e v, (t) na dire¢éo y. A

extremidade superior possui uma massa concentrada que representa um
carregamento axial vertical.

Na Figura 2.1 | é o comprimento da barra, m é a massa concentrada na
extremidade livre da barra, k; e k, sdo os coeficientes de rigidez das molas,
respectivamente nos planos xxz e yxz, e 6, e 6, representam as rotagoes
impostas nas molas, k; e k,, formando o complemento dos cossenos diretores,
sendo este os dois graus de liberdade do sistema, A é o deslocamento vertical do

topo da barra e ¢, ¢, € @5 sdo os angulos formados entre a coluna em uma

posicdo arbitraria e, respectivamente, 0s eixos x, y e z.

X

(a) Configuracao inicial indeformada (b) Configuracao final deformada

Figura 2.2: Modelo de Augusti imperfeito.

Considera-se, ainda, na formulacdo do problema a influéncia da rigidez
relativa das molas e a possivel existéncia de imperfeicbes geométricas. Com a
introdugdo da imperfeicdo geométrica a configuracdo inicial indeformada do
sistema é definida pelos &ngulos ¢ e v, onde ¢ representa a inclinacdo da barra
e v € o angulo no plano xxy que define a direcdo da projecdo da coluna
imperfeita neste plano, como mostra a Figura 2.2(a). A configuracdo final

deformada é apresentada na Figura 2.2(b). Os angulos ¢, e ¢, séo as parcelas da

imperfeicdo geométrica, respectivamente nas diregdes dos graus de liberdade 6, e
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6,. Os angulos y, e y, representam respectivamente as deformagdes das molas

nas diregdes 6, e 6,.

A partir das Figuras 2.1 e 2.2, pode-se escrever que:

Oy =0+y, 0= +y,0,=9,+7,

e, observando a Figura 2.2(a), tem-se as relagdes geomeétricas:

lcosg,, =lsengcosy > ¢, = arccos(sengcosy )
lcosg,, =lIsengseny > g,, = arccos(sengsiny )

T

& =E_¢1o
T
b, =E_(P20

2.1.1.
Energia Cinética

A energia cinética devida & massa concentrada é dada por:

T :%m(x2 +y2+122)

(2.1a, b, ¢)

(2.2a)
(2.2b)

(2.2c)

(2.2d)

(2.3)

onde x, y e z sdo as componentes de velocidade referentes aos deslocamentos

X,y ez damassam.

Da Figura 2.1(b), tem que os deslocamentos de m séo:

x=Icose, +u,, y=Ilcose, +Vv,, z=I1cosgp,

(2.4a, b, ¢)

Para representar o sistema com apenas dois graus de liberdade é necessario

expressar z em fungdo de ¢, e ¢,. Nesse contexto, sabe-se que a relagdo

trigonométrica entre os cossenos diretores, @, @, € @5, €:
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cos® @, +cos® @, +cos® @, =1 (2.5)

e, consequentemente, tem-se:

z=1,/1-cos? , —cos? g, (2.6)

Analisando a Figura 2.1(b), observa-se que:

s T
§01:E_91:¢2:E_‘92 (2.7a, b)

Assim, tem-se que os deslocamentos da massa m sao dados por:

X =lsené, +u, (2.8a)
y =lsené, +v, (2.8b)
z =1,/1-sen?g, —sen?6, (2.8c)

Por fim, derivando (2.8) em relacdo ao tempo e substituindo estas
componentes de velocidades na expressao (2.3), obtém-se a energia cinética em

termos dos graus de liberdade 6, e 6,:

T :%m((lél cosé, +U,)% + (16, cos8, +V, )
(2.9)

N 2(91 cosé,send, + 6, cosb,send, )2
cos’ g, +cos* 6, -1

2.1.2.
Energia Potencial Total

A energia potencial total é dada pela soma da parcela da energia interna de
deformacéo e a parcela do potencial gravitacional das cargas externas.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0611862/CB


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0611862/CB

47

Considerando a coluna imperfeita e utilizando as expressdes (2.1), tem-se
que a parcela da energia interna de deformacdo, U, e a parcela do potencial

gravitacional das cargas externas, L, sdo:

U :%kl(@l —4) +%k2(92 ~9,) (2.10a)

I—p = PAf (210b)

onde P € o peso da massa concentrada, P=mg, e g €é a aceleracdo da
gravidade.

A variavel A, representa o deslocamento vertical da carga na coluna

imperfeita e pode ser calculado como a diferenca entre o deslocamento vertical
total de m medido em relacdo a configuracdo indeformada da coluna perfeita

(posicdo de referéncia), A, e o deslocamento vertical de m, A,, devido a

imperfeicdo geométrica, isto é, A, = A—A, . Estas parcelas séo dadas por:

A=1-z=1-I,1-sen’d, —sen?6, (2.11a)

A =1 —1,/1—sen?p —sen’y, (2.11b)

Assim, a energia potencial total do sistema imperfeito pode ser escrita em

termos dos graus de liberdade &, e 6, como:

1 1
V:U_Lp:§k1(01_¢1)2+5k2(‘92_¢2)2 (2.12)

—~ PI(\/l—senzgé1 —sen’g, — \/1—sen2¢91 —sen’d, )

2.1.3.
Amortecimento

O amortecimento esta presente em todos os sistemas dindmicos. Entretanto
é dificil a descricdo real da forca de amortecimento, embora seja possivel a

admissdo de modelos ideais de amortecimento, que muitas vezes resultam em
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prognosticos satisfatorios da resposta. Dentre esses modelos, a forca de
amortecimento viscoso, proporcional a velocidade do sistema, conduz a um
tratamento matematico simples. A presenca do agente amortecedor muda as
caracteristicas do movimento, passando-se a ter um movimento amortecido ou até
sem caréater oscilatorio.

Para se considerar o amortecimento, adiciona-se ao funcional de energia a

parcela de trabalho das for¢as ndo-conservativas:

1., 1.
E= Eclef +EC2‘922 (2.13)

onde C; séo os parametros de amortecimento que podem ser expressos em termos
das taxas de amortecimento, &, e das freqliéncias naturais do modelo, @,

(Meirovitch, 1975).

Considerando um sistema em vibracéo livre, os valores de & determinam o
carater oscilatorio do sistema. Se os parametros & <1.0 tém-se um movimento
oscilatorio subamortecido, quando & >1.0 o movimento e superamortecido. Para

& =1.0 tem-se o caso critico.

2.1.4.
Funcéo de Lagrange

Com base nas expressdes da energia cinética (2.9), da energia potencial total
(2.12) e do amortecimento (2.13), tem-se que a funcao de Lagrange do modelo de

Augusti, L=T + E -V, é dada por:

L =%m((l6'?1 cosé, +u,)? + (16, cos6, +V,)*

o[ A . 2
. | (91 cos 91529” 6, + 922005 6,sen 92) N 1 C.o7 + 1 C,0,2
cos® 6, +cos? 0, —1 2 2 (2.14)
1 1
_Ekl(el _¢1)2 _Ekz(gz _¢2)2

+ PI(\/l—senij1 —sen’g, —/1-sen’6, —sen’o, )
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2.1.5.
Equacdes de Movimento

As equacbes de movimento sdo obtidas derivando-se a equacao diferencial
de Euler-Lagrange que, em termos de um conjunto de coordenadas generalizadas

q; (6, e 6,), séo dadas por:

dam _am, av) , aE) _,
dt oq, oq; oq; aq;

(2.15)

2.2.
Modelo de Torre Estaiada

O segundo modelo analisado nesta tese € um sistema simplificado de torre
estaiada. O seu comportamento estatico foi estudado em detalhes por Thompson e
colaboradores (ver, por exemplo, Thompson & Gaspar, 1977; Thompson & Hunt,
1984; Thompson & Stewart, 1987).

O modelo e as variaveis que o caracterizam sdo apresentados na Figura 2.3.

Figura 2.3: Modelo simplificado de torre estaiada.

O modelo é constituido por uma barra rigida rotulada na extremidade

inferior e livre na extremidade superior, sendo que na extremidade superior é
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aplicada uma carga axial vertical representada pelo peso da massa concentrada,
m. Os deslocamentos laterais estdo restritos por trés molas lineares, inclinadas

inicialmente a 45°. A primeira mola, de rigidez k,, localiza-se no plano yxz,
enquanto as demais, k, e k;, estdo localizadas simetricamente em rela¢éo ao eixo

y , sendo suas posic¢des definidas pelo angulo 2.

Como no modelo de Augusti, Figura 2.1(b), o presente modelo esta sob a
acdo de uma excitagdo harmonica de base D, (t). Os angulos 6, e 6, representam
os complementos dos cossenos diretores e A é o deslocamento vertical do topo da
barra. ¢, ¢, e @; séo os angulos entre a coluna inclinada e, respectivamente, os
eixos X, y e z.

No presente modelo sdo utilizadas as mesmas relacbes geomeétricas
derivadas para o modelo de Augusti, pois, como se observa nas Figuras 2.1(a) e
2.3, tem-se para os dois modelos 0 mesmo sistema de referéncia. Assim, as
expressdes (2.1) e (2.2) sdo usadas para a introdugdo da imperfeicdo geometrica

na formulacéo.

2.2.1.
Energia Cinética

A energia cinética do segundo modelo é dada pela expressdo (2.3).

Observando a Figura 2.1(b), pode-se verificar que os deslocamentos da massa m

Sao:

X =lsené, +u, =lu, +u, (2.16a)

y=lsend, +v, =lu, +v, (2.16b)

z =1\/1-sen?g, —sen6, = I\1-u’ —u,’ (2.16¢)

onde considera-se, para simplificacdo, as variaveis auxiliares u, =send, e
u, =send,, que sao adotadas como os graus de liberdade do segundo modelo.

Derivando (2.16) com relacdo ao tempo e substituindo as componentes de
velocidades em (2.3), obtém-se a energia cinética em termos dos graus de

liberdade u, e u,:
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. . 2
T zlm((ml 1U,)2 + (I, )% — ('ulljl * '“22“2) ] 2.17)
2 u”+u, -1

2.2.2.
Energia Potencial Total
Com o auxilio das expressdes (2.1), tem-se que a energia interna de

deformagdo, U, e o potencial gravitacional das cargas externas, L, sdo dadas

por:

U= %klAle +%k2AL22 Jr%kg,ALa2 (2.18a)

Lp = PAf (218b)

onde A.,, A, e A, representam a variagdo de comprimento das molase A éa

diferenca entre o deslocamento vertical total de m medido em relacdo a
configuracdo indeformada da coluna perfeita (posicdo de referéncia), A, e o

deslocamento vertical de m, A,, devido a imperfeicdo geométrica, isto é,
A, =A-A,.

A variagdo de comprimento das molas, A.,, A, € A ,, € 0 deslocamento

L1

vertical da massa m, A, sdo dados, com base na Figura 2.2, por:

AL, - 122, - 122, (2199
AL, = |\/(sen,b’— Uyg)® +(COS B —Upy)* +1 Uy, Uy, (2.19Db)
1
~1y(sen8 —u,)? + (cos S —,)* +1-u” ~u,’
= Wseng v eos ) T
.19C
SN (T, ey R TN
Ay =A-Ay D> A=l-l1-u’—u,” e
(2.19d)

2 2
Ay =1-1yl-u,” —uy
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onde

U, =seng, = sen(% - coloj (2.20a)

U,, =Seng, = sen(% - (020) (2.20Db)

Assim, a energia potencial total do sistema, V =U — L, € dada por:

\/:%kﬁ%¢2—z%o—¢z—ahf

jtékzlz(\/(sen,ﬁ—um)2 +(COS B — Uy )? +1—Uy° —Uyy’

—J(senB —u,)? +(cos B—u,)? +1-u,’ —u,’ jz

1 (2.21)
+Ek3I2(\/(—senﬂ—um)2 +(COS B —Uyy)? +1—Uy° — Uy’
2
—J(=senB —u,)* +(cos B —u,)? +1-u,’ —uzzj
- PI(\/l—um2 Uy’ —y1-u,? —uzzj
2.2.3.
Amortecimento
O trabalho das forcas de amortecimento é dado por:
1_ . 1.
E=EcNf+§cw; (2.22)

2.2.4.
Funcéo de Lagrange

A partir das parcelas de energia cinética (2.17), de energia potencial total
(2.21) e do trabalho das forcas de amortecimento (2.22), obtém-se a funcéo de

Lagrange, a saber:
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2

. . 2
L=T+E—V :lm (Iul+ub)2+(|u2+vb)2+(|U1U1+IU22u2)
2 u,”+u,” -1

+%cluf +%czuz2 —%kllz(ﬁ—zuzo —J2=2u, |

—%kzlz[\/(senﬂ—um)2 +(COSB—Uyy)? +1—Uy” — Uy,

—J(Senﬂ—ul)2 +(cos f—uy)? +1-u,” —uj)2 (2.23)

—%kglz(\/(—senﬂ—um)2 +(COSB—Uy )2 +1—Uy” —Uy,~

—J(=senp—u,)? + (cos B—u,)? +1-u,” —u,” jz

+ PI(\/l—um2 Uy —y1-u,’ —uzzj

2.2.5.
Equacdes de Movimento

As equacbes de movimento sdo obtidas como no modelo de Augusti, ou
seja, derivando-se a equacdo diferencial de Euler-Lagrange (expressao (2.15)) em

termos de um conjunto de coordenadas generalizadas q; (u, e u,).
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