PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0713596/CA

4
Modelos de regresséao linear com heterocedasticidade

4.1.
Abordagem via minimos quadrados ordinérios

Uma alternativa de modelagem dos dados do triangulo de runoff ¢ supor que

o seguinte modelo de regressdo linear consegue expressar bem a natureza dos

dados:

Y=XB+e, 9)

no qual E(g | X) =0ce Var(a | X)= oI . No modelo (9), a matriz X representa

varidveis do tipo dummy, referentes aos efeitos linha e coluna do tridangulo (cf.
Figuras 1 e 6). Claramente, o modelo reconhece ndo existir nenhuma estrutura de
correlacdo entre os sinistros pagos por instante de tempo de ocorréncia nem por
instante de tempo de atraso. Supde-se também que os choques aleatdrios possuem
a mesma variancia, independentemente do atraso do pagamento do sinistro ou
instante de tempo de ocorréncia deste (hipotese esta que pode ndo ser coerente
com a estrutura dos dados).

Conforme secdo 2.5, ha trés formas bésicas de reserva: total, por linhas e
por ano de calendario. Isto sugere a adog¢do de uma nova notacdo, visando a
relacionar a estrutura do tridngulo com a teoria do modelo (9)*. Inicialmente,

defina-se I'={t:Y, ndo é valor ausente} pode-se expressar a reserva a ser

formada por ano de ocorréncia de sinistro como

YO =3¢, . (10)

jel

Expressa-se também a reserva total de IBNR a ser calculada da forma

* Esta notagdo também sera doravante aproveitada, sempre que se fizer necessario.
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Os estimadores das reservas utilizando esta abordagem podem ser
calculados via Minimos Quadrados Ordinarios (MQO), método este que pode
fornecer estimadores ndo necessariamente Otimos (isto €, nao-tendenciosos para

L e de variancia minima) para os dados em questdo, pois as hipdteses assumidas

para este modelo podem ndo ser as mais adequadas para os dados do tridngulo
(vide Johnston e DiNardo, 1997, cap. 5). E o mais importante: em alguns casos, 0s
dados apresentam, via andlise de residuos, pronunciadas evidéncias de erros
heterocedasticos, 0 que compromete os testes de hipdtese para os coeficientes do
modelo de regressdo e a eficiéncia tedrica dos estimadores dos trés diferentes
tipos de reserva. Alternativas que incorporam a heterocedasticidade do erro serao

apresentadas na seqiiéncia.

4.2.
Extensdo do modelo de regressdo: minimos quadrados
generalizados e (ainda) minimos quadrados ordinéarios

Como ja brevemente se pOs na se¢do 4.1, assumir que o erro ¢
homocedastico ¢ uma hipotese simplificadora, ainda que, possivelmente, pouco
realista para descrever o comportamento dos dados do triangulo. De fato: andlises
de residuos rotineiras podem indicar comportamentos heterocedasticos.

As alternativas mais diretas ao modelo (9), que contemplem
heterocedasticidade e, possivelmente, correlacdo, seriam, respectivamente, tais
que Var(e)=diag(o},...,0.) e Var(¢)=X, esta Gltima uma matriz ndo-
diagonal. Nestes casos, o estimador do coeficiente £ de variancia minima ¢ obtido
através do método de Minimos Quadrados Generalizados (MQG) (cf. Jonhston e
Dinardo, 1997, cap. 5 e 6). Como se deseja obter as reservas total, por linhas e por
ano de calendario — que foram os trés tipos de reserva apresentados na se¢do 2.5 —,
¢ necessario que se desenvolvam expressdes gerais do estimador da reserva e de
seu correspondente EQM teérico, as quais serdo devidamente particularizadas
para cada um dos trés tipos de reserva . O caminho para isso tem inicio no
seguinte teorema, que ird apresentar a formula de calculo do EQM teorico para

somas de reservas (independente do tipo de reserva que se deseja obter) tais que
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contemplem heterocedasticidade no termo aleatério bem como possiveis

estruturas de correlacdo. A demonstragao ¢ relegada a subsecdo 4.5.1.

Teorema 2. Seja o seguinte modelo de regressao

[Pl o) e %]

Sejam ?OzXOﬁ e );A:XA,@, nos quais,é:(XO'EJXO)AXO'E;YO. Seja

ainda Y = Z; Y, , tal que Y, € {K : Y. é coordenada deY , }

h h
Definindo Y Z Y, = Z , entdo
=

) Y h L
EQM(¥*) = E[(Y —_7) } =3, (0, 20, )k, sl -
= =l
(11)

h

23 (X2, ) XEaE, 2,0

J=1

no qual 11=[I,,1,,...,1,], sendo que I, = {l,se‘/‘e {l}""’lf’}.
0, sej eE{ll,...,lh}

Cumpre confirmar que o Teorema 2 ¢ desenvolvido sob a otica de um
modelo de regressdo com heterocedasticidade e, também, com estrutura de
correlagdo no termo de erro. Dentro do contexto de tridngulos IBNR e
identificando Y,com os valores observados do tridngulo (ou seja: a parte “de
cima” do triangulo) e Y, com os valores ausentes (que representam a parte “de
baixo” e o efeito cauda), ¢ possivel utilizar a formulagdo apresentada no Teorema
2 para calcular o EQM teorico nos trés tipos basicos de reserva.

Os casos de modelos de regressdo apenas heterocedasticos e de modelos

homocedasticos sao devidamente contemplados nos Corolarios 1 e 2 abaixo.

Corolario 1. Sob as mesmas defini¢oes do Teorema 2, considerando Var(&) como

sendo diagonal, entdo
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EOM(Y*) = Zh“x;f (x,z0x,) Zh“xil_ +Yol. (12)
2% , 2,0}

Corolario 2. Sob as mesmas defini¢oes do Teorema 2 mas assumindo-se que

Var(g)=oc’1, entdo
R h h
EQOM(Y*) =0’ 3 x' (X' X,) D ox, + hj : (13)
Jj=1 j=1

Mesmo que estimadores de MQG constituam a alternativa mais eficiente
de estimagdo, nada impede que estruturas de heterocedasticidade e de correlagao
sejam igualmente incorporadas/reconhecidas em uma abordagem de MQO. Este
caminho, ainda que sub-6timo, oferece ao menos as possibilidades de uma
metodologia de estimagdo mais simples (com efeito: ndo haveria a necessidade de
se estimar a matriz de covariancia do erro — vide se¢do 4.3) e de que se obtenham

estimadores ndo-tendenciosos do vetor de coeficientes £ e expressoes corretas

dos EQMs tedricos dos estimadores das reservas. Inicialmente, note-se que, se

Var(¢) =Z, entdo
var(B)=(x'x)" x'2x(x' X )", (14)

na qual ,g ¢ o usual estimador de MQO. Tendo a expressdo (14) como bloco

construtor, o Teorema 3 abaixo oferece as expressoes para o EQM tedrico da
reserva decorrentes da abordagem de MQO, para o caso de uma matriz £ geral. A
prova do Teorema 3 encontra-se na subsecdo 4.5.2. O caso em que a mesma ¢

diagonal ¢ considerada no Corolario 3.

Teorema 3. Seja o seguinte modelo de regressao

[Pl e )


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0713596/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0713596/CA

37

Sejam )70=X0,E e ?AzXAE, nos quais,E:(XO'XO)_lXO'YO. Seja ainda

V' = z; Y, talque Y, € {Y, .Y, écoordenadade? ,}.

h I/
Definindo Y* =YY = 1 x'. N, entdo
1 1
J J
j=1 j=1

h h
EQ&HYk)EEkYS—?kY]zzsz(XbZYO)LYJZOXbLYdAQ)lz:xb+1PZH—

J=1 J=1

_sz'i/ (XO'XO )71 X, [20 oy ]lL

Jj=1

(15)

I,seje {il,...,ih}

no qual Hz[ll,lz,...,ln]', sendo que I ={0 'g{‘ ) }
: , € J sy,

Corolério 3: Sob as mesmas defini¢oes do Teorema 3, considerando Var(g)como

sendo diagonal, entdo

=

EQM(I?A): ixij '(XO'XO)%XO'ZOXO(XO'XO)712)61'] +io_i2/ (16)

J=1 J=1 J=1

Nos estudos de caso desta Dissertacao (Capitulo 6), serdo apresentados,
para fins de comparacdo, os resultados da estimagdo via MQO sem a incorporagao
da heterocedasticidade do erro (cf. expressdo (13)) e com a incorporacdo desta
estrutura (cf. expressdo (16)), assim como os resultados obtidos via MQG (cf.

expressao (12)).

4.3.
Versodes factiveis dos EQMs tedricos

As equagdes apresentadas em (11), (12), (13), (15) e (16) relativas ao
calculo dos EQMs tedricos e provadas na secao 4.5, apesar de serem solucdes
exatas para a obten¢do destes, sdo pouco Uteis na pratica uma vez que elas

compreendem quantidades desconhecidas: a matriz de variancias e covariancias.
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Como em geral ndo € possivel, em casos praticos, a obtencao do valor exato
dessas mencionadas quantidades, devem ser adotados procedimentos de estimagao
das mesmas. As equagdes dos EQMs tedricos serdo alteradas e, no caso

apresentado em (11), serd simbolicamente representada por

EOM (Vi) = E[(Y Vo )2} =Y, (x,32x,) Y, +IEU-
o a (17)
_22
=1

' -1 ! &1 &
XX, ) XS0, S0
Veja que o proprio estimador de Y®, neste caso, ¢ um estimador factivel

=

h
dado por: Y];QGF:ZX’MQGF Zx ,BMQGF , no qual ﬂMQGF ( 'Z_IX) X2,

J
J= J=

Como dito antes, os resultados obtidos em (15) e (16) ndo sdo Uteis na pratica de
forma que deve-se obter também uma versdo factivel do EQM tedrico, o qual ¢

simbolicamente apresentado abaixo:

EOMY?)= E[YS YS ] Zx X, X, ) X, T XX, X, Zx +II'SI -

_2Zx'i,(Xo'Xo)_1Xo[§o EOA]]I’
=

Verificou-se nos quatro tridngulos modelados (vide Capitulo 6) — ¢ em

(18)

outros cujas modelagens nao sdo neste texto reportadas — que a
heterocedasticidade encontrada nos residuos estava diretamente associada as
colunas do tridngulo — isto pode ser tomado como um importante fato estilizado, o
que facilitaria a confeccdo de softwares para estimagdo de reserva. Mais
especificamente, os residuos indicaram que o termo do erro parece ter uma
variancia maior quando considerado em alguma das colunas iniciais, que
correspondem aos pagamentos mais proximos das datas de ocorréncia dos
correspondentes sinistros. Dentro desta constatacdo, e supondo que ndo existem
estruturas de correlagio no termo do erro (a matriz £ é diagonal)’, o estimador
proposto das diferentes variancias, a ser usado nas versdes factiveis dos
estimadores das reservas, no caso de estimacao por MQG e de seus respectivos

EQMs teoricos, serd estratificado por coluna; considerar-se-a4 portanto a média

> No entanto, tal conjectura deve ter sua presumida pertinéncia aferida por anélise de diagndsticos.
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amostral, por coluna, dos quadrados dos residuos, obtidos primeiramente via
estimacao por MQO. J& para o caso de estimadores da reserva via MQO, as
versoes factiveis de seus EQMs tedricos serdo baseadas na matriz de White, a qual
ndo pressupde a estimagdo da estrutura de heterocedasticidade, tampouco
demandaria o conhecimento da mesma (cf. White, 1980; Johnston ¢ DiNardo,
1997; e Greene, 2003).

Tendo em mente que as versdes factiveis dos estimadores das reservas e de
seus respectivos EQMs tedricos devem, preferencialmente, se comportar
assintoticamente de forma similar as suas versdes tedricas dadas em (12) e (16), a
partir de agora sera perseguida uma justificativa formal para o uso dos
estimadores de varidncia propostos. Inicialmente, considere as seguintes

condicdes de regularidade:

H1) Existe uma partig¢do {Il(”‘)),...,ll(f”)} de {1,2,...n0} e G.,..,G, constantes

positivas, tais que, para todo i = 1,...,.no, no+l,....n, existe k € {l,...,K} tal que

o’ = Ekz ; também, para todo k=I1,..K,  m, =card I,E"”)—>oo quando

1

n,—>0.

H2) Os regressores em Xo sdo uniformemente limitados e tais que as seguintes
condig¢oes sdo satisfeitas:

1
XO XO

ng

i) ——Q, >0 quando n, ——>x;
L X' ZoX 1 &
ii) M=—Zafx,xl'——)Q*> 0 quando n, ——>
n, ny o
LX) I X | & ) ~
iii) M=—Z(G,2) 'x,x,"—>Q >0 quando n,—>x.
n n,
0 =

H3) Existem 6°, A > 0 tais que E(‘giz

1+6'
)<A.

A hipotese H1, dentro do contexto do tridngulo, determina que a variancia
do termo do erro sera diferente entre as colunas e igual dentro delas. Como o

nimero de colunas do triangulo, quando este assume o formato de um trapézio
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(vide secdo 2.3), ¢ menor do que o nimero de linhas, é possivel expressar todas as

variancias do termo do erro em uma particdo definida em HI no sentido de que,

mesmo que n—> oo (numero de observagdes dentro do tridngulo), a particao
continuard sendo finita e expressara as variancias do termo do erro para todas as

observagdes da série. J4 na hipotese H2, assume-se que os regressores em X, sao

uniformemente limitados — no caso do triangulo, isto ¢ facilmente verificado uma
vez que todos os regressores sdo variaveis dummies. Esta mesma natureza dos
dados também justifica o item (i) apresentado nesta hipdtese. Ja o item (ii) €
demonstrado em White (1980). Outra observa¢do muito importante ¢ a de que,
para que esta hipdtese H2 possa ser adotada no contexto do tridngulo, ¢
impreterivel supor que o efeito linha, com o passar dos anos de desenvolvimento
(ou seja, com o aumento do numero de dados referentes a novas linhas no
triangulo), ndo requer dummies adicionais para contabilizar novas influéncias de

anos futuros — isto ¢: ndo ha aumento de colunas na matriz X, tampouco de
parametros no vetor £ ). Por fim, a hipotese H3 significa que a variancia do termo

do erro ndo “explode” quando n——> . Apesar de nem sempre na pratica ser
possivel extrair validez estatistica dos dados estudados de tal condi¢do, em geral
os indicios teodricos dao suporte a tal conjectura; por conseguinte, esta condi¢ao
sera doravante adotada.

Agora, ¢ enunciado o teorema que constituira condigdes suficientes para a
desejavel equivaléncia assintotica entre as versdes teoricas e factiveis dos
estimadores das reservas e de seus associados EQMs teoricos. Sua prova
encontra-se na subse¢do 4.5.3 e tanto esta quanto o enunciado omitirdo algumas

obvias dependéncias de n,,.

Teorema 4: Considere as condi¢oes dos Corolarios 1 e 3 e as hipoteses HI, H2 e

- - 1 _
H3. Entdo, se & z—Zelz quando o} =&, para algum k, sendo
k lely
e =Y, —xl',g, lel,:

k k
A2 2 P
a) E o - E o —0;
J J
j=1

J=1
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= =1 = = o
)

k . N 1 k k L
no[zxi/'(Xo'Xo) (XO'ZOX) zx,/ _Zx,/ X,'Z X) (XO'XO) in/J
= J= =
k NE L k e L .
= in,'(Xo'Xo) (Zelxlxl'}XO'XO) in, _in,'(Xo’Xo) (Zafx,xl'}XO'Xo) sz, —0

= = = = = =

Adicionando-se a hipotese de que € ~ N, tem-se também que:

Y Y
MQGF d_ N(O,l) quando n,—> o, sendo que
JEQM(YA;QGH

A K 2o -1 u L
EQM(YA}QGF)Einj'( (AZ) xlxl'] Z)Ci/ +ZOA'2 ;
=1

J=

r -y 45 N(0,1) quando n, —>w, sendo que
JEQM(Y )
Vs 4 ' ' -1 & 2 ' ' -1 S 4 A2
EQM(Yﬁ)Ein, (XO XO) Zelxle (Xo Xo) inj +Zo-i‘, .
j=1 =1 j=1 j=1

Os itens (a), (b) e (c¢) do Teorema 4 indicam que os estimadores dos EQMs
tedricos para as modelagens via MQG e MQO que incorporam a

heterocedasticidade (este ultimo utilizando a consagrada matriz de White
XO)_IKZ:efx,xl'J(XO'XO)_l - cf. White, 1980; Johnston e DiNardo, 1997,
17

cap. 6, Greene, 2003, cap. 10) s3o “consistentes”, no sentido de que ha um
comportamento assintoticamente similar as suas contrapartes tedricas — o
problema pratico encontrado na utilizacdo desse estimador, no contexto de

estimagao de reserva IBNR, esta relacionado ao baixo nimero de observagdes
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disponiveis no tridngulo (o que pode variar de seguradora para seguradora). Por
fim, os itens (d) e (e), apos checada a adequacdo da distribuicdo normal via
analise de residuos, permitem a constru¢do de intervalos de predi¢do para os
diferentes tipos de reserva.

Apesar de os resultados obtidos no Teorema 4 serem assint6ticos, os dados
que serdo utilizados na modelagem, como exaustivamente ja dito nesta
Dissertacao, sao limitados ao tamanho do triangulo que geralmente contém poucas
informagdes nas ultimas colunas. Em dois dos quatro casos analisados, a Gltima
coluna continha apenas um unico valor valido, o que compromete a estimagdo da
variancia do termo do erro para esta coluna. Felizmente, como a magnitude dos
valores de reserva nas ultimas colunas costuma ser consideravelmente menor do
que nas primeiras, ¢ plausivel supor que a subestimagdo ou superestimagdo dos
mesmos pouco influenciard no célculo das reservas por linhas, total e tempo de
calendario. Em contrapartida, as reservas que apresentam melhores estimadores da
heterocedasticidade do termo do erro estdo mais a esquerda do tridngulo (reservas
de maior valor), pois estas colunas contém mais observagdes que as demais que se

encontram a esquerda.

4.4,
Algoritmo de modelagem e calculo da reserva IBNR: analise de
regressao

Verificou-se, durante este trabalho, certo padrao na modelagem dos dados
do triangulo e que foram seguidos praticamente sem alteragdes. O algoritmo

adotado na modelagem de quatro tridngulos ¢ mostrado a seguir:

1° Passo) Verificar, por meio de gréficos, a relagdo existente entre os valores dos
sinistros ¢ as variaveis indicadoras linha e coluna e possiveis comportamentos
heterocedasticos a priori (que, obviamente, deverao ser confirmados por andlise

de residuos).

2° Passo) Uma vez identificados indicios iniciais de relacdo entre as variaveis (o
que costuma ser mais evidente em relacdo a varidvel coluna), estima-se o modelo

de regressao proposto em (9) por MQO.
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3° Passo) Verificar, de forma definitiva, a presenga de heterocedasticidade nos
residuos, tanto de forma grafica quanto mediante a pratica de testes de

heterocedasticidade.

4° Passo) Se nao houver indicios nos residuos que levariam a crer que exista
heterogeneidade entre as variancia dos erros, va para o 7° Passo. Caso contrario,

prossiga ao 5° Passo.

5° Passo) Re-estime os modelos mediante estimadores de MQGF, utilizando um
candidato de estimador de varidncia (observagdo: os residuos provenientes do

método de MQO sao impreterivelmente usados nesta etapa).

6° Passo) Verifique se a heterocedasticidade foi modelada e incorporada
corretamente, através de analise dos residuos padronizados. Em caso positivo, va
para o 7° Passo. Caso contrario, re-implemente o 5° Passo com uma outra

candidata a estrutura de variancia.

7° Passo) Faca testes de significancia para os efeitos linha e coluna. Em caso de os
dados nao oferecerem indicios, em um nivel de significancia preestabelecido,
favoraveis a relevancia de algum dos efeitos, volte ao 2° Passo, mas, desta vez,

com um modelo mais parcimonioso. Caso contrario, siga para o 8° Passo.

8° Passo) Calcule as medidas de ajuste do modelo, sendo que estas podem ser

utilizadas para corroborar a escolha do melhor modelo.

9° Passo) Com o modelo mais adequado, calcule os trés diferentes tipos de reserva
e seus respectivos EQMs tedricos, utilizando as férmulas factiveis previamente
desenvolvidas na se¢do 4.3. O fluxograma apresentado na Figura 10 resume o

algoritmo proposto.
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Figura 10. Fluxograma para ajuste do modelo de regressao.
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4.5.
Apéndice: Provas

45.1.
Prova do Teorema 2

Primeiramente, Veja que

Y -y E(Z Y Zjl i/)_zjl (Yi/)_Zi:lE(};i,»)zo (0

Veja ainda que
Var(YS —)A”): E[(YS _)?s)z} _ EQM(I?S)

sendo que a primeira igualdade sai por (I). Logo,

EQM();A )= Var@iﬂ Yi, o Zf‘:l );i, ): Var@; (xi/ "B + gi, )_ Zj;l xi, "é)
=varlY 5, (g~ B)+1re)

=VarlY" 5, (8- )+ var(ive) + 2003 x, (8- B)ire). (In)

Resolvendo (II) por partes, segue-se que

Var(Zizlxi/'(ﬂ—,é)) X Var(ﬂ 'B)Z, 1x = ] x,.j'Var(ﬁ)z.ljzlxij
:Zilxi/'(XO'ZolXo) Z;xw, (1)

Var(Il's) = 1I'Var(e Il = 1I'Z11,

COV(ZLI X, (p-phre )= COV(ZLI X, B= %, /?,11'5):
= Col- Y 5, Bire)=-3" x, Covlp.eh

=3 Cor(x, 20, ) X2 e

=" X, (X0 X, ) X2, Cov(Y,, )il

=3 % (20X, ) XS0 Covl(X Bt 2y )

- _lezl X, '(Xo 'To X, )7 X, 2, Covle,, e,
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:—Zﬁzlxi,'(XO'ZEXO)_IXOZZJ[ZO oIl (V)  Q.ED.

45.2.
Prova do Teorema 3

Analoga a prova do Teorema 2, sendo que, em (III) e (IV),
Var(/é):(XO'XO)_IXO'ZOXO(XO' 0)_16C0V(,6A)a50):C0V((X0' 0)_1X0'Y0,50),
Q.E.D.

4.5.3.
Prova do Teorema 4

a) Seja j € {1,2,..., k}arbitrario. Por H1, 6 =z, 'G~, sendo que z, éum vetor de

2

dimensdo K, tal que sua k-ésima coordenada ¢é igual a 1 se o =G, e as demais
J

coordenadas sdo nulas; além disso, &~ = (512,...,52 ) Além disso, note que &7 é
o estimador de MQO de &, da regressdo dos quadrados de &, =Y, — X, ,EMQO
emZ, =|z,,...z, ], sendo quez,é um vetor de dummies associado a I,,
k=12,....,K.Como 6] —2—>5G/ para todo i (vide Amemiya, 1977; ou Hayashi,
2000, pg. 170) e como &ij =g, para algum i (cf. H1), entdo o resultado decorre

de preservacao de convergéncia em probabilidade por somas.

k
b) Como a matriz in ¢ independente de n,,, € suficiente mostrar que
J
Jj=1

Xo'ialXo _XO'Z(_JIXO

no

£ 50. (V)

Implementando: Por H1, o bloco referente a Yo do modelo de regressao dos

Teoremas 1 e 2 e respectivos corolarios pode ser re-ordenado da forma .

~ e _ o _ -, -
Ol Oy €01, €01, ollo ] m 0..0
Y X g, g, 0o/l0 & -0
0.2, 0.2, 0.2, 0.2, 2
' myxl — . myxp ﬁ + ' nxl A ' nxl _ b .’"’z ] . (VI)
v v 2 g 0 ... 52
Y, Ot X, O _EO,KMK,“ ] _80,Km,m ] _0 oxl, mg |
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Usando a nova ordenagdo de (VI), tem-se que:

2] 1y Mg
vl _ -2 N =-22 = —2= =
X, 25X, = 261 xX,x,'= 2611 XoyXoy +.oot ZO',K Xou X0,
=1 I=1 I¢=1

my Mg
_ 2N < 5255 5
=G," ) XouXo,'+ o F Ok D Koy Koy,
I=1 I =1

—~ —~ — —~ K —~
=5, Xp,' Koy +. 40 X' Ko = 2.0, KXoy Xoy - (VID)
k=1
Analogamente, tem-se também que
A K A —~ —_
Xo'2gXo=D0"Xp,'"Xos - (VIII)

k=1

Por (VII) e (VII),

1 'A_ 1 - 1 < - — v V,-\
_(X z:01)(0_)(0 ZOIXO)z_Z(O-kZ_O-kZ)XOk Xox
nO no k=1

K X, 'X
_ (Ek—z_ak—z) ok Yok P »0,
k=1 ng

sendo que a convergéncia em probabilidade decorre de, dado qualquer

kef{l,...K}, 5,7 —">5," (cf. item (a) e preservagdo de convergéncia em

probabilidade por funcdes continuas) e X O,k')? ox =0(n,) (de fato, pois
K o~ —_

)? VAXA' leO,k XO,k XO'XO

ok Yok _ = .
0< < = Q quando n, ——> ).
ng ng ng

¢) Como Xo ¢ formado por regressores fixos e limitados uniformemente, e sob a
validade de H3, entdo (cf. Woodridge, 2000, cap. 8, pg. 250 e Greene, 2003,
cap.10, pg. 199 apud White, 1980):

(X! X o) (X S0 X)Xy Xo) ™ = (X' X o) (X S Xy )Xy X o) J—250.

k
Conseqiientemente, o resultado decorre trivialmente de a matriz in_ ser
J
J=1

independente de n,, .
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d) Sob a hipétese adicional de normalidade de &, segue-se que
ﬁMQG ~N(B,(X,'2,X,)"). Entdo, utilizando o Teorema 2, temos que
YS-Y'~N (0, EOM (f’ *)) para todo n,, ou equivalentemente

YS-Y°
NEOM(Y*)

Além disso, pela re-ordenacdo proposta na prova do item (b), tem-se que

~ N(0,1) paratodo n,. (IX)

m

1
X, > 060 = ZO'I X6 = ZO', xOlgo, +. +ZO', xO,Kgo,K

I=1 = I=1

1y myg
_—= -~ — = -~
=57 Xpu 04 Tt Tk D X0y Eou,
=1 Ig=1

K
_=-2yv 1 —-2 v = _ —-2v 12
=0, Xp,'€0) t 0 Xpréox _zo-k Xox'€ox X)
e, analogamente,

K
XO'Z;‘% :ZEI:ZXO,k"C’A‘O,k (XT)
=1
Por (X) e (XI),

L, 50e, - X, 5 e, )= Li(—-z—ak )%, 20,

ng =

LS X,,'s
zz( T ) L SN (XIT)
=1

no
pois, para cada k=12,....K, 5,"—2—>5," ¢ )A(O,k'éovk =o0(n,) (de fato, pois

1 5 -
E[—Xo,k'go,k]=0 e

no

OSVar(L)A(O,k'éoijéVar( ZXOk 80kj=Va{LXO'8OJ

0 no k=1 o
1 P | 1 1 1o-l1 ~

=— X' 2o Xy =—|— X,y X, |—>00=0 quando n, ——>o0; cf. H2).
o o \ o

Por (V) associado ao item (b) e por (XII), segue-se, de Greene (2003) sec.10.5.2

ou Davidson e Mackinnon (2004) sec.7.4, que ,5’ MOGF — ,@ MOG —L50.

Agora, escreva
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e PR I AR (W G (e ( Y - Y-V Y -7
JEOM (Vo) \EOM () EOM(T )

- (YS - YAAfIQGF )\/EQM(?S)_\/EQM(?A;QGF) + v _)’}AfIQGF Yy -v* '
\/EQM(AA;QGF )EQM(?‘) \/EQM(f‘) \/EQM(YAS)
(XIII)

k
Como  Y* —Yqr —P—>Zgi]_ , uma vez que Sy, ——fB  (pois
=

:éMQGF - BMQG ——0 e, por H2, IBMQG L)ﬂ ), €

VEOM (7" )~ [EOM (V,06r)
JEOM (Vo0 EOM(Y*)

convergéncia em probabilidade por fungdes continuas), entdo, pelo Teorema de

” 50 (use os itens (a) e (b) e a preservagio de

Slutsky (cf. Shao, 2003), a primeira parcela depois da segunda igualdade de (XIII)

converge em probabilidade para zero. Juntando com os fatos de que

7y X i
MQfF " 50 (novamente pelo fato de que ﬁMQGF—,BMQGLX)) e,
\EOM iY : )
trivialmente, Y _YAA < 5 N(0,]) (por (IX)), e aplicando o Teorema de
JEOM(7)

Slutsky novamente, obtém-se o resultado desejado.

e) Andloga a do item (d), bastando apenas substituir )}AZQGF por Y e

EQM (Y;y5) por EOM(Y;), e lembrar que B—L- 3 conforme H2.  Q.E.D.
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