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3.
METODOLOGIAS ESTATISTICAS E GEOESTATISTICAS

3.1.
Analise Estatistica

A execugdo de andlises estatisticas basicas € tarefa praticamente obrigatéria no
tratamento de amostragens e no processamento de quantidades significativas de dados
ou de varidveis. Além de possibilitarem classificacdo e depuragdo do conjunto amostral,
permitem também andlises interpretativas quanto aos modelos de distribuicdo de

probabilidades, correlagdes e ajustes de funcdes de regressao.

3.1.1.
Estatistica Descritiva

Os dados obtidos por amostragem podem ser descritos e analisados através de
estatisticas que sdo lteis para a caracterizacdo das distribuicdes de freqii€ncia e para a
realizacdo de inferéncias sobre a populacdo. As medidas estatisticas que descrevem as

distribui¢des de freqii€ncia podem ser classificadas em 3 grupos:

3.1.1.1.
Medidas de localizacao na distribuicao

Média aritmética(m).-Valor tipico de um conjunto de n dados Xi, representada por :

m=lZXi (3-1)
niz

Moda. - Valor que ocorre com mais freqiiéncia em um conjunto de dados, ou seja, o

valor mais comum. A moda pode ndo existir, e mesmo que exista, pode ndo ser tnica.

Mediana(M).- valor médio de um conjunto de dados ordenados por ordem de grandeza.
Metades dos valores estdo acima da mediana e metade dos valores abaixo. A mediana

dos dados ordenados pode ser calculada como:
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Se n € impar

M=X, (3-2)
2
Se n é par
1
M = [X,, +X, j (3-3)
2 5 “+1

Tanto a média quanto a mediana sdo medidas de localizagdo do centro de
distribuicdo. A média, no entanto, ¢ muito mais sensivel a presenca de altos ou baixos

valores erraticos.

Quartis (Q1 @2 Q3). - Da mesma forma que a mediana divide o conjunto de dados
ordenados em duas metades, os quartis o dividem em 4 partes iguais. Sdo representados
por Ql, Q2 e (@3, correspondentes ao primeiro, segundo e terceiro quartil,
respectivamente. Notar que M = Q2, podendo-se definir, de maneira similar, decis e

percentis que dividem o conjunto de dados em 10 ou 100 partes iguais, respectivamente.

3.1.1.2.
Medidas de dispersao

Varidncia (o’) - Corresponde 2 média das diferencas quadrdticas dos valores

observados em relacdo a sua média,

o =13 (X, —m) (3-4)

n'i=
Por envolver diferencas ao quadrado, a varidncia é sensivel a altos valores

erraticos.

Desvio padriio (o) - Representado pela raiz quadrada da variancia. E frequentemente

usado em vez da variancia porque sua unidade é a mesma das varidveis sendo descritas.

Amplitude semi-interquartilica (Q). - Definida por

szg—g) (3-5)
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A amplitude semi-interquartilica, ao contrdrio da varidncia e do desvio-padrao,
ndo usa a média como centro da distribuicdo, podendo ser escolhida como medida de
dispersdo nos casos em que valores errdticos extremos influenciam a média do conjunto.

Outras medidas de dispersdo podem também ser definidas, como a amplitude
interquartilica (O3 — QI), a amplitude total (diferenca entre os valores extremos da

distribuicdo) e a amplitude entre os percentis 10 e 90.

3.1.1.3.
Medidas de forma

Coeficiente de assimetria - Indica a simetria da distribui¢ao de freqii€ncias, definido

por:

. R (X.—m)3
A t = e
ssimeltria n; 0_3

(3-6)

O coeficiente de assimetria sofre a influéncia de valores errdticos extremos mais
do que a média ou a varidncia. Frequentemente ndo se usa o valor do coeficiente de

assimetria, mas apenas o seu sinal como medida de forma da distribuicao.

Assimetria positiva: com cauda da distribui¢do mais longa a direita do valor maximo,
tornando a mediana menor do que a média.
Assimetria negativa: se o inverso ocorrer.
Assimetria nula: io histograma ¢ (aproximadamente) simétrico e a média e mediana

sdo (aproximadamente) coincidentes.

Medidas de assimetria também podem ser definidas em relacdo a diferenca entre a
média e a moda (primeiro coeficiente de assimetria de Pearson) ou entre a média e a

mediana (segundo coeficiente de assimetria de Pearson).

Coeficiente de curtose. - Avalia o grau de achatamento de uma distribuicdo em relacéo

a uma distribui¢do normal.

1 (X, —m)
i - A A
Curtose ,-2:1 Z

(3-7)

Curtose > 3, distribui¢do apresentando pico relativo mais alto (leptoctrtica);
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Curtose < 3, distribui¢do com topo achatado (platictrtica);

Curtose = 3, distribui¢do com a mesma forma da distribui¢do normal.

Outra medida de curtose também pode ser empregada, baseada na amplitude
semi- interquartilica Q e nos percentis /0 (P;9) € 90 (Pgy), € conhecida como coeficiente

percentilico de curtose (k).

k= 2 (3-8)
P90 - PlO

Para uma distribui¢do normal k = 0, 263.

Coeficiente de variacao (CV): constitui uma medida de disperséo relativa e também é
uma alternativa para avaliar a simetria das distribuicdes, primariamente usada nas
distribui¢des cujos valores sejam todos positivos e cuja assimetria seja também positiva.

cv=2 (3-9)
m

Valores de CV > 1 podem indicar a presenca de valores errdticos extremos nas
amostras, com significativo impacto nas estimativas finais.

Os coeficientes que avaliam a forma da distribui¢@o, sdo usualmente empregados
para verificar a configuracdo da amostra em relacdo a distribuicdo normal.

Se os dados apresentarem uma distribui¢do lognormal, as principais estatisticas
devem ser calculadas considerando a assimetria da distribuicdo dos dados. Para estes
casos, a média geométrica (MG) e o desvio geométrico (DG) sdo mais representativos

como medidas de tendéncia central e de dispersdo, respectivamente,

MG =e" (3-10)

DG =¢" (3-11)
onde my; e o y; sdo a média aritmética e o desvio padrdo, respectivamente, dos dados

originais (X;) transformados por:

v, =Ln(X,) (3-12)
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3.1.2
Modelos de distribuicao de probabilidades

3.1.2.1.
Modelos para variaveis discretas

Se uma varidvel X pode assumir um conjunto discreto de valores X1, X2, ..., Xn
com probabilidades pl, p2, ..., pn, sendo pl + p2 + ...+ pn =1, diz-se que esta definida
uma distribui¢do de probabilidades discreta de X. Como X pode assumir certos valores
com dadas probabilidades, esta € conhecida como varidvel aleatdria discreta e a funcéo
p(X) é denominada funcdo de probabilidade.

Os principais modelos de distribui¢do de probabilidades para varidveis discretas

Distribuicao binomial

Proposta por Bernouilli no fim do século 17, esta distribui¢do corresponde aos
termos sucessivos do desenvolvimento, ou formula, binomial.

Se p € a probabilidade de um evento acontecer em tentativa tnica (probabilidade
de sucesso) e ¢ = I - p € a de que o evento ndo ocorra em qualquer tentativa unica
(probabilidade de fracasso), entdo a probabilidade do evento ocorrer k vezes em N
tentativas é dada por:

N! k N-K

p(k)= K Pq (3-13)

N-k)!

Distribuicao de Poisson

Proposta por Poisson no comeg¢o do século XIX (equacdo 3.14), pode ser
considerada como um caso limite da distribuicio binomial quando o nimero de
tentativas N for grande e a probabilidade p da ocorréncia do evento for préxima de zero,
de modo que g= I - p tende para 1 (evento raro).

Na prética, um evento pode ser considerado raro quando N > 50 com (N. p) < 5;
nestes casos, a distribuicio binomial é muito préxima da distribuicdo de Poisson

considerando,

A=N.p.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0711194/CA


PUC-RiIo - Certificacéo Digital N° 0711194/CA

38

e Ax

p(X)= e

(3-14)

3.1.2.2.
Modelo para variaveis continuas

Se a variavel aleatdéria X assumir um conjunto continuo de valores, o poligono de
freqii€ncias relativas de uma amostra torna-se, no caso tedérico ou limite de uma
populacdo, uma curva continua f{X) designada como fun¢do densidade de probabilidade

ou apenas funcdo densidade.

Distribuicao normal
Uma das mais importantes distribuicdes continuas de probabilidade ¢é a

distribuicdo normal, ou distribuicdo de Gauss, definida pela equacio:

1 —os( X —u ’
f(X):aﬁe ( o j (3-15)

onde 1 e o representam a média e o desvio padrdo da varidvel continua X.

A distribuicdo binomial (discreta) pode ser aproximada pela distribui¢do normal
(continua) quando N for grande e nem p ou ¢ estiverem muito préximos de zero. A
medida que N aumenta, a assimetria e a curtose da distribuicdo binomial tendem para as
da distribuicdo normal, coincidindo no limite. Na prética a aproximacdo é boa para Np

> 5.

Distribuicao lognormal
Quando o logaritmo da varidvel aleatdria continua segue o modelo da distribuicdo

normal, isto é

F(X)=—1 e*’ﬁ(logx_”jz (3-16)
o211 o

onde 4 e o representam a média e o desvio padrdo dos logaritmos da varidvel

continua X.
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3.2.
Analise Geoestatistica

Matheron em 1962, define a geoestatistica como ““a aplicacdo do formalismo das
funcdes aleatdrias ao reconhecimento e estimacéo de fendmenos naturais”.

A geoestatistica considera em suas andlises ndo somente o valor da varidvel no
ponto onde foi amostrada, mas também a posicdo do ponto no corpo mineral ou
geoldgico e seu relacionamento com outras amostras.

Segundo Royle, os principais argumentos para o uso dos métodos geoestatisticos
sdo: a) a geoestatistica é completamente baseada na pritica de uma boa estimativa
fundamentada em wuma teoria racional, diferentemente das técnicas empiricas
tradicionais; b) o reconhecimento de que a variabilidade total € parte aleatéria e parte
espacial, o que conduz a estimativas que ndo tem viés e influenciadas por pequenos

€ITOS.

3.2.1.
Funcoes aleatdrias estacionarias

Para se efetuar medidas em locais ndo amostrados, é necessario dispor-se de um
modelo do comportamento do fendmeno natural que deu origem as varidveis em estudo.
Entretanto, o conhecimento em detalhe dos fendmenos naturais é geralmente muito
dificil, bastando para isto imaginar, por exemplo, a formagdo de solos e a complexidade
da interacdo entre os agentes que participaram deste processo.

Caso houvesse um perfeito conhecimento dos processos fisicos e/ou quimicos
atuantes, seria entdo possivel a elaboracdo de modelos deterministicos que simulariam o
processo de acordo com uma lei bem definida, onde todos os fatores estariam bem
caracterizados e a influéncia dos mesmos bem conhecida.

Este ndo é o caso em geocié€ncias, onde as varidveis de interesse sdo, em geral,
resultado de um vasto nimero de processos complexos, tornando muito dificil a sua
descri¢do quantitativa.

Os modelos probabilisticos tratam os dados como resultado de um processo
aleatério, o que muitas vezes ndo corresponde a realidade. Nossa compreens@o sobre o
fendmeno € muitas vezes tdo pobre e limitada que sua complexidade parece ter um

comportamento aparentemente aleatdrio.
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A teoria das varidveis regionalizadas (Matheron, 1962) estid baseada em modelos
probabilisticos onde as varidveis sdo consideradas como a realizagdo tnica de uma
determinada funcdo aleatdria. Varidveis regionalizadas apresentam uma distribuicdo no
espaco, juntamente com um determinado grau de correlagdo espacial, aparecendo
frequentemente em geociéncias como, por exemplo, na representacdo do topo de uma
formacdo geoldgica, profundidade de camadas de solo, pluviometria, teores
geoquimicos, profundidade do lengol fredtico, etc.

Os métodos geoestatisticos mais frequentemente usados para a estimativa de
varidveis regionalizadas estdo baseados em fungdes aleatdrias estaciondrias.

Seja V(x) uma fung@o unidimensional que descreve um fenomeno aleatério
associado a determinada lei probabilistica. Se todos os pares de varidveis aleatdrias
separadas por uma distancia & entre (V(x), V(x+h)) apresentarem a mesma distribuicio
de probabilidade conjunta, independentemente de suas localizagdes, mas dependendo
apenas da distincia 4 entre elas, entdo a fungdo V(x) é referida como fungdo aleatéria
estaciondria.

Os comportamentos de funcdes aleatdrias estaciondrias sdo geralmente descritos

por trés parametros, interrelacionados: o variograma ¥ (h), o correlograma p(h) e a

funcdo de covariancia C(h).

3.2.2.
Analises da variabilidade espacial

Um fendmeno natural pode ser caracterizado pela distribui¢do no espago de uma
ou mais varidveis chamadas “varidveis regionalizadas”. Elas apresentam alguma
correlacdo entre si, indicando a existéncia de dependéncia dos valores entre amostras
contiguas, ja que nada € ao acaso na natureza e as varidveis costumam possuir um
padréo de distribui¢do (Canchaya, 2003).

Uma das principais caracteristicas das varidveis regionalizadas € a sua
continuidade espacial, cuja avaliagdo estd fundamentada nos principios da regressdo

linear que, na estatistica, investiga a dependéncia entre variaveis de um fenomeno.

Em geoestatistica, procura-se avaliar a dependéncia da varidvel com ela propria,

-

avaliada em diferentes posi¢des separadas por um vetor h . Esta continuidade espacial

pode ser descrita em funcdo dos coeficientes de correlacdo (funcdo de correlacdo ou
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correlograma), das varidncias (funcdo covariancia) ou através do semivariograma ou
simplesmente variograma.

A geoestatistica interpreta a varidvel regionalizada como uma realizagdo de uma
funcdo aleatdria, o que permite levar em conta os aspectos erréticos e estruturados da

regionalizacdo.

3.2.2.1.

Funcao covariancia év(h)

Uma importante diferenca entre os pardmetros de um modelo conceitual e as
estatisticas que podem ser calculadas a partir de valores experimentais necessita neste
ponto ser convenientemente esclarecida. Para enfatizar a diferenca com valores

medidos, o simbolo ~ (til) serd utilizado para referenciar pardmetros do modelo; assim

m significa a média aritmética entre valores observados e m corresponde a média dos
valores definidos como realizagcdes de uma fungdo aleatéria, Os valores estimados em
pontos ndo-amostrados também serdo distinguidos pelo simbolo # (acento circunflexo).

A funcdo covariancia, como o nome indica, representa a variagdo espacial entre

varidveis separadas pela distancia h.
év (h) = Cov{V (x).V (x + h)} (3-17)
C.(h) = E{V(x)V (x+ h)}— E{V () }EW (x + 1)} (3-18)
onde o valor esperado da varidvel aleatéria E{V(x)} denota sua média 1;1 . Para funcdes
aleatdrias estacionarias, E{V(x)}= E{V(x+h)}, resultando em

c} ()= E{Vv(x)V(x+h)}-EV )} (3-19)

3.2.2.2.
Funcao correlacao ou correlograma

Indica a continuidade espacial dos coeficientes de correlagdo, sendo
matematicamente expressa por:

,b ) = CoviV (x).V (x+h)}
! \/Var{V(x)}.Var{V(x +h)}

(3-20)
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Como a covariancia entre varidveis na mesma posicdo é a varidncia da funcéo

aleatoria,
C (0) = Cov{V (x)V (1)} = VarlV (x)} (3-21)
C,(0)= E{* - Ev () (3-22)
entao
- C.(h
p.y=S (323)
C.(0)

observando-se que ,bv 0) =1

3.2.2.3.

Funcao variograma 7 (h)

Definido como a metade do quadrado das diferengas esperadas entre varidveis

aleatdrias distanciadas de h,
7.ty =2 Efyo-vee+wF) (3-24)

¥.(h) = ;E{Vz(x)}— EV )V (x+h)}+ ;E{Vz(x +h)} (3-25)

Considerando que para fungdes aleatdrias estacionarias E{Vz(x)}: E{Vz(x + h)},
a expressao acima pode ser escrita como:
y,(h) = E{V2(0)}- E{V (x)V (x + 1)} (3-26)

Adicionando e susbtraindo E {V(x)}2 ao segundo termo da equacdo,

y.(h) = E{ 2 (0} EV 0F - [EV v e+ )} - EV (0 F ] (3-27)

Finalmente resulta com auxilio das equagdes (3-19) e (3-22)
7,(h)=C.(0)—-C\(h) (3-28)

Observando-se que }~/v 0)=0.

Para a maioria das fungdes aleatdrias usadas em anélises geoestatisticas, pares de

varidveis muito separadas s@o praticamente independentes entre si. A funcdo
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covariancia e o correlograma tendem a zero com o aumento da distancia 4, enquanto o
variograma converge para um valor mdximo, referenciado como patamar (“sill”’), que
também representa a variancia da funcdo aleatéria estaciondria.

A equacdo (3-28) pode ser escrita como
7,00)=C.(0) - 7,(h) (3-29)
y,(h) = 7,(2)— 7,(h) (3-30)

Considerando que }~/‘,(00) :év(O) ou }V(oo) =Var{V(x)}.
As fungdes covariincia, correlograma e variograma fornecem as mesmas

informag¢des mas de maneira ligeiramente diferente entre si (figura 3.2). O correlograma

inicia com o valor 1, tendendo a zero com o crescimento de /, enquanto que a funcio

- L2
covariancia decresce de forma similar a partir do valor inicial C(0) =0 . O variograma

L2 L2
inicia em 0 aumentando até o valor maximo ¥ (e0) = 0o . Normalmente os variogramas

sdao construidos ao longo das dire¢des em que a varidvel apresenta maior e menor
continuidade espacial. Para obté-los, varios variogramas direcionais sio testados em

uma fase preliminar da defini¢do do modelo geoestatistico.

w)

X KX KK X X R X KKK KKK

Figura 3-1 Comportamento das medidas de correlacio (:’ (h), ,b(h), 5/(h) de uma varidvel

aleatéria V(x).
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O conceito de variograma a uma varidvel pode ser estendido para descrever a
continuidade espacial entre duas varidveis, isto é, em vez de se considerar pares da

mesma variavel em locais diferentes trabalham-se com varidveis diferentes situadas em

posicdes diferentes, distanciadas pelo vetor-posicao Z (variograma cruzado).
V(W) = EYV () =V (x+ WLEU () = U (x + b} (3-31)

E préitica comum em geoestatistica proceder a maioria dos cdlculos iniciais em
termos de variogramas. No entanto, no método da krigagem ordindria, a ser discutido

em proxima secdo, recorre-se frequentemente as covariancias, subtraindo-se os valores

2
calculados da constante ¢ .Utilizando-se a matriz de covariiancia, os maiores elementos

estdo localizados em sua diagonal principal, o que facilita a resolu¢do numérica do
sistema de equagbes pelo método de eliminacdo de Gauss sem a estratégia de

pivotamento numérico.

Caracteristicas do variograma
Com base na Figura 3-2 abaixo sdo descritas as principais caracteristicas de um

variograma

Figura 3-2 Esquema bésico de uma fung¢@o variograma.
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a) Amplitude variografica a (“range”) - distancia a partir da qual os valores do
variograma (ou da funcdo covariincia) permanecem essencialmente constantes.

b) Patamar C + C (“sill”) - valor maximo do variograma para distincias muito

grandes ¥(c0) . E também o valor da fungio covaridncia para h = 0 ou, simplesmente, a

22
varidncia o da variavel aleatoria.

C) Efeito pepita Cy - representa descontinuidades na origem causada por varios
fatores como erros de amostragem, erros de medida, micro-regionalizagdes da varidvel
estudada, etc.

De acordo com Garcia (1988) a relacio E=Cy/(Co+C), denominada de efeito
pepita relativo, expressa o grau de aleatoriedade do fendmeno regionalizado, sendo
classificado como:

E <0.15, componente aleatdria pequena

0.15<E<0.30, componente aleatdria significativa

E>0.30, componente aleatéria muito significativa

Na Figura 3-3, descrevem-se os parametros requeridos para o cdlculo do
variograma. O “lag” ou distancia (h) do variograma ¢ um dado que se requer para a
determinagdo do variograma. Janela € a zona de influéncia do variograma direcional. O
ndmero de intervalos ou “range” € o nimero total de intervalos utilizados no célculo do
variograma.

Para a obtencdo dos variogramas experimentais, os trabalhos tipicamente se

iniciam com a elaboracdio do variograma omnidirecional para o qual a tolerancia

—

direcional € grande o suficiente para tornar a influéncia da direcdo do vetor posicdo h

muito pequena. Com todas as possiveis dire¢des combinadas em um dnico variograma,

somente o modulo de Z (distancia h) é importante.

A construcdo do variograma omnidirecional, ndo implica em aceitar a hipotese de
que a continuidade espacial da varidvel investigada seja a mesma em todas as direcdes.
Sua utilidade advém basicamente das seguintes razoes:

a) como os efeitos de dire¢do ndo sdo considerados neste tipo de variograma, a
andlise pode se concentrar na pesquisa das distincias /s, e em suas respectivas
tolerancias, que produzam uma estrutura de clara interpretagao.

b) se a estrutura obtida no variograma global for confusa, € pouco provavel que

resultados melhores possam ser obtidos em variogramas direcionais construidos com
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menor nimero de amostras. O comportamento verificado no variograma global, nesta
fase preliminar dos trabalhos, pode entdo indicar a presenga de amostras com valores
errdticos no conjunto investigado ou que as amostras pertencam a zonas especificas que
contenham valores extremos da varidvel.

Uma vez obtidos os variogramas omnidirecionais, pode-se entdo explorar os
padrdes de anisotropia (direcdes de maxima ou minima continuidade) nos variogramas
direcionais. Esta etapa pode ser facilitada se alguma informacdo sobre os eixos de
anisotropia for conhecida a partir de observagdes em campo. Caso contrario, pode-se
recorrer a plotagem de mapas de isovalores ou, mais comumente, calcular-se

variogramas direcionais em vdrias direcdes e plotando-se na roseta de variogramas o

valor da distincia, naquela direcdo, na qual determinado valor de y(h) é atingido. No
caso que o corpo mineral ou geoldgico tiver uma dire¢do de mergulho pré-determinada,
entdo o célculo dos variogramas se realizara na dire¢do do mergulho e também

perpendicularmente.

Alcance da
+--1Janela

Janela

Vertical

TOLERARCIA
DE RANGO N

&
a‘ -
& Angulo vertical

’

P \ »
" . -
. \}\ , _
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i
i
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|
I

Figura 3-3 Caracteristicas do variograma.

Isotropia

5
Um fendmeno diz-se isotrépico quando a magnitude do vetor 4 permanecer
constante, qualquer que seja a direcdo (€) do vetor, e sua variabilidade é simétrica.

Neste caso ¢é suficiente definir um variograma omnidirecional.
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Anisotropia

Na natureza € muito raro encontrar um fendmeno isotropico, sendo mais freqiiente
os fendmenos anisotrépicos.

Anisotropia direcional (geométrica ou zonal) aparece quando os variogramas sao
diferentes em distintas dire¢des. Para obter a morfologia do fendmeno convém calcular

vdrios variogramas em diferentes dire¢des. Existem dois grandes tipos de anisotropia:

a) Anisotropia zonal - tanto os valores do patamar quanto da amplitude
variografica variam com as direcdes, indicando possivel zoneamento espacial da
varidvel ou associac@o entre populacdes distintas (Figura 3-4 b). Na pratica, casos de
anisotropia zonal pura raramente sdo encontrados, mas sim associacdes de anisotropia

zonal e geométrica.

b) Anisotropia geométrica - os variogramas construidos em diferentes direcoes
apresentam o mesmo patamar, mas diferentes amplitudes variograficas (Figura 3-4 b).
Este tipo de fendmeno € muito comum em depdsitos aluviais, onde o alcance na dire¢do

vertical é muito menor que na dire¢do principal do depdsito, conservando sua

variabilidade em ambos os casos (mesmo patamar).

Figura 3-4 Tipos de anisotropia variografica; a) geométrica; b) zonal.

Modelos variograficos
Nos métodos de estimativas e simulacdes geoestatisticas, valores de ¥(h) ao
longo de direcdes e em distincias para as quais ndo se dispdem de observagdes

experimentais serdo requisitados. Dai, a necessidade de se adotar um modelo
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variografico y(h) que melhor se ajuste ao comportamento espacial da varidvel

estudada.

Como os resultados das estimativas devem existir € serem unicos, o sistema de
equacdes lineares gerados pela krigagem necessita possuir uma matriz positivo-definida
que, por sua vez, impde a condicdo de que modelos variogrificos sejam construidos
com auxilio de fungdes positivo-definidas. Dentre os principais modelos podem ser

citados:

Modelos com patamar
Nesse tipo de modelo a funcdo variograma cresce com h até um valor maximo,

correspondente a variincia da populacio, permanecendo entdo constante (Figura 3-5).

n ]
10 /
Q.98 - 2
4. 1
Esterico T !  Exponencial i
# : | |
' t 1 1
1 ]
! | i
' | 1
| ' ! !
Goussiono ¢ | . 1
L L L
0 2/ 1 we 3 h

Figura 3-5 Modelos variograficos com patamar.

a) Modelo esférico ou de Matheron - Modelo mais frequentemente usado e

expresso por:
- on S{h} -0 S{hT h<a
Y(h) = = S| < (3-32)

No ajuste do modelo ao variograma experimental € ttil lembrar-se que a tangente
pela origem atinge o valor do patamar a aproximadamente 2/3 da amplitude

variografica.
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b) Modelo exponencial - neste modelo o patamar € atingido pela funcio
assintoticamente. A amplitude variogrifica pritica deste modelo ¢

determinada quando o variograma alcancar 0,95C.
. (%)
y(h)y=Cll1—-¢e" (3-33)

No ajuste do modelo ao variograma experimental € 1til lembrar que a tangente
pela origem atinge o patamar C a aproximadamente 1/3 da amplitude variogréfica.

Em muitas publica¢des, este modelo é apresentado sob forma genérica como,
, (2)
y(h)=C| 1=\ (3-34)

onde o parametro a neste caso ndo representa a amplitude variografica pratica

associada ao valor 5/(h) =0,95C.

¢) Modelo Gaussiano - modelo frequentemente usado para fendmenos naturais

com elevada continuidade.

y(h)=C 1—e[%] (3-35)

z

A semelhanca do modelo exponencial, o valor maximo 7~/(h):C ¢é atingido

assintoticamente. A amplitude variografica pratica (a) é definida na distdncia onde o
valor do variograma alcancar 95% do patamar.

O modelo Gaussiano apresenta um comportamento parabdlico préximo a origem,
como também um ponto de inflexao da funcdo.

Nos modelos esféricos, exponencial e gaussiano o efeito de pepita é, via de regra,

somando ao modelo variografico como uma constante C.
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d) Modelo aleatério - caracterizado pelo efeito pepita puro (Cyp), € representativo
de fendomenos naturais de elevada descontinuidade. O efeito pepita poderia ser
considerado como um caso particular de um modelo esférico de alcance
infinitamente pequeno. Porém, do ponto de vista fisico, existe uma diferenca
fundamental entre ambos os modelos. O modelo aleatério representa uma
regionalizag¢@o descontinua, onde os valores mudam rapidamente de um ponto

a outro, entanto que o modelo esférico descreve uma regionalizacio continua.

- [0 T h=0 (3.36)
P o h>0

#(k)

'}

oy

7 " b

Figura 3-6 Modelo aleatdrio.

Modelos sem patamar
Apresentam um aumento constante da variabilidade a medida que a distincia
cresce ( Figura 3-7).
y(h) = ah’ (3-37)

onde 0 <6 <2 e arepresenta a inclinagdo do modelo linear quando 8 =1.
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Figura 3-7 Modelo sem patamar.

Outros modelos

a)Modelo cubico:

) 7.0* _ 35.n° N 7.0 _ 3.4
y(h) = a’ 4a’ 24 44
C e h=>a

} .................. 0<h<a

b) Modelo seno-cardinal que pode representar o efeito buraco (hole effect).

y(h) = C{l - W} (3-39)
¢) Modelo Gama
- 1

onde o alcance pratico € definido como a(%/20 —1).

O modelo Gama com parametro & =1 ¢ denominado modelo hiperbdlico.

51

(3-38)
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3.2.2.4.
Dessegregacao de um conjunto de dados

Efeitos de segregacdo também influem na forma do médulo variogréfico, porém é
possivel ajustd-lo com auxilio de métodos de dessegregacdo, como os métodos da
poligonal e das células. Segundo De Souza (2002), os dois métodos apresentam
resultados estatisticos semelhantes, porém distintos dos parametros estatisticos
calculados para as amostras segregadas. O método das células ou blocos serd
empregado neste trabalho, devido a semelhanca com o modelo de blocos utilizado nos

processos de estimativa e de simulacgdo.

Método das células ou blocos - a drea total € dividida em regides de paralelepipedos
chamadas de células (2D) ou blocos (3D).

Cada amostra recebe um peso inversamente proporcional ao nimero de amostras
contidas no mesmo bloco. Assim, € evidente que as amostras segregadas recebem um
fator de ponderacao menor porque o bloco em que se encontram o nimero de amostras
€ mais alto. Note que o peso total das amostras no mesmo bloco deve somar 1.

O método de dessegregacdo por blocos ou células envolve os seguintes passos:

a) utilizacdo de todas as amostras do bloco para cilculo da média local dos blocos
moveis;
b) utilizacdo desta média local para o calculo da média global de toda a area estudada.

A estimativa obtida por este método depende do tamanho da célula ou bloco.
Blocos muito pequenos fazem com que cada amostra tenda a cair em seu proprio bloco
com fator de ponderacdo /. Blocos muito grandes, a ponto de compreender toda a drea
global, fazem com que as amostras se situem em tnico bloco, recebendo iguais fatores
de ponderagdo p = I/n.

Se houver uma malha espacial de amostragem ou de produgdo mineira,
usualmente este espacamento observado na malha representard uma boa estimativa para
o tamanho do bloco. Caso contrario, € pratica comum tentar varios tamanhos de blocos
e escolher aquele que produz a menor estimativa da média global, calculada a partir da
equacdo ((3-56) .

Este procedimento ¢é justificado para o caso em que as amostras segregadas

ocorram em regides onde se observam altos valores da variavel V(x). O efeito esperado
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da dessegregacao neste caso é melhorar a estimativa da média global (sob a suposicio
de que a segregacdo ¢ alta).

Para casos onde puder ser observada a inexisténcia de malha de amostragem (caso
de minerag@o), com segregacdo de amostras em regides de altos ou baixos valores da
varidvel V(x), o método da dessegregacdo por blocos usualmente se comporta melhor.
Segundo De Souza (2002), a amostragem ¢ freqiientemente adensada em dreas que sdo

julgadas criticas, por exemplo, com altos teores ou grande concentragio de metais.
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Figura 3-8 Dessegregacdo em células ( Isaaks & Srivastava, 1989).

A Figura 3-8, mostra um caso particular de dessegregacdo 2D, onde as amostras
das células superiores (B; e B,) por estarem sozinhas t&€m um fator de ponderagao igual

a l (n = 1), enquanto que as amostras nas células inferiores (B3 e B4) t€ém um fator de
ponderacdo de % e % (n#1). Os fatores de ponderacio ou pesos permitem

suavizar o efeito de amostragem em malha irregular no momento da determinagio do
variograma e do histograma. Os mesmos conceitos sdo aplicados para a dessegregacio

em blocos.

n

(p.V,)
Média.Global .Estimada = =——— (3-41)

Di

i=1

onde V;¢€ o valor da amostra e p, € o peso ou fator de ponderacio de cada amostra.
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3.2.3.
Estimativas classicas

Os principais métodos de estimativa classica sdo as distancias ponderadas e o
método da poligonal. Os dois métodos t€m uma grande desvantagem, que sobrestima as

zonas com valores altos e subestima as zonas com valores baixos (vi€s condicional).

3.2.3.1.
Distancias Ponderadas (IQD)

Este método estd baseado no fato que a influencia dos valores amostrais num
determinado ponto decrescem a medida que se afastam do ponto, de tal maneira que o
valor estimado varia de acordo com uma funco inversa da distancia.

Neste método o estimador do bloco V'; é uma combinacio linear ponderada das
amostras v;. Os ponderadores A sdo determinados pelas distancias das amostras d;, ao

centro do bloco. A menor distincia do centro do bloco serd o peso que se da a amostra.

(3-42)

O valor do indice da ponderacdo £ € importante no processo de estimativa, mas
ao mesmo tempo € arbitraria, j& que nao se conhecem métodos que permitam obter um

valor adequado, situado de modo geral entre os valores 1 a 5. O valor de [ igual a 5,

segundo Barnes 1980, torna o método similar ao método do poligono e se o valor for
muito baixo (como 0.5, por exemplo) cresce a importincia das amostras que estdo mais

distantes do centro do bloco.

Observacoes quanto ao método:
Adapta-se com muita facilidade para a realizacdo de estimativas locais e globais,
além de considerar o agrupamento das amostras. As amostras perto do centro do bloco

tém maior peso no processo de estimativa.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0711194/CA


PUC-RiIo - Certificacéo Digital N° 0711194/CA

55

Figura 3-9 Potencia f do método IQD (Villanueva, 2000).

3.2.3.2.
Método da poligonal

Consiste em atribuir ao ponto amostral uma drea de influéncia, no interior da qual
a varidvel em estudo tem valor constante e igual aquele determinado experimentalmente
no ponto. Os poligonos sdo construidos por perpendiculares tracadas nos pontos médios
dos segmentos de reta que unem amostras vizinhas.

Segundo Villanueva (2000), as areas de influéncia quase sempre geram uma sobre
avaliagdo quando existe uma correlagdo positiva entre os valores e uma subestimativa
quando a correlacdo € negativa.

A cada amostra v; corresponde um poligono de influéncia com érea s;, de tal
maneira que o valor estimado do bloco V', é o resultado da ponderacdo das amostras

contetdas no poligono. Os fatores de ponderagdo 4, sdo determinados por uma drea, em
casos 2D, e por um volume, nas andlises 3D.

n
S5,
* — i=1

V= 3-43
; (3-43)

s=Ys, (3-44)
i=l1

Os poligonos podem ser construidos através de mediatrizes ou bissetrizes. No
primeiro caso, perpendiculares sdo desenhadas pelo ponto médio da distdncia que une

dois valores amostrais, i.e. constroem-se as mediatrizes; no segundo, tracam-se
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bissetrizes através dos pontos médios dos dngulos formados com os pontos amostrais,

conforme Figura 3-10.

Figura 3-10 Método da poligonal a) mediatrizes; b) bissetrizes.

3.24.
Estimativas geoestatisticas

Para a previsdo (ou estimativa) dos valores da varidvel em posi¢cdes ndo
amostradas, varios métodos existem, dentre os cldssicos (ou tradicionais) e oS
geoestatisticos.

A grande maioria dos métodos de estimativa envolve combinacdes lineares da

forma
A n
V= Zwi v, (3-45)
i=1
onde v,v,. . v, representa os n valores amostrados e w; um fator de ponderacdo

associado a cada valor v;. Os métodos diferenciam-se basicamente no processo de
escolha de w; parai = 1, 2,....n.

No caso de métodos estatisticos baseados em funcdes aleatdrias estacionarias, os
valores V(x;) sdo considerados realizacdes de varidveis aleatérias, com distribuicdo de
probabilidade conjunta dependendo apenas da distincia entre elas, mas ndo de suas

localizagdes x;.

Logo, a estimativa V(x;), combinacdo linear de V(x;) parai = I, 2,...n pode ser

também considerada aleatoria.
Vi(x,)) = z w,.V(x,) (3-46)
i=1
Assim como o erro de estimacao

R(x,)=V(x)-V(x,) (3-47)
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onde V(x,) representa a modelagem aleatéria do valor verdadeiro em xp,
O valor esperado do erro em qualquer particular posi¢do é frequentemente

referido como viés (“bias”), podendo ser definido como:

E{R(x,)}= E{V(x(»} - EV (x,)} (3-48)
E{R(x)}= E{Z w,-.V<x,->} - E{v(x)} (3-49)
i=1
E{R(x)}= 2w EV (x)}= E{V (x)} (3-50)
i=1
Para a funcio aleatéria estaciondria,
E{ve)}=E{v(x)}=E{v} (3-51)
entdo
E{R(x,)}=E{V iwi —~ 1) (3-52)
i=1
Gerando a condi¢@o para que o método de estimativa ndo apresente Viés,
Zn: w, =1 (3-53)
i=1
3.2.4.1.

Krigagem ordinaria (OK)

O método de krigagem ordindria é também conhecido, em lingua inglesa, pela
sigla B.L.U.E. significando “the best linear unbiased estimator”. Linear porque suas
estimativas sdo feitas por combinacdes lineares, “unbiased” (sem viés) porque o erro de

estimacdo esperado no modelo é nulo e “best” porque seu objetivo € minimizar a
N . 2
variancia destes erros o, .

O erro de estimacao foi anteriormente expresso por

R(x,) = ‘A/(xo) -V(x,) (3-54)

e sua variancia pode ser definida como:

Var{R(x,)}= Var{f/(xo) - V(xo)} (3-55)

Var{R(xO)}z Cov{\A/ (xo).\}(xo)} - 2C0v{\A/(x0).V(x0)} + Cov{V (xo).V(xo)} (3-56)
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O primeiro termo da direita da equacdo ((3-56) representa a prépria varidncia de

A

V(x,) , ou seja

Cov{\A/ (xo).‘A/(xO)} = Var{\}(xo)} (3-57)
Considerando que

Vi)=Y wV(x) (3-58)
resulta em

Cov{\A/(xo).\A/(xO)} = Var{zn: w, .V(xi)} (3-59)

Cov{\;(xo).\}(xo)} -3 Zn:wi.wj.Cov{V(xi).V(xj)} (3-60)

COV{‘A/(XO).‘}(XO)} =3 ww, (3-61)

i=1 j=1

O segundo termo da direita da equacgdo ((3-56) pode ser escrito como

ZCOV{‘A/(XO).V(XO)} = ZCOV{{i w, .V(xi)j.V(xo)}

i=1

2cov{\A/(x0).V(xO )} = ZE{Z w.V(x, ).V(xo)} -~ ZE{Z wV (x, )}.E{V(xo)}

i=1 i=1

2Cov{‘A/(x()).V(x0)} = 25) w EV (x).V (x)} = E{V (x)}EV (x) )]

2C0v{V(x0).V(x0)} = 22 w,..(},-o
i=1

O terceiro termo da direita da equacgdo (3-56) pode ser expresso como
Cov{V (x,).V (x))}=Var{V (x,)}

2

CovlV (x,)V (x,)}= o

Entdo a equagdo (3-56) pode ser finalmente escrita como

~ 2 n n ~ n ~
Oox =0 + 2. > ww,.Ci—2) w.Ci (3-62)
i=1

i=1 j=1
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Uma vez selecionado o modelo do variograma (ou da fungdo covaridncia) é

.2 -
possivel determinar-se ¢ e todas as covariancias Cj .

A minimizacdo de uma funcdo a n varidveis produz entdo um sistema de n
equacdes a n incOgnitas (fatores de ponderacdo wi, wy,.....,W,) que, em principio,
poderia ser resolvido por um método de édlgebra linear.

Como existe uma condi¢do de restrigdo que garante que a solucdo ndo apresente

n

viés (Zwl. =1), entdo o problema de otimizagdo com restricdo poderd entdo ser
i=1

resolvido pelo método do multiplicador de Lagrange, resultando:

~ ~ 2 n n ~ n ~ n
ol =0 +ZZWi.Wj.Cij—ZZWi.Cm—Zﬂ{zwi =1j (3-63)
i=l1 i=1

i=1 j=1

O multiplicado de Lagrange u introduz uma nova incégnita no problema, agora

expresso sem restricdo ja que a condi¢do de ndo viés é automaticamente satisfeita por
(3-63).

A minimizagio desta equagdo

do i’ .
ST i=lyn (3-64)
ow,
)
Iox _,, (3-65)
ou

Produz um sistema de (n+1) equacdes que pode ser expresso sob forma matricial

da seguinte maneira:

611 ........... élnl _Wl 1 [Co
621 ............ éan W2 Cao
......................... =] (3-66)
Cotooore. Conl |lw | |-
Cﬂ
Lo, 1.0 u | | 0

ou
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[clw]=[D]

Possibilitando que as incognitas wj, Wp,......,W, sejam obtidas sem maiores
dificuldades através do método de eliminac@o de Gauss, por exemplo:

O valor da variancia do erro minimizada pode enfim ser calculada como:

o’ =~ W) {D} (3-67)

A varidncia de estimativa ou varidncia de krigagem foi proposta como uma

medida da incerteza associada a estimativa feita por meio da krigagem ordinéria.

3.24.2.
Krigagem Simples (SK)

A varidvel primaria V (varidvel aleatéria) pode ser estimada pela seguinte
combinagdo linear
V(xg) =2y + ) wV(x) (3-68)
i=1
onde w; sdo pesos associados a funcdo aleatéria V(x;) e A ,um fator de ajuste da

estimativa (“shift parameter”).

A

Para uma estimativa sem viés, o valor esperado de R(x,)=V(x,)—-V(x,), deve

ser nulo, ou como sabemos:

E{R(x))}= E{Wx())} - E{V(x)} (3-69)
E{R(x,)}= E{ﬂo + Z W, .V(xi)} - E{V(x,)} (3-70)
E{R(x)} =4 + gw,».E{Wx,-)}— EW(x)) (3-71)
E{R(x)}= 4, + gwi.E{V(xi)}— E{V(x)}=0 (3-72)
E{R(x,)}= 4, +i‘,w,..;;1,- —my =0 (3-73)

Logo,
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ﬂo Zélo—ZWi.l;li (3-74)
i=1

Na equacdo (3-68)
V(xg) = mo= Y womit Y wV (x) (3-75)
i=1 i=1
ou

V() = mo—> w(V(x) - mi) (3-76)

i=1

O erro da estimativa R(xg) pode ser escrito como

R(xy)=V(x,)=V(x,) = (V(xo) - I;loj - (V(xo) - I’;’loj (3-77)

R(x) = V(x,) -V(x) = Y w, .(V(xl.) —m j - (V(xo) - 1;10j (3-78)
i=1

R(x,) =V (x,)=V(x,) = Zw,..(\/(x,.)—m,-j (3-79)
i=0

A variancia do erro pode ser expressa, como vimos na krigagem ordindria, por:
Var{R}=3"> w.w,.Cy (3-80)
i=0 i=0

Os pesos w; para i=1,...,n obtidas pela minimiza¢do de Var{R(xy)} em relagcdo a w;,

i=1,...,n podem ser obtidos por:
D W, Cij = Cotreeeeeeeeessseeseeniens j=l...n (3-81)

A correspondente variancia minimizada dos erros, mais conhecida como variancia
. . T2,
da krigagem simples o«~, € dada por:

o’ = Coo— Y w,.Coi 20 (3-82)
i=1
é o0 =0~ é a varidncia da funcio aleatéria V(x) .
As equagdes da krigagem simples sdo também conhecidas como equacgdes de

regressdo linear na estatistica tradicional.

Na krigagem simples a média mdeve ser conhecida antes da aplicagdo do

algoritmo para estimativa.
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3.2.4.3.
Krigagem em bloco

Frequentemente se necessita da estimativa do valor médio de uma varidvel V(x)
em um determinado volume A.

Uma maneira de se obter tal estimativa é pela discretizacdo do volume. A em
vdarios pontos e entdo determinar-se a média das estimativas individuais destes pontos

calculados por os diversos processos de krigagem (KO, SK).

~ k A
Va =iZV(xj) ................................................ V.eA (3-83)
K j:1

O processo € simples, mas computacionalmente ineficiente por envolver solucdes
desnecessdrias de sistemas de equacdes (equacdes de krigagem).

No caso da krigagem ordindria o sistema de equacdes € escrito como
[C l[W]z [D] Observe que a matriz [C 1, que contém as covariancias entre os valores
amostrais, ndo depende da localizacdo espacial da estimativa, seja ela considerada em
apenas um ponto (Xg) ou sobre um volume A.

No caso do vetor [D] , no entanto, as covaridncias dependem da posi¢do (xg) da
estimativa.

No caso da estimativa envolver um valor médio da variavel V(x) no volume A,

poderiamos escrever que:

Ca = COv{\}A .V(x,.)} (3-84)
Cu = E{{/A .V(xi)} - E{\}A}.E{V(xi)} (3-85)
Cin = E{i gV(xj WV (x, )} - E{igV(xj )}.E{V(x,. )} (3-86)
Cin = iéE{V(xj )V(x)}- i 2 EV (e )}EW (x) (3-87)
Ci = ig[E{vu,.).vu,»)}— EVoepEV )] (3-88)

Cir = llczk:COV(V(xi).V(xj)) .............................. VeA (3-89)

J
Jj=1
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A covariancia entre a variavel aleatéria V(x;) e a varidvel Vy4, que representa o
valor medido do fendmeno sobre o volume local A, é o mesmo do que a média das
covariancias ponto a ponto da varidvel aleatdria V(x;) situados no interior do volume ou
bloco A.

A variancia do erro da estimativa é dada por

O’ =Caa=| Yw,.Cut (3-90)

i=1

onde C s representa a covariancia entre os pontos localizados no volume A.

k

ErAA:klzﬁZé,-j ................................... V(x)e AAV(x,)e A (3-91)

j=1 i=l
Na pratica, a covariancia Caa € aproximada pela discretizagdo do volume A em
£ < - . 2 .
véarios pontos (k). Mas, é importante garantir que os valores de oo~ sejam sempre

positivos, por isso, os pontos utilizados para o cdlculo da covariancia Cas devem ser os

mesmos empregados na determinacdo das covaridncias ponto a bloco Cia .

A vantagem da krigagem por bloco é que a estimativa do valor médio da varidvel
aleatéria de um volume A € obtida pelas solu¢des de um sistema de equagdes. Quanto
menor o nimero de pontos em que se discretize o bloco, menor serd o tempo de célculo,
mas menor também serd a precisdo da estimativa.

A Figura 3-11, mostra como um bloco, discretizado em quatro subblocos, é

estimado.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0711194/CA


PUC-RiIo - Certificacéo Digital N° 0711194/CA

64

Al AMgSTE B) AMOSTRA 1
AMOSTRA 2
AMOSTRA 2
AMOSTRA 4
AMOSTRA. 4
AMOSTRA 3
AMOSTRA 3
o AT 23] AMOSTRA 1
AMOSTRA 2
) AMOSTRA 2
AMOSTRA &
AMOSTRA 4
AMOSTRA 3
AMOSTRA 3

Figura 3-11 Avaliagdo de um bloco sub-dividido em 4 sub-blocos (Yamamoto, 1999).

3.2.5.
Incertezas Geoestatisticas

Através dos métodos geoestatisticos apresentados anteriormente, estimativas da
varidvel V podm ser feitas, ainda que incorporando algum erro. O valor exato destas ndo
é possivel de ser calculado, pelo simples fato de que o valor verdadeiro da varidvel na
posicao desejada é desconhecido. No entanto, seria bastante ttil se ao menos alguma
indicagd@o de sua magnitude pudesse ser estabelecida.

Virios fatores podem influenciar o erro de estimacdo, dentre os quais, 0 nimero
de amostras, a proximidades das amostras ao ponto de estimativa, a configuracio
espacial das amostras e a natureza do préprio fendmeno natural sendo estudado.

Em principio, estimativas mais confidveis podem ser feitas com um niimero maior
de amostras, préximas ao ponto de interesse, ainda que uma eventual segregacdo das
amostras possa prejudicar a exatiddo da estimativa.

A influéncia dos outros fatores é menos 6bvia, porém ndo menos importante.
Estimativas produzidas no caso de fendmenos naturais bem comportados, com suave
variagdo espacial, sdo mais confidveis do que aquelas obtidas onde a varidvel primaria

exibe comportamento erratico. Além disso, € importante reconhecer e ter em mente que
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a natureza do fenOmeno pode variar na regido de interesse, com dreas de alta
variabilidade local.

Questdes comuns em geociéncias como, por exemplo, em qual configuracdo
espacial de amostras as estimativas sdo mais confidveis, podem ser tratadas por um
indice de incerteza que, embora ndo garantido que uma estimava seja melhor do que
outra, fornece indicag¢des da possivel magnitude dos erros envolvidos.

O indice que mais amplamente considera os fatores que afetam a incerteza é

varidncia do erros de estimacgdo R(xy), anteriormente definido por:

~ n

ox” = CofV (x)Vi)}+ D) Z ConV (x)V (x)}- 2i w.CovfV (x)V (x,)} (3-92)

=l j=I

onde:

. Cov{V(xO).V(xO)} - representa a varidncia do ponto estudado e considera, em

parte, o comportamento erratico da varidvel de interesse. Quanto mais errética,

maior o valor deste termo e, portanto, maior o indice de incerteza relativo

2
eXpresso por or" .

. ZIZICOV{V(xi).V(x j)}— soma ponderada das covaridncias que diminui a medida
i=l j=

em que as distdncias aumentam. Se as amostras estio bastante separadas entre si,
entdo a influencia deste termo sera relativamente pequena.

n

. ZWiCov{V(xi )V(xo)}— soma ponderada das covaridncias entre as amostras e o

i=1
ponto sendo estimado. Se as amostras estdo proximas ao ponto, as covaridncias
aumentam e, devido ao sinal negativo na equacgio (3-92) , o indice de incerteza
diminui.

O indice de incerteza também incorpora os efeitos dos fatores de ponderacgdo que,

n

nos métodos geoestatisticos, garantem estimavas sem viés Z w, =1

i=1
A classificacdo por indices de incerteza relativa pode nao ser suficiente em muitos
problemas que pedem por medidas de incerteza em valores absolutos. Por exemplo, é
frequentemente importante estabelecer intervalos de confianga dentro dos quais o valor

verdadeiro da varidvel possa estar situado.
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A maneira mais tradicional de estabelecer tais intervalos de confianca requer que
as 2 seguintes hipdteses sejam satisfeitas pelo problema:
¢ Os erros verdadeiros sigam uma distribuicdo normal de probabilidades

(distribui¢do de Gauss).

LN . -~ s . 2 .
e A variancia dos erros do modelo baseado em fungdes aleatdrias (O-R j seja uma

medida precisa da variancia dos erros de estimagdo verdadeiros.

A primeira destas hipéteses é geralmente aceita, mesmo para conjunto de dados
com alta assimetria, pois os erros de estimacdo tendem a ser simétricos (teorema do
limite central).

A segunda hipdtese, no entanto, depende fortemente, do modelo variogréfico
selecionado. Na pratica, ¢ muitas vezes dificil interpretar a variancia dos erros do
modelo como a varidncia dos erros verdadeiros.

Segundo Yamamoto & Conde (1999), a variancia da krigagem mede apenas a
configuracdo espacial dos pontos dados e, por isso, ndo reconhece a dispersdo local dos
mesmos. A dispersdo local é de importancia vital principalmente para a classificacdo de
recursos minerais. Por isso, diversos autores propdem outras relagdes para calcular
medidas que melhor representem o erro associado a estimativa e levem em consideracéo

os efeitos da dispersdo local (regides de alta e baixa variabilidade).

3.2.6.
Simulacoes Geoestatisticas

Em muitos casos, a estimacdo do valor de um bloco simples ndo € suficiente para
abordar todos as questdes surgidas em um projeto novo. A krigagem produz a melhor
estimativa do valor de um bloco, considerando somente valores amostrais ao redor do
bloco e ignorando a influéncia dos demais.

As estimagdes produzidas geram uma representacio suavizada da distribui¢do real
da varidvel. Em termos estatisticos, isto significa que a varidncia das estimativas &
menor do que a varidncia dos valores reais. Em termos praticos, que o valor previsto
estd condicionalmente com viés, subestimando os valores altos e sobrestimando os
valores baixos (Sullivan, 2006).

As simulacdes mostram um maior detalhe da variabilidade espacial, ja que seu

objetivo € reproduzir a maior quantidade possivel das propriedades do conjunto original
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dos dados, enquanto que as estimativas sdo realizadas para determinar propriedades
médias.

A simulac@o reproduz o histograma e variograma dos dados originais, além de
estar condicionada aos dados. Por meio do condicionamento, quando uma varidvel é
simulada em uma regido amostrada, a estimativa igualard exatamente o valor da
amostra. As simulacdes podem ser realizadas muitas vezes e em cada vez produzira
superficies diferentes. Cada uma das superficies simuladas reproduz as caracteristicas
conhecidas e modeladas dos dados, com cada superficie representando uma possivel
imagem de como a varidvel se comportard espacialmente.

Em resumo, quando se quiser a melhor estimativa do valor de uma propriedade,
deve-se usar a krigeagem, mas quando se requer a informagdo da variabilidade, hd que

criar simulacdes.

Fundamentos da simulaciao

Uma simulacdo geoestatistica bem construida reproduzird muita das
caracteristicas originais dos dados. Algumas das caracteristicas reproduzidas sdo:o
histograma dos dados, a correlagdo espacial dos dados e suas propriedades locais.
Existem muitos algoritmos para gerar uma simulacdo condicional, Porém, todos os
algoritmos relacionam-se em quatro etapas importantes (Figura 3-12). Iniciando com
uma serie de numeros aleatérios, impde-se a correlagdo espacial. Os valores
correlacionados sdo “condicionados” aos dados reais e obrigados a se conformar a

distribuicdo dos dados originais.
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ETAPA PARA UMA
SIMULACAD

FORNECER UM GRUFPO DE
NUMEROS ALEATORIOS

CRIAR CORRELACOES
ESPACIAIS NOS NUMEROS
ALEATORIOS

CONDICIONAR A SIMULACAC
ADS DADOS

IGUALAR A DISTRIBUICAQ DOS
DADOS ORIGINAIS

Figura 3-12 Passos para uma simulag@o.

3.2.6.1.
Simulacao sequiencial gaussiana (SSG)

Atualmente € o algoritmo mais conhecida de simulac@o condicional, permitindo
uma solucgdo eficiente das etapas de simulac¢do. A aproximacdo da simulacdo seqiiencial
gaussiana utiliza a0 maximo as propriedades da distribui¢do gaussiana.

Uma das propriedades é quando os dados sdo (multi) normalmente distribuidos,
entdo a varidncia da krigagem € equivalente a variancia condicional e o valor estimado
descreve por completo a distribuicio condicional em um ponto ndo amostrado.
Conhecendo esta distribuicdo, é portanto muito simples estabelecer previsdes. No
entanto, como a selecdo aleatéria de amostras de um nimero de distribuicdes

condicionais independentes ndo garante que o variograma dos dados seja reproduzido
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pela simulacdo, entdo os teores simulados sdo somadas ao grupo dos dados
condicionantes conforme sao gerados (Sullivan, 2006).

Em termos matemadticos, uma simulagdo condicional procura fornecer realizacdes
de N varidveis aleatdrias condicionais aos n dados disponiveis. Aqui N (o nimero de
pontos simulados) é geralmente maior que n (o numero de dados disponiveis). Como a
distribuicdo multivaridvel adequada para este tipo de problema é geralmente muito
complexa, necessita-se de um método que simplifique a solucdo. Esta simplificacdo €
feita com auxilio do axioma de Bayes para probabilidades condicionais. Para eventos

discretos, o axioma é dado por:

Pr(A/B) =Pr(A A B)/Pr(B) (3-93)

An L

Figura 3-13 Diagrama de Venn.

Os circulos representados na Figura 3-13 representam os eventos A € B. A
intersecdo dos circulos representa a ocorréncia de A e de B a0 mesmo tempo. O termo
Pr(A/B) representa “qual é probabilidade de que ocorra A quando ja tenha acontecido
B”. Se ja ocorreu o evento B, todos os eventos adicionais estdo limitados ao circulo que
representa B, ou seja, ‘“‘se ja ocorreu B, a Unica maneira de que ocorra A € que ocorram
A e B ao mesmo tempo". Ao juntar esta informacao, a probabilidade de que ocorra A e B

(Pr(A/B)) € igual a probabilidade de que ambos os dois A e B ocorram (Pr(AA B))
dividido pela probabilidade de que ocorra B (Pr(B)).
Também podemos escrever a equagdo (3-93) como:
Pr(A A B) =Pr(A/ B).Pr(B) (3-94)
Esta equacdo resulta mais adequada nas simulagdes de distribui¢des de multiplas

varidveis, ondea probabilidade conjunta de A e B é o produto de duas distribui¢des. Esta
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relacdo pode ser expandida para que se possa formar a partir do produto de varidveis N,
a distribui¢do conjunta de qualquer varidvel N.
Por exemplo, considerando D =B A C
Pr(AABAC)=Pr(AAD) (3-95)
Aplicando o axioma de Bayes
Pr(A A D) =Pr(A/ D).Pr(D) (3-96)
Substituindo novamente D
Pr(AABAC)=Pr((A/B)AC).Pr(BAC) (3-97)
Aplicando novamente o axioma de Bayes
Pr(AABAC)=Pr((A/B) A C).Pr(B/C).Pr(C) (3-98)

Na simulacdo existem n dados e N pontos a simular. Os n pontos simulados
devem ser uma realizacdo da funcdo aleatéria V(x). Logo, os pontos simulados devem
seguir as leis da probabilidade conjunta para as N varidveis aleatdrias (N varidveis
aleatérias nos pontos que estdo sendo simulados). Uma realizacdo que segue as leis de
probabilidade conjunta € definida aplicando sequencialmente o axioma de Bayes.

Primeiro, um ponto de partida aleatério que serd simulado € selecionado dentre os
N ndés de uma malha. Neste momento, a distribuicdo dos teores condicionados aos n
dados € definida e um teor simulado selecionado aleatoriamente a partir da distribui¢éo
condicional. Logo depois, este teor simulado é adicionado ao conjunto de dados
condicionantes e visita-se outro dos nés da malha. A distribuicio condicional € definida
neste ponto e um teor simulado é selecionado aleatoriamente com base nesta
distribuicdo.

Segundo, a distribui¢do dos teores esta condicionada de maneira importante aos n
dados e ao teor simulado. Este processo seqiiencial continua até que todos os pontos N
tenham sido simulados, ji que todos os teores simulados sdo selecionados de uma
distribuicdo de teores condicionados a informacdo disponivel (simulado e real); A
simulag¢do resultante é uma realizagdo da funcgao aleatdria V(x).

E importante garantir que os dados tenham uma distribui¢io normal, j4 que a
aplicagdo da krigagem simples define por completo a distribui¢do condicional dos
teores. Neste caso, o procedimento de simulacdo condicional consiste em:

® Visitar um né de simulacao.
e Realizar uma krigagem simples para definir a distribui¢cdo condicional.

e Selecionar aleatoriamente um teor da distribuicdo condicional.
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¢ Somar o valor simulado ao conjunto dos dados condicionados.
e Vigitar outro nd e repetir 0 processo.

e Este processo continua até que todos os nds tenham sido simulados.
Vain () = Ve () + (V dadtos () = Vicsim (3)) (3-99)
onde V. (x)é o valor simulado, V., (x) € o teor do dado simulado ndo
condicionado, \}dadm(x) o teor estimado com krigagem simples a partir das amostras e

Vuesim(x)o teor estimado com krigagem simples a partir dos dados ndo

condicionalmente simulados.

Nas posi¢des onde existam dados, a simulac@o condicional V i (x) serd igual aos

dados, ja que a krigagem € um estimador exato. Em um né onde haja uma amostra
(VUCSiIn (-x) = VUCSim (x)j € (‘/sim (x) = Vdadas (x)j .

Segundo Sullivan (2006), a varidncia da krigagem e a variancia condicional ndo
sdao as mesmas em uma distribui¢do que ndo seja normal (Gaussiana), por exemplo em
uma distribuicdo log-normal onde existe um efeito proporcional. A variancia
condicional é uma funcdo do valor médio local (efetivamente S’=&.m” onde S* é a
varidncia local e m € a média local). Neste caso, quando a krigagem € realizada, a
varidncia da krigagem € somente condicional com a posi¢do dos dados, jd que os pesos
da krigagem s3o funcdo apenas da posi¢cdo dos dados. Devido que a variancia
condicional depende das médias locais, a variancia condicional depende tanto da
posicao dos dados quanto dos valores destes.

Para aplicar a teoria de simulacdo seqiiencial gaussiana os dados devem estar
distribuidos normalmente, o que ocorre quase nunca na pratica. A solucdo deste
problema estd na transformacdo dos dados a uma distribui¢do normal. Sem importar seu
teor de distribuicdo inicial, com uma média de 0 e um desvio padrdo de 1 criam-se
valores normalmente distribuidos. Logo depois, a simulacdo é realizada sobre estes
dados transformados e os pontos simulados sdo novamente transformados a seus
respectivos valores originais.

A transformac@o dos dados se baseia na distribuicdo acumulativa dos dados e na

distribuicdo normal.
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Implementacao da Simulacao Seqiiencial Gaussiana
e Revisar os dados originais para assegurar-se que a distribuicdo dos teores seja
estaciondria em relagdo ao volume que sera simulado. Particularmente, revisar as
tendéncias dos teores ou das dreas de valores altos e baixos. Se for necessario
subdividir o volume de simulag@o para obter regides admitidas estaciondrias.
® Revisar se existem grupos de dados. Se os dados estdao segregados ou agrupados, é
provavel que a distribuicdo ndo dessegregada dos dados ndo seja representativa.

Determine os pesos por um método de dessegregacao.

Transforme os dados para que sigam uma distribuicdo normal.

Modele o variograma dos dados transformados.

Defina o caminho aleatério através da malha dos pontos que serdo simulados.

Visite cada um dos nds e realize a krigagem simples sob os dados transformados.
e A krigagem simples define a média e a variancia (estimativa da krigagem e
varidncia da krigagem) da distribuicio condicional, pois os dados sdo

distribuidos normalmente.

Usando um gerador de nimeros aleatdrios, selecione um ponto da distribuicao

condicional Gaussiana. Este € o valor simulado para o ponto.

Adicione o valor simulado ao grupo de dados condicionantes.

Visite o proximo né a ser simulado e repita a krigagem e os passos de selecao.

® Uma vez que todos os pontos tenham sido simulados, transforme os valores
simulados sob distribui¢do normal para obter os teores simulados reais.

® Os valores simulados finais devem ser revisados e contrastados com os dados

originais para garantir que o variograma e o histograma tenham sido

reproduzidos adequadamente.
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