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Provas a partir do Principio de Hume sem usar IVa

Nosso objetivo aqui € mostrar que ¢ totalmente possivel provar os teoremas
mencionados por Frege em GLA, inclusive o teorema referido na § 83 que € pri-
mordial para a prova do teorema de que todo nimero natural tem um sucessor, a
partir da teoria obtida com a introdu¢do do Principio de Hume (mais defini¢des
dos conceitos aritméticos) ao sistema logico de BS sem usar o Teorema IVa de
GGA. Seguimos as provas dadas em GGA, tomando-se, obviamente, o cuidado
de excluir qualquer mencao as extensdes de conceitos e todo uso do Teorema
IVa*®,

Este capitulo esta dividido em trés partes. Na primeira, apresentamos 0s
axiomas de BS, as regras de inferéncia e os teoremas 16gicos que usamos nas pro-
vas formais das proposi¢des mencionadas em GLA. Em relacao as regras de infe-
réncia, seguimos o procedimento de Frege em GGA, permitindo mais regras de
inferéncia que em BS. Em particular, poderiamos excluir o Axioma 28 de BS,
uma vez que adicionamos uma regra de inferéncia correspondente, a Regra de
Contraposigao.

Na segunda parte, introduzimos as defini¢des dos conceitos aritméticos fun-
damentais. Aqui, preferimos seguir as definicdes de GLA ao invés de GGA. As
principais diferencas sdo que ndo definimos a inversa de uma relagdo S — como €
feito em GGA — e definimos quando uma relagdo S ¢ Um-para-Muitos. Além dis-
so, diferente de GGA, onde ¢ definido o mapeamento de um conceito P em um
conceito Q por meio de uma relagao S, preferimos definir o conceito de correlagao
entre dois conceitos P e Q via uma relagdo S*".

Na terceira parte, provamos os teoremas mencionados nas §§ 75-83 de
GLA. Observamos que, em GGA, as provas de alguns destes teoremas fazem uso

do Teorema I'Va. O que mostramos ¢ que muitos usos deste teorema em GGA sio

418 Certamente, ha diferengas entre as nossas provas ¢ as de GGA. Em parte, porque usamos as
defini¢des de GLA que sao ligeiramente diferentes de GGA, em parte porque, sem o Teor-
ema IVa, ndo podemos usar alguns expedientes de Frege, em particular, usar o Teorema 96
de GGA: Vz(F(z) = G(z)) D . F(z) = §.Gx , onde '#,...z..." é 0 operador-abstragéo 'o ni-
mero de...". O teorema 96 diz que se dois conceitos sdo coextensivos, entdo eles tém o mesmo
numero. O teorema 96 ¢ provavel na teoria proposta aqui, mas isto ndo tem qualquer serven-
tia, uma vez que ndo ¢ provavel na presente teoria o antecedente do Teorema 96, porque ndo
temos o Teorema I'Va.

419 Uma relagdo S mapeia um conceito P em um conceito Q justamente quando S ¢ funcional e
todo objeto que cai sob P encontra-se na relagdo S com algum objeto que cai sob Q.
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totalmente dispensaveis, embora ele seja essencial a prova do Principio de Hume

420 Uma vez

a partir da definicdo explicita em termos de extensdes de conceitos
que IVa ndo ¢ provavel em BS e que Frege ja tinha provado as leis basicas da
aritmética em 1882, tudo nos leva a crer que estas leis foram provadas a partir do
Principio de Hume, adicionado-o como uma espécie de definicdo (ou como um
axioma) a BS.

4.1.

Axiomas de Begriffsschrift, regras de inferéncia e teoremas

importantes

41.1.

Axiomas de Begriffsschrift

Axioma 1 de BS (§ 14) — (1BS)

Axioma 2 de BS (§ 14) — (2BS)

Axioma 8 de BS (§ 16) — (8BS)

L @

420 Existe um paralelo entre o uso do Teorema IVa ¢ o uso das extensdes em GGA, que ndo pa-
rece ser uma mera coincidéncia. Como Heck (1993) mostrou, o unico uso essencial das ex-
tensdes de conceitos em GGA ¢ na prova do Principio de Hume. O que estamos mostrando
aqui € que o tnico uso essencial do Teorema I'Va em GGAL1 ¢ justamente na prova do Prin-
cipio de Hume também. Todos os outros usos sdo totalmente dispensaveis.
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Axioma 28 de BS (§ 17) — (28BS)

Axioma 31 de BS (§ 18) — (31BS)

Axioma 41 de BS (§ 19) — (41BS)

Axioma 52 de BS (§ 20) — (52BS)

f(d)
L
c=d
Axioma 54 de BS (§ 21) — (54BS)
|_ cC=cC

Axioma 58 de BS (§ 22) — (58BS1)
F[— f(e)
o fla)

Implicitamente, em BS, Frege assume uma instancia de segunda-ordem do Axio-
ma 58, cuja forma seria (58BS2)**:

Pk
L Ma(5)

Também usaremos a seguinte versao de segunda ordem do Axioma 58 que chama-

remos indiscriminadamente de 58BS2:

421 Este axioma também ¢ dispensavel, porque introduziremos mais adiante uma regra de inferén-
cia que corresponde exatamente a este axioma.

422 Veja as provas dos teoremas 77 e 93 de BS, por exemplo.

423 Na notagdo contemporanea: Vf Mz(f(5)) D Mg(9(B)).
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}_{ M’al-j[f(ﬂ’} .#'3)) 424 425

41.2.

Regras de inferéncia

Modus Ponens (MP)
De
|_ a
e
b
1.
inferir 42‘6
| b.
Seguindo Frege, aplicamos uma forma generalizada de MP. Por exemplo, das for-
mulas
|_ c
e
d
C
b
a
podemos inferir ,
d
[,
a

Contraposicao (CP)
De

424 Em GGA, Frege ndo faz uso dessa versdo de 58BS2, uma vez que, com a introdugdo dos per-
cursos de valores, ele ¢ capaz de representar fungdes de segunda-ordem por meio de fungdes
de primeira ordem. Mas parece razoavel assumir que ele tenha feito uso de algo similar a esta
lei em 1882, principalmente porque ela ¢ necessaria na prova de (PH6) e dos teoremas 5 e 6.
Veja, por exemplo, o uso de 58BS2 na prova da formula 29 abaixo.

425 A proposito, na §25 de GGA, Frege reivindica que ¢ feito apenas um tnico uso de 58BS2 (lei
basica IIb), mas isto ¢ incorreto. Ela € usada na prova do teorema 1 (GGA, pag. 74) e na pro-
va do teorema 123 (GGA, pag. 138), que é um analogo de (G3) abaixo.

426 Na notacdo contemporanea: a,a D bF b.
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}_[ b
(1
}_|:T a 427 428
b

T

inferir

Novamente, seguindo Frege, utilizaremos uma versao generalizada de CP. Por ex-

emplo, da formula

podemos inferir

Ou, entdo, podemos inferir

E ainda podemos inferir

Permutac¢io dos Antecedentes (P)

De
d
[
a
inferir

427 Na notacdo contemporanea: a Dbk —b D —a.
428 Como ja mencionamos esta regra corresponde ao Axioma 28 de BS.
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d 429 430

L,

C

Essa regra pode ser generalizada também. Assim, a partir da formula
[

d

C

podemos inferir, por exemplo,

Amalgamacio de Antecedentes Idénticos (Aml)

De

inferir

Frege nao provou o teorema

La
correspondente a esta regra em BS, embora o mesmo seja provavel.
Como nos casos anteriores, ¢ possivel generalizar (Aml). Assim, por exem-

plo, da formula

429 Na notagéo contempordnea: (a O (¢ D d)) F (¢ D (a D d)).

430 Como ja mencionamos, esta regra corresponde ao Axioma 8 de BS.
431 Veja os Teoremas 12-17 de BS.
432 Na notagdo contemporanea: (¢ D (a D b)) F (a D b).
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podemos inferir

Transitividade do Condicional (TR)
De

inferir

}_|: c 433 434
a
Como anteriormente, generalizagdes desta regra serdo utilizadas nas provas. Por

exemplo, de

podemos inferir

Mais um exemplo: de

433 Na notacdo contemporanea: a O b,b DckaDec.
434 Esta regra corresponde ao Teorema S de BS.
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d
C
a
e
[
1: T
m )
podemos inferir
-
d
n
m
L 1
Terceiro Método de Inferéncia de GGA - (TMI)
De
d
[
b
a
e
d
L
T a ,
podemos inferir
d 435

R}
f

Esta regra ¢ um pouco mais complicada que as demais. Quando duas féormulas
tém consequentes idénticos e um dos antecedentes de uma férmula ocorre com
uma negagao na outra, podemos juntar em uma Unica formula todos os demais an-

tecedentes que implicam o consequente comum, excluindo o antecedente que ¢

435 Na notagdo contemporanea: (@ D (b D (¢ D d))),(—ma D (f D d) F(f D (bD(cDd))).
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afirmado em uma e negado na outra. No exemplo acima, este antecedente, que ¢
afirmado em uma féormula, mas negado na outra, ¢ o 'a'. Para entendermos melhor

esta regra, basta ter em mente como ela pode ser derivada das demais acima. As-

sumamos
@
d
j
e
(1)
d
s

De (II), por meio de (CP), obtemos
(1II)
3
s
T d'

De (I) e (IIT), por meio de (TR), inferimos

Iv)
I d
[
b
f
L d
De (IV), por (CP), derivamos
V)
e
[
b
d
d
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De (V), usando (Aml), obtemos
(VD)

E.:

d

-
E, finalmente, de (VI), por meio de (CP), obtemos
(VID)

d
P :
b
f
Generalizacdo universal I e II - (GU1, GU2)
(GUI)
De
L fla),
inferir
Lo f(a)
(GU2)
De
} Maf(d),
inferir
L Mi(8) *

E também de
|- *'n"fc:ﬁf(ﬁl 3)3
inferir

L Magf(a, 9).

436 Confira as provas dos teoremas 91 e 93 de BS.

192
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Confinamento da Generalidade ao Consequente I e II- (CGC1, CGC2)

(CGC1)
De

A

}[{u fla)
A

Uma versdo generalizada de CGC1 sera aplicada também. Assim, por exem-

podemos inferir

437

2

onde 'a' ndo ocorre livre em A*%,

plo, de
fla)
Pc
B
A 1
podemos inferir
o fla)
[[E
B
A

onde 'a' ndo ocorre livre nem em A, nem em B ¢ nem C.
(CGC2)
De

Mgf(5)
A

podemos inferir

T_f, Mgf(3)*
A

437 Na notagdo moderna: A D f(a) - A D Vaf(x)
438 Veja §11 de BS.
439 Na notagdo contemporanea: A O Mg(g9(8)) F A D VfMa(f(5)).
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onde 'f' ndo ocorre livre em 'A%

Também usaremos a seguinte versao de (CGC2):

De
_-"mfalgf(cu, 3)
A
inferir
Tj, M’alg_i(a, Ay
A
4.1.3.

Teoremas importantes

Teorema 55 de BS - (55BS)

Teorema 57 de BS - (57BS)

Teorema Ile de GGA - (IeGGA)

a
Frege ndo provou este teorema em BS, embora o mesmo seja provavel. Em BS,

temos o Teorema 27 (27BS)

Substituindo-se 'c' por

440 Para um exemplo de CGC2 em BS, veja a prova do teorema 91.
441 Versdes generalizadas de CGC2 também serdo usadas.

442 Na notagdo contemporanea: (c =d) D (d = ¢).

443 Na notagio contemporanea: ((c =d) D (f(d) D f(c))).

444 Na notagdo contemporanea: (a D (b D —(a D —b))).
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obtemos
b

L

b

Lo

Desta formula, por (CP) e (P) , inferimos

Teorema Ib de GGA - (IbGGA)

445

(9
1o

Este teorema também ndo foi provado em BS, ndo obstante ¢ provavel no sistema.

B
T
T

Também ¢ provavel em BS o seguinte teorema que chamaremos indiscriminada-

mente de (IbGGA):
b 446
L.

1o

Da seguinte instancia do 1BS

e (CP), derivamos

445 Na notagdo contemporanea: (—(b D —a) D a).
446 A prova deste teorema em BS ¢ usando o Teorema 38 de BS e contraposigdo.
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Teorema If de GGA - (IfGGA)

Novamente, este teorema nao foi provado em BS, contudo ¢ provavel no sistema.

Da seguinte instancia de (27BS)

(CP) e (P), inferimos

Teorema Id de GGA — (IdGGA)

a8
L
1o

Outro teorema que nao foi provado por Frege em BS, mas que ¢ provavel no siste-

ma. A partir do Teorema 38 de BS (38BS)

e (CP), obtemos

447 Na notagdo contemporanea: (b D (—a D —(a D b))).
448 Na notagdo contemporanea: (—(a D b) D a).
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Teorema Ic de GGA - (IcGGA)

}—|:-|— a 449

a
1y
Este teorema também ¢ provavel em BS. A partir de 1BS

L,

(13

L.
1o

e CP, derivamos

Teorema IIIb de GGA — (IIIbGGA)

c=d *
L)
+ fle)

Este teorema também ¢ provavel em BS. A partir de 57BS

@)
[

f(d)
c=d
e (CP), inferimos
c=d

Lol

(d
(

fle
.
Teorema IIId de GGA - (IIIdGGA)

R

c=d*
Lo
L ()

Este teorema também ¢ provavel em BS. A partir de 52BS

449 Na notagdo contemporanea: (—(b D a .
450 Na notagdo contemporanea: (—f(c) D (f(d) D =(c =d))).
451 Na notagdo contemporanea: (—f(d) D (f(c) D =(c =

U
J
2
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e (CP), derivamos

Teorema 36 de BS — (36BS)

4.2,

Definigoes dos conceitos aritméticos fundamentais

Definicio de uma Relagcdo S ser Funcional ou Muitos-para-Um (BS, §31,
GLA, §72):

{c b___a hEa\
I v—[S(e,u)

453

= Func,zS(a, 3)

S(e,b)
(A)
Definicao de uma Relagio S ser Um-para-Muitos (GLA, §72)
( [ ] a e=aq \
”_ v—|: S(a [1) 454 455
O = UpMasS(a, B)
S(e,b)
(B)

A conjuncao de (A) e (B) define quando uma relagdao S ¢ 1-1. Ou seja, uma rela-

452 Na notagdo contemporanea: (a O (—a D b)).

453 Na notagéo contemporanea: FuncagS(a, ) =def VeVyVz(S(z,y) A S(z,2) Dy = 2).

454 Aqui, seguimos a nomenclatura de Russell (1919, pag. 47): “One-many relations may be
defined as relations such that, if x has the relation in question to y, there is no other term x'
which also has the relation to y”.

455 Na notagdo contemporanea: UpMagS(c, B) =def VeVyVz(S(x,y) A S(z,y) Dz = z).
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cdo S € 1-1 justamente no caso em que ela ¢ funcional (Muitos-para-Um) e Um-

456

para-Muitos™°. Em notagao Fregeana:

TPVaaS(0,9) =1 LusSias?
Fune,3S(a, 3)

I

Definicao de uma Correlacao entre os Conceitos P e Q via uma Relagao S

(GLA, §71):

a__ Pl(a)

o Q(b)
VTS[u,b)
| Lerrew

- T‘t_’ (a) = Corrag(SaB)(Pa, Q)
S(a, b)

©
Principio de Hume (GLA, §63 e §72):
((1.P@) = £.Q@)) = .3 Corras(Rap)(Pa,@B)
" Func,sR(a, 5) 458
UpM.sR(a, 5)
(PH).

456 Em GLA (§ 72), Frege define: “We have thus seen when the objects falling under the
concepts F' and G are correlated with each other by the relation @ But now in our case, this
correlation has to be one-one. By this I understand that the following propositions both hold
good:

I. If d stands in the relation @to a, and if d stands in the relation @ to e, then generally,
whatever d, a and e may be, a is the same as e.

II. If d stands in the relation @to a, and if b stands in the relation @to a, then generally,
whatever d, b and a may be, d is the same as b.”.

457 Dois conceitos P e Q sdo correlacionados por uma relagdo S justamente quando para todo
objeto x que cai sob P existe um objeto y que cai sob O e S(x,y) e para todo objeto y que cai
sob Q existe um objeto x que é P e S(x, y). Na notagdo contemporanea:

CorrafSap)(Pa, OP)=wr [Lx(P(x) - Ly (O() & S(x, y)) & DW(O() - Le(P(x) & (S(x, y))].

458 Relembrando: o numero que pertence ao conceito P ¢ igual ao nimero que pertence ao
conceito O justamente quando existe um relagdo R tal que R ¢é funcional ¢ Um-para-Muitos e
R correlaciona os Ps e os Os.
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Definicio do Numero Zero (GLA, §74):
(i (, 2 =2) =0)*

D)
Definicdo do Nimero Um (GLA, §77)

- (fo(z = 0) = 1)*°
(E)
Definicao da Relacio ‘Sucessor’ (GLA, §76):

-5 a Tt]_r{'s"(;r:] =n
§(a)

$a T[ | -['x) =m | = Pred(m,n)

(F)
Definicao do Ancestral Forte de uma Relacao S (BS, §26, GLA, §79):

b "6-"'
462 463

= S*(a, b)

(G)

459 Ou seja, 0 é o nimero que pertence ao conceito 'ser diferente de si mesmo'.

460 Ou seja, 1 é o nimero que pertence ao conceito 'ser idéntico a 0'.

461 Isto é, n ¢ o sucessor de m (ou m é o predecessor de n) justamente quando existem um
conceito F' e um objeto y tal que o nimero que pertence ao conceito F é n ¢ y cai sob o
conceito /' e o nimero que pertence ao conceito ' cair sob F mas diferente de ' € m.

462 Na notacao contemporanea:

S*(a,b) Zaes YF{[Vz'7y(F(z) A S(z,y) O F(y)) AVz(S(a,z) O F(z))] > F(b)}

463 De acordo com Frege, esta formula define o conceito de “b vir depois de a na relagdo f”.
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Definicao do Ancestral Fraco de uma Relacio S (BS, §29, GLA, §81)

Ik b=a = $**(a ot 463
L S*(a,b)

(H)
Defini¢coes de Numero Cardinal (GLA, §72) e Numero Natural (GLA, §83)
- (-3 t:8(z) = n) = Card(n)[*
@
I+ [Pred™(0,n) = Nat(n)]*’
)
4.3 - Provas

Derivagoes a partir das Definicoes

(A)

| WP Stt,a) = Func,gS(o, B)
S(e.b) | |

Usando o 52BS
{ f(d)

fle)
c= d,

obtemos

464 Na notagdo contemporanea: S**(a,b) =gy S*(a,b) Vb =a

465 Segundo Frege, esta formula define o conceito de “b pertencer a f-série iniciada por a” ou “a
pertencer a f-série terminada por b”.

466 Na notagdo contemporanea: Card(n) =gy IF(#F(z) = n).

467 Numero natural ¢ todo objeto que pertence Pred-série iniciada por 0.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0410616/CA


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0410616/CA

- uncagS

b__a b—a

¢ b b=a

(V
([

substituindo-se ‘c’ por

2

b=a
V—[Sea

S(e,b)

= Funcﬂgs(ﬂ'-ﬁ))

‘d’ por ‘ FuncepS(a,3)’ e f& por ‘& .
Aplicando MP entre (A) e (1), derivamos

}_[ Func,gS(a, 3)

¢ b_a_bh=aq
WF S(era)
S(e, b)
Usando 57BS:
fle)
T
c= d)’
obtemos

b b=a
S(e, a)

S(e,b)
FunCO,L;S( ,3)

b=a

([res

= FunCQBS(Cl'~.3)J

202

(al),

(A1)
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(a2).
De (A) e (02), aplicando MP, chegamos a

e b__a_b=aqg

\T{ S(e, a)
S(e, b)
FuncapgS(a, 3)
(a3).

Usando a seguinte instancia de 58BS1

b__a_bh=qg

S(e,a)
S(e,b)

e b_a _bh=a
T{sce,aj
S(e, b)

obtemos

(Ia),

b__a_bh=qg
S(e,a)
S(e,b)
FuncapgS(a, 3)
(a4),
por meio de TR entre (Ila) e (03). Novamente, considerando a seguinte instancia

de 58BS1

a_b=aq

P S(e,a)
S(e,b)

b a_b=aqa
S(e, a)
S(e, b)
(ITa"),
obtemos

a__h=aq

P S(e, a)
S(e, b)

FuncagS(ev, 3)
(as),

por meio de TR entre (I1a') e (a4). Finalmente, da seguinte instdncia de 58BS1
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b=a
}1‘[3[6.&)
a_b=a

v—[S[e, a)

derivamos

(I1a"),

b=a

P S(e,a)
S(e,b)
Func,zS(a, §)

(A2)

por meio de TR entre as formulas (IIa") e (a5).

( e b o e=a =UpMasS(a, ,,-3)\
{ S(a,b)
S(e, b)

(52BS): 48

T UpM,5S(a, 3)
e b a e=a

WF S(a,5)
S(e, b)

(b o e=a =UpM.sS(a,5))
‘[ S(a,b)

S(e, b)

(B1).

(57BS):

c_ b a_e=aq

W{V{ S(a,b)
S(e, b)

UpM,3S(a, 3)
Aplicando 58BS1 (3x), obtemos

468 Este traco indica que aplicamos MP.
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e=1a

PS(&, b)
S(e,b)

Up.-’tifalgS(a, 3)

©)

a__ P(a)

T om
FS(a,h)
o Q)

L

(52BS):
}_[ Corrag(Saf)(Pa, Q)
o, P(a)
Q(b)
S(a,b)
Q(b)
P(a)
S(a,b)

A partir da seguinte instancia do teorema leGGA

\E/T P(a) = Corras(SaB)(Pa, Qf)
S(a, b)
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(B2).

xD.
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S(a, b)

(x1)e TR,

|__

[}

P

b

©)

a

b

Tl

derivamos

Q(b)
S(a, b)

b Q[b)

VI;FS(CI. b)

P(a)

P(a)

0
FS(a, b)

Q)
S|

o P(a)
vTS(a, b)

Corras(Saf)(Pa,Qf)
a)

= Corrag(Saf)(Pa,Qf)

(57BS):
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(C1).
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S(a,b)
L Corras(SalB)(Pa, Q)

A partir da seguinte instancia do teorema IbGGA
a,_ P(a)
WBT al)
S(a, b)
oy Pla)

6+ Q(b)
S(a, b)
Q(b)
P(a)
S(a,b)

(C2) e TR, temos
a_ P(a)

VE'TQ([O
S(a, b)

Corraz(Saf)(Pa, Q)

A partir de (C2) e da seguinte instancia de IbGGA
o Qo)
\’LT P(a)
S(a, b)
o Pla)
o Q)
S(a, b)

Q(b)
P(a)
S(a,b)

a

por meio de TR, obtemos
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(C2).

(C3).
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b+ Q(b)
\’L,[, Pla)
S(a, b)
Corrog (SaB)(Pa,Q3)

Da seguinte instancia de 58BS1
P(a)

S(a,b)
a,  Pla)

vll‘,FQ(h)
S(a,b)

(C3) e TR, derivamos
P(a)

E-Tw
S(a,b)
Corrag(SaB)(Pa, QB)

Da seguinte instancia de 58BS1

VLTVP(M
S(a,b),

(C4) e TR, obtemos
Q(b)

ET P(a)

S(a,b)
Corrag(Saf)(Pa, QF)

(PH)

((P@) = 1.Q() _“'F’F

P

Corras(Raf)(Pa, Q)

Func.sR(a, 3)
UpM,sR(a, 3)

)
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(C4).

(C5).

(C6).


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0410616/CA


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0410616/CA

(52BS):

Corr,z(Raf)(Pa, Q)

) g !
FuneqgR(a, 5)
{ UpMasR(a, §)

b= P(z) = $.Q(x)

(PH)

/(ﬁzp(z) =£.Q(z) =, R Corrag(Raf)(Pa, Q)
FF unc,sR(a, 3

UpM.sR(a, 5

(57BS):

Tﬁz = $.Q(z)
Corras(Raf)(Pa, Q)

“’FFURCQ_Q}{( )
UpM_,sR(a, 3)

A partir de (PH1) e CP, chegamos a

T 1P (z) = £.Q(z)
Cowag (Ras)(Pa,Qj)
Func,sR(a, 3)
UpM,sR(av, F)

A partir de (PH2) e CP, obtemos
Corroz(Raf)(Pa, Q)

n . .
\,P FuncasR(a, 3)

UpM.sR(a. 3)
e P(z) = £:Q(z)

Com a seguinte instancia de 58BS2
Corrag(Saf)(Pa,Qf)

FFUﬂCaﬁS[O‘, 3)
UpMasS(e, )

Corr,sz(Raf)(Pa, Q)

R
T ! !
Func,sR(a, 3)
UpM,sR(av, 3)
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(PH1).

(PH2).

(PH3).

(PH4).


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0410616/CA


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0410616/CA

(PH4) e TR, derivamos

Corrag(Sal)(Pa, QB)

FFUHCQL@S[G, 3)
UpMas5S(e, 3)

P(z) = §.Q(z)

De (PH5) e CP, obtemos
. P(2) = £.Q(x)
Func,gS(a, 3)

pUpM’ apS(e, 3)
Corrag(SaB)(Pa, Q5)

(D)
(bl 7 =2) =0)

(52BS):
T F(0)
F(lz(rz =1))

(D)
! (fz(z=x)=0)

(57BS):
TF(MT x=1))
F(0)

(E)
! (f.(x=0)=1)

(52BS):
)_[F[l)
F(fz(z =0)

(E)
! (te(z=0)=1)

(57BS):
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(PHS5).

(PH6).

(D1).

(D2).

(E1).
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F(f(z =0)
(1)
(F)
e Fz)=n
5(a)

(52BS):
}_[ Pred(m,n)

5.0 f.5(x)=n

(57BS):

hrda §:8(z) =n
[3"(0)
fo (j—[ 3() ) =m

L Pred(m,n)

A partir de (F1) e CP, temos

+ r=a) _
b= (T[ () ) -

= Pred(m,n)

= Pred(m,n)
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(E2).

(F1).

(F2).
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Sa HF(x)=n
Sla)

r=a
ux({m))m

L. Pred(m,n)

T

(F3).
Usando instancias de 58BS2, 58BS1, F3 e TR, obtemos
b B Plz) =1
P(a)
Tr=a
: (q - )
L. Pred(m,n)
(F4).
A partir de (F4) e CP, obtemos
Pred(m,n)
P (x)=n
P(a)
Ir =a
=1m
(F5).

A partir de (F2) e CP, temos

)T_ Pred(m,n)
3_.a u.r‘-lf( )
§(a)

r=a
ux({w))_m

(F6).
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(G)

(52BS):

S*(a,b)

1.
(G)

(G1).

VO/9T90TY0 oN [eubig oedeayna) -

S*(a, b)

0lg-oNnd

(57BS):
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L S*(a,b)

Usando uma instancia do axioma 58BS2, G2 e TR, obtemos:

b P(B)

(H)

b=a p—
()=

(52BS):
}_[ S**(a,b)

b=a

Ls e

(H)

b=a .
|> (LS*(G'E})) -7 [ ‘b)

(57BS):

b=a
Lsres

S**(a,b)

)
L [Pred™(0,n) = Nat(n)]

214

(G2).

(G3).

(H1).

(H2).
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(52BS):
Nat{n)
Pred**(0,n)

(1)

)
L [Pred™™(0,n) = Nat(n)]

(57):

Pred*™(0,n)
}_[ Nat(n)
J2).

Teoremas **

Teorema 1

! Funcag(a = 3) 704!

De 52BS, temos a seguinte instancia
b= a'"

le=

e=b

Por meio de GU1, obtemos

e b a_b=aqa
[EEQ

¢e=b
(al).

De (al), (A1) e MP, derivamos
I Funcagla = 3)

(Teor. 1).
Teorema 2

L UpMags(o = 5)*7

De 57BS, temos a seguinte instancia

469 Nas provas que se seguirdo, aplicaremos P ¢ Aml sem qualquer mencao.

470 O teorema 1 afirma que a relacdo de identidade ¢ funcional.

471 Os teoremas 1 e 2 (a seguir) sdo enunciados por Frege em GLA (§75): “In view of what has
been said above [(§71)] on the meaning of these expressions, it follows, on our assumption
[that no object falls under either concept], that these conditions are satisfied by every relation
whatsoever, and therefore among others by identity, which is moreover a one-one relation”
(meu grifo).

472 Aqui, substituimos 'f¢'por'é =a'.

473 O teorema 2 afirma que a relacdo de identidade ¢ Um-para-Muitos.
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(a2).

Da seguinte instancia de 55BS

}_[bza
a.Eb.

(a2) e TR, derivamos

e=a
Lzzb

e=b

(b2).

Por meio de GU1, obtemos

¢ b a_e=1a

Tlass

¢e=b
(c2).

De (c2), (B1) e MP, derivamos
L UpMp(a = 5)
(Teor.2).

Teorema 3

475

T&T G(a)
t.G(x

(z) =0
De (D2), substituindo-se ‘F¢ * por “ #,G(x) = £, temos
£.G(z) = fu(, ¢ = 2)
t.G(z) =0
(a3).
De (a3), (PH1) e TR, obtemos:
R Corraz(Raf)(Ga, . 3 =)

TF-u.nca_gm(&, )
UpM.s9R(a, 3)

t.G(z)=0
(b3).

474 Aqui, também substituimos 'f¢ ' por'{ = a'.

475 Frege (GLA, § 75): “Now it must be possible to prove, by means of what has already been
laid down, that every concept under which no object falls is equal (gleichzahlig) to every
other concept under which no object falls, and to them alone; from which it follows that 0 is
the Number which belongs to any such concept, and that no object falls under any concept if
the number which belongs to that concept is 0”.
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De 1BS, temos a seguinte instancia:

b=b
}1{ R(a,b)

b=5b

De 54BS
|_ b=b,

(c3) e MP, derivamos
b=b
R(a,b)

Por GU1, temos
b=5b
R[a., h)

Da seguinte instancia de (C5)
G(a)
Eﬂ b=5b
R(a,b)
Corrag(Raf)(Ga, . 3 = 3)

(e3) e MP, obtemos
}_[ Corrog(RaB)(Go, . 5 = B)

De (3) e CP, temos
- Corrog(Raf)(Ga, . 3 = )
G(a)

Da seguinte instancia de 36BS
Func,gR(af)
UpM_,sR(a3)
Corrag(Rap)(Ga, 5 = )
G(a)
Corrag(Raf)(Ga

low

3=70)

1T

217

(c3).

(d3).

(€3).

(£3).

(g3).

(h3)
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e CP, obtemos
Corrog(Raf)(Ga, . 3 = 3)

FG (a)
Func.sgR(af)

L UpM,p(Raf3)
_ Corr,z(Raf)(Ga
L G(a)

8=73)

(i3)
De (g3), (13) e MP, derivamos

Corrgg(Raf)(Gea, . 3= 3)

FF unc,gR(af)
UpM.sR(a5)
G(a)
G3).
Por CGC2, obtemos
R Corrys(Raf)(Ga,

Func,sR(a3)
UpM,.sR(af)

G[_a.)

3 = ,3)476

(k3).

De (k3) e contraposi¢do, temos
T G(a)
R Corrog(Rap)(Ga, . B = 3)

{ Func,sR(asb)
UpM_3R (t:t‘;f.iA )

De (b3), (13) e TR, obtemos
T G(a)

t.G(z) =0
Por CGCl1, derivamos

2 Gla)
}_[ t.G(z) =0

(13).

(m3).

(Teor.3).

476 Se a cai sob o conceito G, entdo ndo existe uma relagdo R que correlaciona os conceitos G ¢
“ser diferente de si mesmo” e que seja Funcional e Um-para-Muitos.
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Teorema 4"’

1:.G(z)
a_ G(a)

Na seguinte instancia de (PH6)

1G(z) =ta(; 2= )
p Func,sS(a, 3)

UpM.pS(a, 3)
Corrog(Sap)(Ga.. = p5)

substitua ‘S(&,{)’ por ‘€=(’, assim temos
1:G(7) = fe(; 2 =17)
3)

pFUﬂCagta' =
UpM,5(a = 3)
Corragla = 8)(Ga.. B=75)

De (Teor.1), (Teor.2) e MP, derivamos

t:G(z) =t = )
Corragla = 3)(Ga,. 3=0)

Da seguinte instancia de (C1)
b Corraplo = 3)(Ga,, 8= 5)

o Gla)
b_b=h
a=b
b=b
quG(a)
a=b
(c4) e TR, obtemos
o B Gl2) = ta(; 2 = )
a G(ﬂ)
b b=
a=
b__b=

477 Em GGA, ¢ feito uso do teorema IVa na prova desta proposigao.
478 Se nada cai sob um conceito G, o nimero que pertence a ele é igual a 0.
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(a4),

(b4).

(c4).

(d4).
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54BS e MP, derivamos

b=1b
}_[n G(a)

Por GU1, obtemos

b b=b
}_\J—[a G(a)

De (d4), (f4) e MP, inferimos
}_[ t.G(x) = ﬂI(T T =x)
a__ G(a)

”&1 b=t

a=bhb

Da seguinte instancia do Axioma I
G(a)

Er,[ b=b
a=Db
L Gla)

e da seguinte instancia de 58BS1
L Gla)

L,T Gla),

por meio de TR, obtemos
G(a)

Eﬂhzb
a=h

o G(a)

e o

Por CGCl, inferimos

220

(e4).

(f4).

(g4).

(h4).
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(i4).
De (g4), (14) e TR, obtemos
ﬂIG(I) = uI(T T = IJ
o, Gla)

- (4.
Da seguinte instancia de (D1)

t.G(x) =0 479

t:G(x) = fal; 2 = )
(j4) e TR, inferimos

t.G(z) =0
}_Lg,_r G(a)

Teorema 5%°

(Teor.4).

! Funcal-jP-red(tl, 3) 1

Da seguinte instancia do teorema leGGA
R(d,a)
d=
a=c
R(d,a)
d=b

Taze

e da seguinte instancia do teorema IfGGA
d="b

aplicando-se TR, obtemos

479 Substitua 'P¢ ' por 't,G(z) =£ .

480 Em GGA (pp 87- 113), Frege faz alguns usos do teorema IVa (e usa uma vez IVD).

481 A relag@o de predecessdo é funcional. Esta proposi¢do ¢ mencionada em 78.5 (GLA, §78).
La, Frege afirma que 'Pred' é 1-1 (beiderseits eindeutige), o que significa que ela ¢ funcional
¢ Um-para-Muitos. O teorema 5 ¢ o primeiro membro da conjungo. No teorema 6, provamos
o segundo membro.
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Da seguinte instancia de 58BS1
- G(a)
R(d,a)

d=b

a=c

Lo Gl(a)
d=b

T

e de (1) por meio de TR, temos
G(a)
R(d,a)
d=b

a=c

a G(a)
e
d

=b

T

Da seguinte instancia de 52BS

G(e)
}1{ G(a)

e CP, inferimos

G(a)
e

a=c

De (2) e (57BSa),por meio de TMI, obtemos

222

(1).

2).

(57BSa).
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Da seguinte instancia de (C5)
F(d)

l’F G(a)
R(d,a)
Corros(RaB)(Fa, G3)

e (4) por meio de TR, obtemos

|>_

223

3).

4.

(5).
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Da seguinte instancia de 52BS

[ F(d)

W

F(b)

d=5b

e CP, inferimos

F(d)
TEF(?))
d=b

De (5) e (57BSb), por meio de TMI, obtemos

F(d)

o

- Gla)
R(d, a)
d=b
a=c

L F

=

)

(
L6
Corros(RaB)(Fa, G3)

Aplicando CGCl1, temos

Corras(Raf)(Fa,G3)

De (1)

|>_

e da seguinte instancia de 58BS1

224

(57BSb).

(6).

(7).
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0 _j‘TtD)
v[ R(0,a)
Elvab

De (57BSb)

F(d)
e
d=b

e (8), por meio de TMI, derivamos

225

(8).

)
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Aplicando CGCl1, temos

Da seguinte instancia de (C6)
G(a)

Ea,[, F(v)
R(d.a)
Corrns(Raf)(Fa,G3)

e (10), por meio de TR, obtemos

|>_

L Corras(RaB)(Fo, G3)
De (57BSa)

G(a)
e

e (11), por meio de TMI, derivamos
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(10).

(11).
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L Gla)

| H F(o)
R(0,a)

Ho ;

T F )

(
L6
L Corras(RaB)(Fo, G3)

=

(12).
Aplicando CGC1, obtemos
brrer Gla)
Ea,[ F()
R(0,a)
El'a =b
a==c
L F(b)
Re®
L Corroa(Raf)(Fa, G3)
(13).

Da seguinte instancia de (C1)

2=b

TLuzc

(7) e (13), por meio de TR, obtemos
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( i R(a, )

a=b

Corras (Fo, GB)™
G=c

I

F(b)
G(c)
L Corrag(RaB)(Fo, G3)

(14).
Da seguinte instancia de (A2)
d=a

P R(e,a)
R(e, d)
FuncagR(a, 3)
e das seguintes instancias do IbGGA
R(e,a) (a) R(e,d) (b)
}_[ R(e,a) }_[ R(e,d)
e=b e=b

a=c d=c

por meio de TR, obtemos

b+ d=a

d=rc
L F-u.na_gR(O-', 3)

(15).
Aplicando CGCl1, temos

482 Esta proposicao afirma que se R(x,y) correlaciona os conceitos F e G e se b ndo cai sob F' e se
¢ ndo cai sob G, entdo a relagdo 'x encontra-se na relagdo R com y, mas x ¢ diferente de b e y
¢ diferente de ¢' correlaciona os conceitos F' e G.
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L FunagR(a, 3)
(16).
De (16), (A1) e TR, derivamos

R(a,8))

(
T a=b |44
LQEC

Func,gR(a, 5)

Func,g

(17).

Da seguinte instancia de (B2)
d=a
P R(a,e)
R(d,e€)
UpM,sR(a, 3)
e das seguintes instancias de IbGGA
R(a,e)  (c), R(d.e) (d)
R(a,e) R(d,e)
a=b d=b

e=c e=c

por meio de TR, obtemos
I+ d=a
R(a,€)
a=b
eE=cC
R(d,e)
d=b

e =270

L UpM_sR(a, 3)

(18).

483 Esta proposic¢do afirma que se R(x,y) ¢ funcional, entdo a relagdo 'x encontra-se na relagao R
com y, mas x ¢ diferente de b e y é diferente de ¢' também ¢ funcional.
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Aplicando CGCl1, temos

-t rer0=a

R(a,e)
a=h
e=c
L R(D,¢)
0=0b
e=rc
L UpM.sR(a, 3)

De (19), (B1) e TR, derivamos

(e Rl )\
UpM.s ET“ =0 s

- I.I'SA =
UpM.sR(a, §)

Da seguinte instancia de [IIGGA
b=hb

Ta=e

R(b,a)
b=4b

a=c
e da seguinte instancia de [cGGA
)T_ b=1b
b=b
1 a = C,

por meio de TR, obtemos
b=b
R(b,a)
b=5b

a=c

De (21) e CP, obtemos

230

(19).

(20).

21).

484 Esta proposicdo afirma que se R(x,y) ¢ Um-para-Muitos, entdo a relagdo 'x encontra-se na

relacdo R com y, mas x ¢ diferente de b e y ¢ diferente de ¢' também ¢ Um-para-Muitos.
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De (22), 54BS e MP, derivamos
}_[T R(b,a)

b=b

l a=c
Aplicando GU1, temos

T
IGEC

A partir da seguinte instancia de [IGGA

qﬂi

R(d, c)

d=5b
cC=cC

e da seguinte instancia de [AGGA

}_|:.I_CEC‘.
d=b
rL,C.EC’

por meio de TR, obtemos
+ cC=cC

R(d, c)
‘—Ijlvd =b

De (25) e CP, temos
R(d,c)

d=b
c=0C

cC=cC

231

(22).

(23).

(24).

(25).

(26).
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De (26), 54BS e MP, derivamos
)T_ R(d,c)

d=b

l cC==cC
Aplicando GU1, obtemos

“Toss
Te=

Da seguinte instancia de 58BS2

(1 R, 5))
j—[ a=b

7).

(28).

| Corrag (Fa,GB)
G=c
R[:Gi 3)
L F'uneags =
g=c
( R(a ;3)\
L UpM.z a="0
A=c
o R(D,¢)
v=b
c=c
o R(b,a)

VFT,E{,
La=e

L% Corras(Raf)(Fa,G3)

FF unc,gR(a, 3)
UpM_sR(a, 5)

o R(0,c)

T T

o R(b,a)
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(24), (28) e MP, derivamos

R(a, 3)\

L Corrags T a=b (Fa,G13)
A=c

R(a, 3)

R(a, 5)

( i
L UpM. fL‘“ =b
A=c

LR Corrag(Rad)(Fa,Gj3)

FF unc,sR(a, 3)
UpM,s%R(a, )

o__R(0,c)

~ T

o R(b,a)

(29).
De (29), (20), (17) e TR, temos

_'_
]
2
-~
=]
]
_,—f
@
I
a o
&
o
0
=

Func.sgR(af)
UpM.sR(cx, )
Corrag(Raf)(Fa,G3)

FF uncazR(a, 3)
UpM.5R(a, 3)

2. R(0,0)
o R(b,a)

(30).
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De (30) e CP, temos
— unc,sR(af)
R(O:'._. .S)

T

a=b

Corrag (Fa, GS3)
d=c

L UpM,3R(c, 3)
LR Corrag(Raf)(Fa,G[3)

FF uncysR(a, 3)
UpM.5R(a, 3)

2 R(D,c)

~ T

o R(b,a)

De (31), (14) e TR, obtemos
- Fun.cal.gR[:a', 3)
Corr,g(Raf)(Fa,Gj)
UpM,sR(e, 3)
F(b)
G(c)
LR Corrag(Raf)(Fa,Gj)

FF uneqzR(a, 3)
UpM.5R(a, 3)

2+ R(0,0)
o R(b.a)

De (32) e contraposi¢do, derivamos
- Corrag(Raf)(Fa,Gj3)
Fune,zR(a,3)
UpM,sR(ex, 3)
F(b)
G(c)
LR Corrag(Raf)(Fa,Gj)

FF uneqzR(a, 3)
UpM.5R(a, 3)

o R(0,c)

~ T

o R(b,a)
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31).

(32).

(33).
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Aplicando CGC2, obtemos
b3 Corrag (RaB)(Fa,Gj3)
Func,zR(a, 3)
UpM,sR(a, 5)
F(b)
G(c)
LR Corrag(Raf)(Fa,Gj)

FF uneqzR(a, 3)
UpM.5R(a, 3)

2+ R(0,0)
o R(b.a)

De (34), e de uma instancia de (PH3) e TR, derivamos
f=F(z) = §.G(z)

E:F[b)
G(e)

R Corrag(Rad)(Fa,GjI)

FF unc,sR(a, 3)
UpM,sR(a, 5)

'\?/‘I' 9{(0: C‘)
o R(b,a)

Da seguinte instancia do 1BS

e da seguinte instancia de 58BS1

- G(a)

por meio de TR, temos
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(34).

(35).
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Da seguinte instancia do Teorema 38BS

TLew
+ Gla) ;

(36) e TR, obtemos

a=c

P G(a)
R(d,a)

Aplicando CGCl1, temos
a8 _a=c
I G(a)
L R(d, a)
& Gla)

T

—
jw
Il
- 2

[a=

Da seguinte instancia de (C5)
- d=b
F(d)
a a=c
G(a)
R(d,a)

a=b,_

R (TF los )
o) 7/
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(36).

(37).

(38).
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e (38), por meio de TR, derivamos

- d=

a=b,_

Da seguinte instancia de 27BS

54BS e MP, obtemos

}_[szb
d=b

le=c

Da seguinte instancia de 38BS

R(d,c)
Lizb
+d=b )

(40) e TR, temos
R(d,c)

L{,dzb
c=c

d=0b

Da seguinte instancia de 58BS1

I.IIS =

L Corras(Rag) (7—[ Fo { G3

|

237

(39).

(40).

(41).
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|>_

a__ G(a)
"q R(d,a)
d=5b

L Corras(Raf) (7—[

a=b,_

Fa

De (43) e CP, obtemos
b F(d)
a__ G(a)
R(d,a)
d=b
a=c
G(c)
a=b,_

L Corras(Raf) (7—[

Fa

{

{

A=ec

Gg

A=ec

Gg

|

|
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(42).

(43).

(44).
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Aplicando CGCl1, temos

b2 F(2)
¢ . Gla)
R(0,a)
0=h
a=c
G(c)
a=b,_

Da seguinte instancia do 1BS

e da seguinte instancia de 58BS1

b F(d)

L=

por meio de TR, temos

F(d)
WFR(LL a)

F(v)

vq R(d.a)
0=6

Da seguinte instancia de 38BS

d=5b
TF@
F(d)

T

A=ec

L Corras(Raf) (7—[ Fa { G 3

|
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(45).

(46).
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(46) e TR, obtemos
d="b

P F(d)
R(d,a)

o F(d)

Aplicando CGCl1, chegamos a

b =5

VI F(v)

Da seguinte instancia de (C6)
|__ a=c
G(a)
> _0=bh
F(o)
R(0,qa)

a=b,_

(48) e TR, obtemos
-

a=b,_

Da seguinte instancia do 27BS

A=ec

L Corras(Raf) (7—[ - { -
a e

I.IIS =

L Corrag(Raf) (7—[ Fa { G3

)

|

240

(47).

(48).

(49).
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ps

54BS e MP, derivamos

}_[TGEC
a=c
szb

De (50) e CP, obtemos

}_[TGEC
b=b
Fazc

Da seguinte instancia de 38BS

R(b,a)
T[a c

[}

T ¢

(51) e TR, obtemos
R(b, a)

Lrbzb
a=c

a=c

Da seguinte instancia de 58BS1

e F(0)

(52) e TR, temos

241

(50).

(51).

(52).
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De (53), (49) e TR, derivamos
i _

a=b,_

De (54) e CP, obtemos
e Gla)
2 F(d)
R(v,a)
=0
a=c
F(b)
a=b,_

Aplicando CGCl1, temos

- G(a)
o F(0)
R(0,a)
0=b
a=c
F(b)
a=b,_

A=c

L Corrag (Raf) (7—[ Fa ‘[ G3

A=ec

L Corras(Raf) (7—[ Fa { G 3

I.IIS =

L Corrag(Raf) (7—[ Fa { G3

|

|

|
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(53).

(54).

(55).

(56).
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Da seguinte instancia de (C1)

(45), (56) e TR, derivamos
( R(a, 3)\

HT @=b1 (Fa,cg)
A=c

1
o)
]
3
=
Ly

A=ec

a=b,_

L Corras(Raf)
r[ Fa { GS
(57).
Da seguinte instancia de (A2)

d=a

P R(e,a)
R(e,d)
F-u.na_gR(O-', 3)

e das seguintes instancias do 27BS

485 Esta proposicao afirma que se R(x,y) correlaciona os conceitos 'cair sob F, mas ser diferente
de b' e 'cair sob G, mas ser diferente de ¢' € se b cai sob F e se ¢ cai sob G, entdo a relagdo 'x é
igual a b e y éigual a ¢ ou R(x,y)' correlaciona os conceitos F' e G.
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R(e,d) R(e,a)
—e=b ~e=b
d=c¢ La=c
R(e,d) R(e,a)
—e=b —e=b
d=c La=c

por meio de TR, obtemos
| d=a

[
\_{'ezb
a=c¢

R(e,a)

e=b
szc
R(e,d)

IFEEE)
d=c

L Funa,gR(a, 3)

(58).
Das seguintes instancias de 1BS

C e==¢C

€

(59).
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Da seguinte instancia de 38BS

TJ’S

a=cC

1

T

e da seguinte instancia de 27BS

por meio de TR, obtemos

R(b,a)
WLG_C

R(b,a)
L{'b b
a=c

De (60) e CP, temos
a=c

q R(b,a)
R(b,a)

Lrbzb
a=c

Da seguinte instancia de 58BS1

}_[T R(b,a)
a R(b,a)‘

T

(61) e TR, obtemos

T

R(b,a)
Lrbzb
a=c

Substituindo-se ' f¢ ' por

245

(60).

(61).

(62).
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'c'por 'e' e 'd por 'b' em 57BS, temos
hra=e

o R(b,a)
R(e,a)

e=b

|>_

Da seguinte instancia do 57BS

d = 4%
Lizc
a=c

3

(63) e TR, temos

486 Substitua'f¢'por'd=¢".
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(57BS1).

(63).
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L d=a
L:iEc
L8 R(b,a)
_R(e,a)
e=b

la=.

Le=0b

Da seguinte instancia de (63)

|>_

487

I _d=a

De (65), (59) e TMI, obtemos

I d=a

L FuncogR(af3)
R(b,a)

L_a
T

487 Substitua 'a' por 'd".
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(64).

(65).

(66).
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Aplicando CGCl1, temos

a_0=a

|»__ [
T R(e,a)

L FuneqgR(af3)
a_ R(b,a)

T

De (A1), (67) e TR, obtemos
[ Ra,))

Funas L[yﬂ' =b s
A=ec

FuncasR(a/3)
o R(b, a)

T

Da seguinte instancia de (B2)
d=a

P R(a,€)
R(d,€)
UpM,sR(a, .;5‘)’

e das seguintes instancias de 27BS

R(d,e) R(a,e)
d=b a=b
e=c e=c

R(d,e) R(a,e)
d=b a="b

€e=cC eE==cC

por meio da TR, obtemos

248

(67).

(68).

488 Esta proposi¢do afirma que se R(x,y) é funcional e se b ndo esta na relagdo R com nenhum

objeto, entdo a relacdo “x ¢ igual a b e y igual a ¢ ou R(x,y)” ¢ funcional.
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C[G‘

Te
IFE

| UpM_sR(a, 3)

(69).
Das seguintes instancias de 38BS

d=0b a=>

L UpM_sR(a, 3)
(70).

Da seguinte instancia de IBS

a=hb
FCEC.

TaEb,

e da seguinte instancia de 27BS
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por meio de TR, inferimos

(a,c)
qLi =b

R(a,c)
L{' a=~b

De (71) e CP, derivamos
a=0b

}1 R(a,c)
R(a,c)

]_ra.zb
c=c

Da seguinte instancia de 58BS1

T— R{a,c)

2L R(,¢)

(72) e TR, temos

a=hb
};{LT R(v,¢)

R(a,c)
Lra.zb
c=c

Substituindo-se ' f¢' por

' 1

a=5b

R(2,¢)
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(71).

(72).

(73).
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'c' por 'e' e 'd' por 'c' em 57BS, obtemos
R b

2 R(0,¢)
R(a,e)

a==b

|__

Da seguinte instancia de 57BS

d=a
q{d—b
a=b

(74) e TR, inferimos
| { d=a
d=b
L2+ R(3,¢)
_R(a,e)
a=Db

o=

Le =cC

Da seguinte instancia de (74)

251

(57BS2).

(74).

(75).
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(75) e TR, derivamos

I _d=a

De (76), (70) e TMI, obtemos

I d=a

| UpM,sR(ov, 3)

Aplicando CGCl1, temos

489 Substitua 'a' por 'd'.
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(76).

(77).
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R(0,¢)
HT =5
eE=0C
L2+ R(2, )

L Up.-HQIL;R(a', 3)

De (78), (B1) e TR, obtemos

(1 Rl )
R

+a=Db [

UpMap
A=c
UpM.sR(a3)
o R(0,0

Da seguinte instancia de (PHO6)

by B K (@) = 82 M ()

(57)*1, (68), (79) e TR, temos

R(Qi 3)
Corras HT *=b Ko, MB)
A=ec
( Rla .-6)\

Func,g a="b
B=c
R(a,3)
) { a=b

253

(78).

(79)

490 A proposi¢do 79 afirma que se R(x,y) ¢ Um-para-Muitos e se nenhum objeto estd na relagdo
R com ¢, entdo a relagdo ' x ¢ igual a b e y é igual a ¢ ou R(x,y)' ¢ Um-para-Muitos também.

491 Na foérmula (57), substitua 'F¢ ' por 'K¢'e 'GE ' por 'ME .
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| B K(z) = 8. M(z)

F‘U,ﬂ-CQISR(O', 3)
| UpM,sR(e, 8)
e R(b,a)

L2 R(0,c)

L K(b)
L M(c)

De (80) e CP, derivamos

| —Corros(Rap) (T

Func,gR(a, 3)
UpM.sR(e, 3)
a_ R(b,a)

o, R(0,0

| K (b)

L M(c)

oK () = 1. M(z)

T

Aplicando CGC2, obtemos

Func,sR(a, 3)
UpM_,zR (v, 3)
R(b, a)

L 9(0,0)

| K (b)

L M(c)

| 1K (x) = 1. M(2)

T

a

Substituindo-se 'F¢ ' por'

=b, A=
{ Corr,s(Raf3) (7—[ ; ' r[ IUS C)
Lo M

a=b__[F=c
Ka {ﬂ»fﬁ

=0, 3=
LB Corrag(Rap) (T[ j:: ’T[ I‘-,I ; C)
x M

£=b"e'GE " por'
K¢

254

(80).

(81).

(82).

€ = c¢'na férmula (35), obtemos

Mg
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M(c)

a=bh,

e Corras (o) (TI&Q Txfac)

Func,gR(a, 3)
UpMs%R(a, 5)
& R(b, a)
2 R(d,e)

T

(35a)
De (352), (82) e TR, obtemos

(T == (Tons)

(83).

Das seguintes instancias de 1BS

b=b c=c
TKU)) T (c)

b=b c=c
54BS e MP, derivamos

b=b
TK(&)

e
}_[c
A

(84)

c

()

=

(85).
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De (83), (84), (85) e MP, inferimos

r=bh r=c
( K(z ) N (1—[ I‘J(I))
K(b)
M(e)
- ﬁzK(Ij =t.M(z)

De (86) e CP, temos
. K(x) = t,M(z) 92

P K(b)
M(c)
r=bh T=c
K(z 7—[ M (z)

Da seguinte instancia do 52BS
t.M(zx)=a 493
{ t-K(z)=a
b K (2) = 4, M(x)
e CP, obtemos
t.K(z) =a
t.M(z)=a
b K (2) = 8. M ()

De (52BSa), (87) e TR, derivamos
b e K (2) = a

f.M(z)=a

K(b)

M(c)

(i) == (Toes)

Substituindo-se ' f¢ ' por

256

(86).

(87).

(52BSa)

(88).

492 Esta proposicdo afirma que se o numero que pertence ao conceito “cair sob K, mas ser
diferente de »” é igual ao numero que pertence ao conceito “cair sob M, mas ser diferente de ¢”
e se ¢ cai sob M e se b cai sob K, entdo o numero que pertence a K ¢ igual ao nimero que

pertence a M.

493 Instancie ' f¢'por ' =a', 'c' por ', K(z)'e


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0410616/CA


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0410616/CA

r=c
c' por ', (’I M(@) e 'd por 'e' em 52BS, obtemos

| t.K(x)=a

| [Lﬁz‘lf

M(c)

De (52BSb), (88) e MP, derivamos

bl (2) = a
{K[b)
c=b)
(1)
Lt M(z)=a
L M (c)

5 (The) =

Aplicando CGC2 e CGCl, inferimos

257

(52BSb)

(89).
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Il
=]

Hrr S~ fa ()

F(x)

Lt M(z)=a
| M(c)

Lt (*ﬁfc) .

(90).
De (90), (F6) e TR, temos
Pred(e, a)
P: . M(z)=a
M(c)
te ( M ) =e
(91).

Substituindo-se ' f¢ ' por
' Pred(e, a)

'¢" por ', M(z)' em 52BS, obtemos
| Pr ed e a)

Ld_a

£(c)

b (T mxj)

Pred(e, a)

t-M(z) =a
_'";I(C)

o (T{ mx)) —c

Lt M(z)=d

€

(52BSc).
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De (52BSc), (91) e MP, derivamos
b Pred(e, a)
d=a

De (92) e CP, obtemos
b e M (z) = d
\‘ J;I(C)

o (T M;j) =

d=a

L+

L Pred(e,a)

Aplicando CGC2 e CGCl, temos
- 3 a t.5(z) =d

L Pred(e, a)

De (94), (F6) e TR, inferimos

Pred(e, d)
WE d=a

Pred(e, a)

De (95) e CP, obtemos

d=a
}1‘[ Pred(e, a)

Pred(e,d)

Aplicando GU1, derivamos

259

(92).

(93).

(94).

(95).

(96).
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€0 a_D=a
V—[ Pred(e,a)

Pred(e,0)

De (97), (A1) e MP, inferimos
! Func,gPred(a, 3)

Teorema 6**

UpM,_Pred(a, 3)*°.
F _

Da seguinte instancia do Teorema IfGGA

9(a)
D h(a)
g(a)
h(a)

e da seguinte instancia de 27BS
#(a)
[r-g(a)

L h(a)
fla
[r g(a)

L h(a)

=]

por meio da TR, obtemos

Por CP, temos

494 Em GGALI1 (pp. 113-127), é feito uso do teorema I'Va na prova desta proposicéo.

495 A relacdo de predecessdo ¢ Um-para-Muitos.

260

(97).

(Teor. 5).

(98).
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Lg a

)
fla)

(

f(a
L g(a)

(
Lk
L h(a)

-

a)

—_—

Da seguinte instancia de (B2)
d="b

P R(b,n)
R(d,n)
UpM,sR(a, )

e da seguinte instancia de 57BS

R(d,n) *®
}1{ R(d,a)

a="n

por meio de TR, inferimos
d=5b
R(b,n)
R(d, a)
UpM.sR(a, 3)

a=n
Da seguinte instancia de 27BS
a=nmn
}1‘[ G(a)
a=Tmn

{G(a) )

(100) e TR, obtemos
[— d=b
{ R(b,n)
R(d,a)
UpM.sR(a, 3)
L G(a)
L. =T

L G(a)

496 Substitua ' f¢' por 'R(d, €)', '¢' por 'a' e 'd' por 'n'.
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(99).

(100).
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Por CP, temos
— G(a)
{ R(b,n)
R(d,a)
L UpM,.5R(a, B)

)

Da seguinte instancia de 58BS1

PG(&)
R(d,a)
6 a=n

v—P Gl(a)
R(d,a)

(102) e TR, inferimos
- G(a)
R(d,a)
R(b,n)
UpM.sR(a, )
a a=n
G(a)
R(d,a)
d=b

T

Aplicando CGC1, temos
ey Gla)

R(d,a)

R(b,n)

UpM.sR(a, 3)

a

1]

a=n
G(a)
R(d,a)
d=b

T

Da seguinte instancia de (C3)
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(102).

(103).

(104).
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E"F G(a)
R(d,a)
Corras(Raf)(Fa, GS)

(104) e TR, obtemos
L F(d)
{ R(b,n)
UpM,sR(e, 3)
o a=n
Gla)

R(d,a)
LLd=1b
L Corras(RaB)(Fo, G3)

Por CP, obtemos
(- Ld =5b
F(d)

L R(b,n)
LUpMsR(cx, 3)
L Corras(RaB)(Fo, G3)

Da seguinte instancia de (A2)

a=c
p R(m,c)
R(m,a)
Func,gR(a, 3)
e da seguinte instancia de 57BS
R(m,a)®’

{R(b, a)

b=m

por meio de TR, obtemos

497 Substitua ' f¢' por 'R(€,a)’, '¢' por

'b' e 'd por'm'.
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(105).

(106).
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a=c
R(m,c)
R(b,a)
Fune,gR(a, 3)

b=m

Da seguinte instancia de 27BS
b=m

q{ F(b)
b=m

{F(b)

(107) e TR, inferimos
b @ =c

{R(m, c)
R(b,a)
Func,gR(a, 3)
L F(b)
L.b=m

| F(b)

Por CP, obtemos
L F(b)
{R[:b, a)
R(m,c)
| FuncagR(a, 3)
b=m
| F(b)

(s}

L C

Da seguinte instancia de 58BS1

b=m
PF(b]
R(b,a)

i, __0=m

VP F(d)
R(v,a)

(109) e TR, inferimos
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(107).

(108).

(109).
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T

l FuncajR o, 3

(110).
Aplicando CGCl, temos
-
FuncajR
(111).
Da seguinte instancia de (C4)
G(a)
E‘T F(0)
R(v,a)
Corras(Raf)(Fa, GS)
(111) e TR, obtemos
I T i‘l G(ﬂ,)
R(m, c)
0 0=m
{ F(2)
R(0,a)
L Funcalgﬂ[a', 3)
L a=c
L Corrag(Raf)(Fa, G3)
(112).

Por CP, temos
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L R(m,c)
L Fun.cal.L;R(a', 3)
L Corroa(Raf)(Fa, G3)

Na foérmula (106), substituindo-se 'F¢ ' por

o
Il
o

R(d, )
L R(b,n)
L UpM,pR(af3)

o =1,

L Corros(Rap) (‘—[
Aa

§ m e 'G¢' por

)
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(113).

=c, obtemos

(114).

Na formula (99), substituindo-se 'a' por 'd", 'f¢' por '€ = b', 'g€' por '§=m'" e 'h¢' por

'AE', obtemos

_d=m

d="b
j—[A(d)
d="b

d=m
law

De (114), (115) e TR, obtemos

(115).


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0410616/CA


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0410616/CA

R(d,a)
L R(b,n)
L UpM,,5R(af)

L Corras(Raf) (‘—[ c; =m T[ }ij C)
Aoy I

Aplicando CGCl1, obtemos

I 0 0=m

L UpM,5R(af3)

L Corras(Raf) (‘—[ c; =m T[ }ij C)
A I

Na formula (113), substituindo-se 'F¢' por'__¢=b"e 'GE' por

3 §
r[Ag T[B{
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(116).

(117).

=n, obtemos
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| _a=c

HB(&)

0 0=m

HD =b
A(D)

R(v,a)
L R(m,c)
L Fun.cal.L;R(a, 3)

a=b,

(Rt g=n
- Corrap(Raf) (T Ao [Bﬁ )
(118).

Na formula (99), substituindo 'f¢' por '¢=c', 'g¢' por '¢=n' ¢ 'h&' por 'BE', obtemos

a=Tn

HB(a)

HB(a)

De (118), (119) e TR, obtemos

I =T
a=c
HB(a)
o 0=m

HD =b
A(v)

R(0,a)
L R(m, c)
L Func,sR(a, 3)

L Corras(Rap) W‘[‘ﬁ' =b, T[ B=n
Ao Bf

(119).

(120).
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Aplicando CGCl1, derivamos

b a=n
a=c
B(a)
2 d=m
0=b

Tae

R(0, a)
L R(m, ¢)

L FuneqaR(a, )

L Corras(Raf) T" = b.‘T[ A=n
Ao Bf

(121).

Da seguinte instancia de (C1)

a=m ., an\

( B=n
- Cor ra3 (Raf3) TL—[ Za_ b FHB; ¢

(117), (121) e TR, obtemos
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3 =T

a=m,
j—L a=b B = ¢ |
| —Corragl (Ra3)

R(b,n)
UpMasR(a. 5)

a=m, _[G=c¢

L Corras(Raf)
1—[Ar:t [ Bj
L R(m,c)
- FUﬂ-CQI‘-jR(QT .3)
L Corras(RaB) 1—[& =b, T‘|: f=n
Aa B3
(122).
Das seguintes instancias de (C1)
a =1m, =r a=b, _ .

Corras(Raj3) 7—[ " j—[BS b Corrag(Raj3) j—[éa j—[33

0=m =b
A(d) Al
a=c a=n
B(a) B(a)
R(0,a) R(v,a)
Lo a=c L. o a=n
B(a) B(a)
P D= o, 0=bh
A(D) A(v)
R(2,a) R(v,0a)

e (122), por meio de TR, inferimos

498 Esta proposicao afirma que se R(x,)) correlaciona os conceitos “cair sob 4, mas ser diferente
de b” e “cair sob B, mas ser diferente n” e se R(x,y) ¢ funcional e se R(m,c) e se R(x,y)
correlaciona os conceitos “cair sob 4, mas ser diferente de m” e “cair sob B, mas ser diferente
de ¢” e se R(x,y) ¢ Um-para-Muitos e se R(b,n), entdo R(x,y) correlaciona os conceitos “cair
sob A4, mas ser diferente de b e ser diferente de m” e “cair sob B, mas ser diferente de ¢ € ser
diferente de n”.
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(o= 1
| _Corras(Raf) HG =0 {3 =
Aa BI.I'S)

R(b,n)
R(m,c)
| Func,gR(a, 8)
L UpM,5R(a, B)

0=m

\,F A(D)

B(a)

a=c
%Wm

0 0=

b
a=n
B(a)
0=b

Na formula (106), substituindo-se 'F¢' por 'A&' ¢ 'G¢E' por 'BE', obtemos
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(123).
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L R(b,n)
LUpM,5R(a, 3)

L Corras(Raf)(Aa, BF)

Aplicando CGCl1, obtemos

[ 0=5b

Na formula (113), substituindo-se 'FE' por '4&' ¢ 'GE' por 'BE', obtemos

A()
v _a=n
Bla)
R(0,a)
L R(b,n)
LUpM.sR(a, 3)

L Corrag(Rap)(Aa, BJ)

__a=c

{ B(a)
o 0=m
{ A(D)
R(0,a)
L R(m, ¢)
L Fune,aR(a, 3)

L Corras(RaB)(Aa, BJ)

Aplicando CGCl1, temos

a ag=c

B(a)
2 d=m
A(p)
R(0,a)
L R(m, c)
L Fun.calgR(a', 3)

L Corros(Raf)(Aa, BF)
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(124).

(125).

(126).

(127).
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De (123), (125), (127) e TR, inferimos

(ra
| - Corras(Rag) 11

R(b,n)
R(m,c)
L FuncagR(a, 3)
LUpM,s5R(a, )
. d=m

A(0)

Iy 0=5b
A(v)
R(0,q)
L Corras(RaB)(Aa, B3)

Aa

=m o, 3
CI.‘EbT|:

1

3'3
B

")

3

273

(128).

Na formula (106), substituindo-se 'F¢' por 'AE', 'G¢' por 'BE', 'b' por 'm' e 'n' por 'c',

obtemos
I _d=m
{A(d)

o

a=c
{ B(a)
R(d, a)
L R(m, c)
L UpMasR(a, 8)
L Corrag(Rap)(Aa, BJ)

Aplicando CGCl1, temos

(129).
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LUpM,5R(a, 3)
L Corras(Raf)(Aa, BF)

(130).
Na formula (113), substituindo-se 'F¢' por '4¢E', 'GE' por 'BE!, 'm' por 'b' e 'c' por 'n',
obtemos

—E
{ B(a)
o 0=b
{ A®)
R(0,a)
L R(b,n)
L Fune,aR(a, 3)
L Corrag(Rap)(Aa, BJ)

(131).

Aplicando CGCl1, temos
I a a=n

B(a)

2 0=h

Av)

R(0,qa)
L R(b,n)
L FuneqgR(e, 3)
L Corras(RaB)(Aa, B3)

(132).
De (128), (130), (132) e TR, inferimos
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(T a=m, IBET‘L\
= d=e¢
— T (Ra/d) HO F= oo
Aﬂ.’ BI.S

R(b,n)
R(m,c)
L Func,gR(a, 3)
L UpM.sR(c, 3)

L Corrag (Raf,ﬁ) (Fa', G_,S)
(133).
Na formula (14), substituindo-se 'F¢' e G¢' por
E=m E=n
‘115 =b ‘11{ =c
A¢ B¢
respectivamente, obtemos
( ,3\ (10_ ,T[_ﬁzn
N Corrog a=b {a_b TSEC
Gg=e Aa Bj
b=m
b=b
A(b)
c=
Hc =c
B(e)
a=m B=n
L Corras(Raf) 11 @=0 TL p=e
Aa B 3
(134).

Da seguinte instancia de 36BS

499 Se R correlaciona os conceitos 4 ¢ B ¢ se R ¢ Um-para-Muitos ¢ se R ¢ funcional e se m esta
na relagdo R com c¢ e se b esta na relacdo R com n, entdo R correlaciona os conceitos “cair
sob 4, mas ser diferente de b e ser diferente de m” e “cair sob B, mas ser diferente de ¢ e ser
diferente de n”.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0410616/CA


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0410616/CA

276

54BS e MP, derivamos

b=m
{ A(b)
+b=b
(135).
Por CP, inferimos
b=b
{ A(b)
+b=m
(136).
Novamente, por CP obtemos
}_[ b=m
b=h
Taw
(137).
A prova da proposi¢ao
}_|: C=TL
c=rcC
1—[ Blc
(138).
¢ similar a da proposi¢ao (137).
De (134), (137), (138) e MP, obtemos
( R(e, 3 \ ( a=m A=n
B=c
a=m 3=n
L Corras(Raf) a=b TL p=c
(139).

500 Esta proposigdo afirma que se R(x,y) correlaciona os conceitos “cair sob A4, mas ser diferente
de b e ser diferente de m” e “cair sob B, mas ser diferente de c¢ e ser diferente de n”, entdo a
relagdo “x encontra-se na relacdo R com y e x ¢ diferente de b e y ¢ diferente de ¢”
correlaciona os conceitos “cair sob 4, mas ser diferente de b e ser diferente de m” e “cair sob
B, mas ser diferente de ¢ e ser diferente de n”.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0410616/CA


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0410616/CA

277

De (133), (139) e TR, derivamos

( R(a,.ﬁ)\ (T[aEm, B=n
o Corras ‘—Elva =b 1_[0- =5b 11 A=ec
f=c Ac B3
R(b,n)
R(m,c)

L FuncalgR(:a, 3)
L UpM,sR (e, 3)
L Corrog(RaB)(Fa, G3)

(140).
Da seguinte instancia de (PH6)

[rrz=m\  [rr=n)
e H;&;J

(17), (20) e TR, inferimos
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L FuneqgR(a, 3)
L UpM.5R(a, §)

(141).
De (140), (141) e TR, derivamos

T

f 11\ (1.,

Il
3
—-—""/|

Alz) =t [ B(z)

b e

R(b,n)
R(m,c)
L Func,gR(a, 3)
L UpMasR(c, 3)
L Corros(Raf)(Aa, BS3)

(142).
Na formula (87), substituindo-se 'd' por 'm', 'c' por 'n', 'K¢' por

' SEbl

Lae
e '"M¢' por
' f=c
1LBg

3

obtemos


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0410616/CA


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0410616/CA

=3
R
H
3 T

r=m r=n

[T Tt

De (142), (143) e TR, temos

m=b

[ A(m)

n=«c

B(n)
L R(b,n)
L R(m, c)
| Func,gR(a, 3)
L UpM.sR(c, 3)
L Corraa(RaB)(Aa, BJ3)

Por CP, obtemos
| . .{n =c
B(n)
R(b,n)

m=b

A(m)
L R(m, ¢)
L FuncagR(a, 3)
| UpM.sR(a, 5)
L Corras(Raf)(Aa, Bj3)

(1) =+ (Tom)

) =)
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(143).

(144).

(145).
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Aplicando CGCl1, derivamos

| a a=rc

p B(a)
R(b, a)

m=hb
A(m)
L R(m, c)
L FuncagR(a, 3)
| UpM.sR(a, 5)
L Corras(Raf)(Aa, Bj3)

z=b\ , [qr=c
b (TA(I)) s ( {B(IJ)

Da seguinte instancia de 52BS

R(b, c)
}1{ R(b,a)

a=c

e contraposicao, obtemos

R(b,a)
T aeo

Da seguinte instancia de 27BS

W 5

{ B(a)
(147) e TR, inferimos
R(b,a)

E R(b,c)

L B(a)

Por CP, obtemos
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(146).

(147).

(148).
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Da seguinte instancia de 58BS1

PB(&)
R(b,a)
o a=c

v[[ B(a)
R(b,a)‘

(149) e TR, inferimos
B(a)

R(b,a)
R(b,c)
a__a=c

VP B(a)
R(b,a)

Aplicando CGC1, obtemos
o Bla)

E R(b, a)

R(b,c)

a__g=c

\’{_ B(a)
R(b,a)

Da seguinte instancia de (C3)
A(b)

lTB(aJ
R(b,a)

Corros(Raf)(Aa, B3) 1

(151) e TR, inferimos
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(149).

(150).

(151).
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O ag=c
B(a)
R(b,a)
L Corros(Raf)(Aa, BJ)

(152).
De (146), (152) e TR, derivamos

| L A(b)
LR(:E), c)
m=b
A(m)
R(m,c)
L Func,gR(a, 3)

L UpM.gR(a, 3)
L Corras(Raf)(Aa, Bj3)

(1) =+ (T

Por CP, obtemos
| _m=h
{ A(m)
R(m,c)
R(b, )
A(b)
L Func,gR(a, 3)
| UpM.sR(a, §)
L Corras(Raf)(Aa, Bj3)

()= (o)

Aplicando CGC1, temos

(153).

(154).
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=b
()
c)

R(b, )
A(b)
L FuncagR(a, 3)
| UpM.sR(a, §)
L Corras(Raf)(Aa, Bj3)

z=b\ _, [qr=c
b (TA(I)) =fe ( {B(xJ)

Da seguinte instancia de 52BS

R(b, )™
}1{ R(a,c)

a="b

e CP, derivamos
R(a,c)
e
a=b
Da seguinte instancia de 27BS

a=>b
};F Ala)
a=b

{ Ala)
(156) e TR, obtemos

—R(a,c)
E R(b,c)
L A(a)

_a=hb

L Aa)

Por CP, temos

501 Substitua 7€' por ' R(E, ¢)”, '¢' por 'a

'e'd por'd'.
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(155).

(156).

(157).
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Da seguinte instancia de 58BS1

a=b

paza)
R(a,c)

0 =05

VP Ao)
R(d,c)

(158) e TR, inferimos
Ala)

R(a,c)
R(b,c)

B 0=5h
vﬂm
R(D,c)

Aplicando CGC1, derivamos
o A(D)

FR@. e)
R(b,c)

0 =05
VP A(v)
R(0d,c)

Da seguinte instancia de (C4)
Ble)

EET ()
R(v.¢)
Corras(RaB)(Aa, BB)

(160) e TR, obtemos

284

(158).

(159).

(160).
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e Ble)
R(b,c)
> p=b
A(0)
R(v.¢)
L Corros(Raf)(Aa, BJ)

(161).
De (155), (161) e TR, inferimos
| - Bl(e)
LR(b, c)
A(b)
Func.sR(a, 5)

UpM.sR(a, 5)
L Corras(Raf)(Aa, Bj3)

z=b\ , [qr=c
b (TA(I)) s ( {B(IJ)

Por CP, temos

e Lux (T;@b) =4, (T[ ;E) )

(b, c)
A(b)
Bl(e)
L FuncasR(a, 3)
L UpM.sR(c, 3)
L Corros(Raf)(Aa, BS3)

(162).

163).
Na formula (106), substituindo-se 'n' por 'c', 'F€' por '4¢' e 'G¢' por 'BE!, obter(nos :
[N d=b
Lﬁl(d}
a a=rc
{ B(a)
R(d,a)
L R(b, )
LUpM,5R(a, 3)
L Corras(Raf)(Aa, BF)

(164).
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Aplicando CGCl1, temos
| o D=b

A(0)

a__ag=r¢

B(a)

R(0,a)
L R(b, )
L UpM.sR(a, 8)
L Corros(Raf)(Aa, BF)

286

(165).

Na formula (113), substituindo-se 'm' por 'b', 'FE' por 'A&' ¢ 'G&' por 'BE', obtemos

hrra=c
{ B(a)
0 _0=b
{ A®)
R(0,a)
L R(b, )
L Func,sR(a, 3)
L Corrag(Rap)(Aa, BJ)

Aplicando CGCl1, temos

——

B(a)

2 0=b

Av)

R(0,qa)
L R(b, )
L Fune,gR(a, 3)
L Corras(Raf)(Aa, BF)

Da seguinte instancia de (C1)

(166).

(167).
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Corrag(Raj3) (7—[2_ b, 1—[33 )
a

(165), (167) e TR, inferimos

I

Corrag(Raf3) (7—[;5‘—[33 )
a

R(b, )
Funca.gR(a, 3)
UpM,sR(c, 3)
L Corras(Raf)(Aa, BF)

(168).
Da seguinte instancia de (PH6)

)+ ()

a=b___d=c
Corrag (RQS '
j—[ Ao j—[ B3
L Fun.cal.L;R(a, 3)
L UpM s R(af3)

(168) e TR, derivamos
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T

r=b\ c=c\,,
e j—[fl(-.r) =f 1—[5(3)

R(b,c)
FuncalgR[:a, 3)
UpM,sR(a3
L Corras(Raf)(Aa, BF)
(169).
De (163), (169) e TMI, obtemos
r=b) _, [rr=c\y,
i TA(I) = B(z)
Func.sR(a, 3)
UpM,sR(a, 3)
Corrag(Raf)(Aa, Bj3)
L A(b)
L B(e)
(170).
Por CP, temos
| - Corras(Raf)(Aa, B3)
L Func,gR(a, 3)
L Up.-HQIL;R(a', 3)
T=h rT=c
e T{A(I) = 7—[3(3)
L A(b)
L B(e)
(171).

Aplicando CGC2, obtemos

502 Se R correlaciona os conceitos 4 € B e se R ¢ Um-para-Muitos e se R ¢ funcional e se b esta
na relagdo R com c, entdo o nlimero que pertence ao conceito “cair sob 4, mas ser diferente
de b” ¢ igual ao numero que pertence ao conceito “cair sob B, mas ser diferente de ¢”.

503 Se ¢ cai sob B e se b cai sob 4 e se R correlaciona os conceitos 4 € B e se R ¢ Um-para-
Muitos e se R ¢ funcional, entdo o nimero que pertence ao conceito “cair sob A4, mas ser
diferente de b” ¢ igual ao niimero que pertence ao conceito “cair sob B, mas ser diferente de
c’.
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B Corrag (RaB)(Aa, Bj3)
FF uneqzR(a, 3)
UpM.zR(e, 3)

(ERE

LA®)
L B(e)

Da seguinte instancia de (PH3)

frA(z) = 4. B
}_[ Cor'rag 9‘1&3)(;‘1& Bj)
FuncasR(a, 8)
UpMasR(a, 5)

(172) e TR, temos

- trA(z) = 1. B(x)
r=b
(1) =+ (160
A(b)
L B(e)

Da seguinte instancia de 52BS

[uxﬁ;") B
)= ()
(1) =

e CP, obtemos

T
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(172).

(173).
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T

[ i (T Z@;) " (T[ ) )
N
(T =

De (173), (174) e, inferimos

b Bz A(z) = 4. B(z)
LA

s

Aplicando CGC2 e CGCl1, obtemos
e 1eB(a) = L B(2)
[8"(0)
r=a
= =d
ﬁ (T[ 5(a) )

Da seguinte instancia de (F6)
}_[T Pred(d, . B(z))
5 o Hz§(z) = 4. B(z)

TTE){';) y

(176) e TR, derivamos
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(174).

(175).

(176).
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Pred(d, f, B(z))
(500
(TB )

Da seguinte instancia de 52BS
L Pred(d,e)

| B(e)
o= (1o
L Pred(d, t. B(z))
|50
o= (1o
LE:B(z) =€

(177) e MP, inferimos
b Pred(d. e)

Bl(c)
(T3

Lt B(z) =e

Por CP, obtemos

H t.Bl(z)=e
Bl(c)
4=t (T[ B(z) )
L Pred(d, e)

Da seguinte instancia de 52BS
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(177).

(178).

(179).
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d=a

e (T30
(T )=

e CP, obtemos

[dﬂfcqzui)

dEa.

b (TB(:}:)) =

De (179), (180) e TR, inferimos

— i.B(r)=e
{B(c)
b ( {B[i)) -
Ld=a
L Pred(d, )

Aplicando CGC2 e CGCl1, obtemos

h3—ar fS(x) = e
[3(0)
B (T[S[i) ) =aqa

d=a

L

L Pred(d, e)

Da seguinte instancia de (F6)

)T_ Pred(a,€)
Lo L) =

ifvpff%'xf)i
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(180).

(181).

(182).
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(182) e TR, derivamos

(183).
Por CP, obtemos
d=a
{ Pred(a,e)
Pred(d, €)
(184).
Aplicando GU1, temos

ce_ b a_g=a
\J—[ Pred(a,b)

Pred(e, b)
(185).
De (B1), (185) e MP, obtemos
| UpM,3Pred(a, 3)

(Teor. 6).

Teorema 7

H(E) — [ 504 505

ﬁI : — 0

}1 TF[:x)
t,H(x) =0

Da seguinte instancia de (m3)

}_[Tﬁi;'{;.;)t) =0

e seguinte instancia de 1BS

___Hf(a)
TﬂxH(I] =0
L F(a)

- H(a)

L4 H(z) =0

504 Se o numero que pertence ao conceito H é zero, entdo o numero que pertence ao conceito
“cair sob H e cair sob F” ¢ zero.

505 Os analogos dos nossos teoremas 7, 8 ¢ 9 em GGA (pp. 127-131) ndo sdo provados
explicitamente por meio do teorema IVa. Porém, ambos dependem de um anédlogo do nosso
Teorema 4, que ¢ provado usando-se o teorema ['Va.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0410616/CA


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0410616/CA

294

aplicando MP, obtemos

H(a)
};{FF((L)

b H(z) =0
(186).
Aplicando CGCl1, temos
o H(a)
WVFF(G)
t.H(x)=0
(187).
Da seguinte instancia de (Teor. 4)
H(z)) _
Wﬂz (TF(I) ) =1
o H(a)
VTF (a)
(187) e TR, inferimos
H(z)) _
TI (Tm) ) -
t.H(x) =0
(Teor. 7).

Observagao:
Na instancia do (Teor 4) acima, usamos inadvertidamente a lei da dupla negagao.

A instancia deveria ser:
H(z)
fz '
W (TF (z) )
&y Hla)
FF (a)
Mas, o seguinte € provavel no sistema de BS
&y Hla)
q FF (a)
o H(a)
VTF (a)

por meio de 58BS1, 41BS, TR e CGCI1.

0
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Teorema 8

Da seguinte instancia de (m3)

}_[Tﬁffgﬁ) =0

e CP, temos
t.H(z)=0
H(a)

Da seguinte instancia de 58BS1
H(a)
};F F(a)
o Ha)
V—[ F(a)
(188) e TR, derivamos

H(z)=0
WFF(Q)
a__ Ha)
V—[ F(a)
De (189) e CP, temos

F(a)
qrﬁxH(I) =0
H(a)

v—[F(a)

Aplicando CGCl1, obtemos

a_ F(a)
}1 t.H(x)=0

a__ Ha)
v—[F(a)

295

(188).

(189).

(190).

(191).

506 Se tudo que cai sob F cai sob H e se 0 nimero que pertence a H ¢ zero, entdo o nimero que

pertence a F' também ¢ zero.
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Da seguinte instancia de Teor. 4
)_[ B, F(z)=0
A Fla)
(191) e TR, derivamos
f.F(z)=0
}1{ f.H(z) =0

H(a)

V—[F(a)

Teorema 9

(Teor. 8).

q a P'?'E('E[:IJ._. (1-) 507 508

Da seguinte instancia de (F5)

Pred(f, (f[ ;(—;) M H(z))

f-H(z) = . H(z)
H(a)

(T == (T

54BS e MP, derivamos

Wpr-ed(ﬁx (T[ IH(;;) Lt H(z))

H(a)

=l

(192).
De (192) e CP, obtemos

WT H(a)
- Pred(t. (1—[ = {1) i H(x))

H(z)
(193).

Da seguinte instancia de 58BS1

507 Este teorema ¢ enunciado em GLA, §78: “6. Every Number except 0 follows in the series of
natural numbers directly after a Number”.
508 Note que ao invés de '3 #,8(x) = a' poderiamos escrever 'Card(n)'.
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}1 Pred( ( H(z) ) (z))
o, Pred(a,t.H(z)) .

(193) e TR, derivamos

}_[T H(a)
o Pred(a, ﬂxH(IJ)

Aplicando CGCl1, obtemos
}—[\E,T H(a)
& Pred(a. . H(x))

Da seguinte instancia de Teor. 4

Loowe

(195) e TR, obtemos

Tﬂz P:ed_a $.H(z))

De (196) e contraposi¢do, obtemos

T Pred(a, - H(x))
ﬁz ()ZO

Substituindo-se ' f¢ ' por

' _a__ Pred(a,£)

[c<o

c'por ', H(x)' e'd por'a em IIIdGGA, obtemos
tzH(z) =a

%ﬂpm( e H ()
£ H () =0

Pred(a,a))

TuZo

De (IllcGGAa), (197) e MP, inferimos
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(194).

(195).

(196).

(197).

(IIdGGAa)
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T t.H(z) =a
Preda a

T”o

(198).
Aplicando CGCZ, obtemos
}-[ fo8(z
Pred(a, a})
a=0
(199).
De (199) e CP, obtemos
Pred(a,a)
a=0
E+t5(z) =a
(Teor. 9).
Lema 1
r =
ﬁx =0 509 510 511
S
Da seguinte instancia de (PH6)
. =0
T =x) =1t
y j—[ =0
Func.gla = )
UpM,p(a = 3)
LCorrapla=0) |7 = 1—[ A=0
=0
(Teor. 1), (Teor. 2) e MP, obtemos
=0
ﬁI(T T = I) = IjI
7—[:,t: =0
Corrasla=08) | a=a, ,_[ =0
B=0
(200).

509 O numero que pertence ao conceito “ser idéntico a 0, mas ser diferente de 0” ¢ 0.

510 Este lema ¢ importante para a prova de que 1 ¢ o sucessor de 0. Aqui, podemos dizer “o
sucessor” porque ja provamos que 'Pred' ¢ funcional.

511 Na prova de um analogo deste lema em GGA, Frege usa o teorema 58 (GGA, pag. 104) que,
por sua vez, depende do teorema IVb, que ndo ¢ provavel em BS. Além disso, ele usa um
analogo do nosso teorema 4, que depende do teorema [Va.
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De (200), (C1) e TR, derivamos

a a=aqa

a=0

Da seguinte instancia de 1BS

a=a R

2 0=40
=0
a=10

a=a

54BS e MP, inferimos

}_[a.za
b 0=0

=0

a=10

Aplicando GU1, obtemos
H/—[ a=a
o 2=0

0=0
a=0

Da seguinte instancia de 1BS
- b=0
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(201).

(202).

(203).
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27BS e MP, derivamos

b=0
};FE}D

o a=a
V—[aEb

Aplicando GU1, obtemos

o 0=0
T[D—O
iLa=a

Tlazo

De (201), (203), (205) e MP, obtemos
. =0
Pﬂx(.TIEI)EﬁI (TIO)

Da seguinte instancia de (D1)

e (T71)

=0
ﬂI(TIE:r)EuI (7—[-’6_0)

(206) e MP, inferimos

o= (1070)

De (207), (55BS) e MP, obtemos

o (1200) =

Teorema 10

I+ Pred(c, 0)°*

De (188)

512 Nenhum objeto precede o nimero 0.
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(204).

(205).

(206).

(207).

(Lem. 1).
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t.H(z)=0
H(a)
e da seguinte instancia do 1BS
t.H(z) =0
H(a)

fa (r[ H[I)) =
4. H(z)=0
FH[&)

aplicando MP, obtemos
t-H(z) =0
H(a)

(o)

I

[

(208).
Aplicando CGC2 e CGCl, temos
S bed(z) =0
}er%" (a)
r=a
g (T §(x) ) -
(209).
De (209), (F6) e MP, inferimos
| Pred(c,0)
(Teor. 10).
Teorema 11

I Pred(0,1)y7 "

Da seguinte instancia de (F5)
Pred(0,1)

pﬂx[:cz[}jzl
0=0

c=0
- =0
ﬁ (j—[:r:_ﬂ)

1

513 1 ¢ o sucessor de 0.
514 Este teorema ¢ enunciado por Frege em GLA, §77.
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54BS, (E), (Lem. 1) e MP, derivamos

| Pred(0,1)

Teorema 12

Da seguinte instancia de [IIbGGA
0=1
FP?‘ed(O, 1)

- Pred(0, 0)‘

(Teor. 11) e MP, obtemos

)T_ 0=1
- Pred(0,0)

De (210), (Teor. 10) e MP, deduzimos

}_r[]zl

Teorema 13

e F(
TﬁzF(r)

De (Teor. 4)
t.F(z)=0

Tﬂt—r F(a)

e CP, obtemos

o F(a)
ciF(z)=0

Da seguinte instancia de [IIdGGA
F(z)=0
FﬁxF (z)=1
0=1

(211) e TR, obtemos

515 0 ¢ diferente de 1.

516 Se o numero que pertence ao conceito F € 1, entdo existe algo que cai sob F.

517 Veja GLA, §78, proposicao 2.

— 1515
}_r[}:l

302

(Teor. 11).

(210).

(Teor. 12).

Q11).

518 Novamente, este teorema depende de um analogo do nosso teorema 4, que em GGA ¢

provado usando-se I'Va.
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o F(a)
lerw =1
L0=1
(212).
De (212), (Teor. 12) e MP, inferimos
& F(a)
b, F(x)=1

(Teor. 13).

Teorema 14

— 519 520 521
a=1

Pred(0,a)
Da seguinte instancia de (A2)
a=1
P Pred(0,1)
Pred(0,a)

Func,gPred(a, 5)

(Teor. 5), (Teor. 11) e MP, obtemos
a=1
Pred(0, a)
(Teor. 14).

Teorema 15

_ 22 52
d=a 522 523

PF(&]
t.F(z) =1
F(d)

Da seguinte instancia do Teorema IIIdGGA
E=C

FR(&, e)

- R(a,c)

e CGCl1, obtemos

519 Se a sucede 0, entdo a ¢ igual a 1.

520 Veja GLA, §78, proposigdo 1.

521 Este teorema depende do nosso teorema 5, cujo analogo em GGA depende de I'Va.

522 Sed cai sob F e se o numero que pertence a F' é igual a 1 e se a cai sob F, entdo d é igual a a.
523 Veja GLA, §78, proposigdo 3.
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0 a=rc
WV—FR(G. a)
- R(a,c)

Da seguinte instancia de (C3)
F(a)

ET oz
R(a,a)
Corras(Raf)(Fa, 3 =c),

(213) e TR, inferimos
F(a)
}1‘[ R(a,c)
Corrog(RaB)(Fo, 5 = c)
Por CP, obtemos
R(a,c)
}1{ F(a)
Corrag(Raf)(Fa, 3 = ¢)
Na formula (215) substituindo-se 'c' por '0', obtemos
R(a,0)
}1{ F(a)
Corrag(Raf)(Fa, 3 =0)
Na formula (216), substituindo-se 'a' por 'd', obtemos
R(d,0)
}W F(d)
Corrag(RaB)(Fo, 8 =0)

Da seguinte instancia de (B2)
d=a

PR(&, 0)
R(d,0)

UpM.sR(af3)

(216), (217)e TR, inferimos
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(213).

(214).

(215).

(216).

217).
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d=a
F(a)
F(d)
UpMasR(af)
Corrag(RaB)(Fo, 8 =0)

Por CP, obtemos
Corras(Raf)(Fa, 3 =0)
F(a)
F(d)
UpMasR(af)
d=a

T

Da seguinte instancia de 1BS

quuncagR( . 3)

d=a

T

(219) e TR, derivamos
I Corrag (Rag)(Fea, 3 =0)
Fune,sR(a, 3)
UpM,sR(a, 3)
F(a)
F(d)
d=a

T

Aplicando CGC2, obtemos
b B Corrags (Raf)(Fa, 3 =0)

Func,gR(a, 3)
UpM.sR ( a, 3)
)

3y
==

LLd=a
Da seguinte instancia de (PH3)

Tﬂz ) = . (z =0)

- Corrag(Raf)(Fa, 3 = 0)

Func,sR(a, §)
UpM,sR(e. )
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(218).

(219).

(220).

(221).
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(221) e TR, obtemos
t.F(z) =t.(x=0)
FF(&)
F(d)

d=a

T

(222).
Por contraposi¢io, temos
d=a

P F(a)
F(d)
t-F(z) =t.(x=0)
(223).

Da seguinte instancia de (E2)

b F(z) = t.(x =0)
t.F(z)=1

(223) e TR
d=a

P F(a)
f.F(z) =1
F(d)
(Teor. 15).
Lema 2

Htx(:" =n)=t.(z=c)

Da seguinte instancia de 57BS

d=a
WG_C
d=c

e das seguintes instancias de IbGGA
a=c d=c
a=c d=c

eE="N E=TMN
)

por meio de TR, derivamos
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(224).
Aplicando GUI, obtemos

0 D =a
a=c
F .
0=c
Tezn
De (225), (A1), e MP, obtemos

G=c
Funcg,s T 524
P ' (7—[‘1_“)

Da seguinte instancia do Teorema 57 de BS
a=d

la=n

d=n

(225).

(226).

55BS

}_[dza
a=d

e TR, obtemos

(57BSb).
Das seguintes instancias de Ib
d=n a=n
eE=¢C €E=C

d=n a=n

57BSb e TR, derivamos

524 Tsto €, arelagdo “x ¢ igual an e y € igual a ¢” € funcional
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IT'EEC
a=n

e=27C
szn

Aplicando GU1, temos

0_ ¢ a_D=a

s

a=n

e=cC

To=n

De (228), (B2) e MP, inferimos
|> Drpﬂff 8 -"IS’ =c 525
Ta=n

Da seguinte instancia de (PH6)
b ba(z =) = oz = c)
B=c

Corras (TT ) (a=n,[=
a=n
B=c
Fune,g (T " C)
a=n
G=ce
L UpM.5 (T : "’)
a=n

(226), (229) e MP, derivamos
Wﬁz(r =n)=t.(x =c)

G=c
Corrags (T ) (a=n,3=c¢)
a=n

Da seguinte instancia de 58BS1

525 Ou seja, a relagao “x € igual an e y € igual a ¢” ¢ Um-para-Muitos.
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(227).

(228).

(229).

(230).


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0410616/CA


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0410616/CA

o a=c
\J—[:: aEC
szn

e CP, obtemos

cC=cC

FbEn
c=c

a a==c

T

a=c

Fb =n
Novamente, por CP, obtemos

b=mn
qrc_c
o a=c

i

a=c

Fb =n
De (232), 54BS e MP, inferimos

}_[szﬂ,

a_a=r¢c

\/—[ a=c
szn

Aplicando GU1, temos

}_\g_[TDE-n
a_a=c

VEF;;C

Da seguinte instancia de 58BS1
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(231).

(232).

(233).

(234).
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a=c
FﬂEﬂ

e CP, obtemos

a=c
EE‘,E'}'E
\a/_[hzn.

a=cC

[o=n

(235).
De (235), 54BS e MP, derivamos
- a=c
}_[ 0 0=n
\J—E a=c
Fm =n
(230).
Aplicando GU1, temos
a T a=c
}_\J—[ 0 0=n
=
FD =n
(237).

Da seguinte instancia de (C1)

G=ec
Corrag (TF i C) (a=n,3=¢)
a=n

La=c

0=n

(234), (237) e MP, derivamos
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De (230), (238) e MP, inferimos
! to(z=n)=t.(z=c)

Teorema 17

Da seguinte instancia do (Lema 2)
! t(z=0)=t.(z =¢),

da seguinte instancia de (E1)
=f.(z=¢)
fzlx =0) =f(z=c)
e MP, obtemos
1=tz =)

Da seguinte instancia de 57BS

A(1)
T A(fz(z = ¢))
1= |:l_r( Ec)

(239) e MP, derivamos
}-[ A(1)
Alfz(z = ¢))

Da seguinte instancia de (PH6)

b F(z) =fz(z =)
pC’orrﬂg[a = 3)(Fa, 5 =¢)
Funcas(a = 3)
UpMas(a = f)

(Teor. 1), (Teor. 2) e MP, derivamos

526 Este teorema ¢ enunciado por Frege em GLA, §78, proposicao 4.
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(238).

(Lema 2).

(239).

(240).
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t.F(z) =t (z=c)
Corrpgla= g)(Fa, [ = c)

Da seguinte instancia de (C1)
b Corrap (v = [)(Fa,3=¢)
F(?)

(241) e TR, obtemos

b b F(2) = Bz = )
F(v)

Da seguinte instancia de 58BS1
a=c
Fﬂ. =a

a a=c

54BS e MP, inferimos

}_|:_I_(1‘,EC
o a=c
[GEC{

Da seguinte instancia de 28BS
F(G_J 527
E a=c
a=7c

{F(a)

1

(243) e TR, inferimos
527 Aqui, poderiamos usar 27BS e CP.
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(241).

(242).

(243).
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Da seguinte instancia de 58BS1

e
0o D=c
vIF(a)’

(244) e TR, derivamos
F(a)

E[’[VGEC
a=aqa

D=0

“ro)

Aplicando CGCl1, temos

2 Fd)
a a=c
-
Q2 0=c
L F(0)

Da seguinte instancia de 58BS1

F(a)
qrﬂ. =a
0 F(0)

0=a

54BS e MP, obtemos

Da seguinte instancia de 57BS
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(244).

(245).

(246).

(247).
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F(a)
};F F(e)

e CP, obtemos

Tro
F(c)

De (247), (248) e TR, inferimos

De (242), (246), (250) eTR, obtemos

t.F(z) =f8.(x =¢)

Laqa =c
F(v)

F(e)

Da seguinte instancia de (240)
b F(x) =1 32
b.F(z) =t.(z = c),

(251) e TR, derivamos
t.F(z)=1

Laqa =c
F(v)

F(e)

528 Substitua 'A¢ " por ', F(z) =& .
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(248).

(249).

(250).

(251).

(252).


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0410616/CA


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0410616/CA

Da seguinte instancia de 58BS1

0=rc

Fc
Q

[F( 2)
Fla)

(252) e TR, inferimos
foF(z) =1

a__0_Q=ag

|__

Aplicando CGCl1, derivamos

M- Fla)
a__ 2 =aq
F(0)

F(a)

L . F(x) =

Por contraposi¢do novamente, obtemos

f-F(z) =1
}1 a_ Fla)
0=a
[F()

F(a)

315

(253).

(254).

(256).

(Teor. 17).
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Teorema 18

€Tr=i

ﬁm(P?‘Ed**(I, d)) =1, TP?-ed**(I 2 529 530

l Nat(a)

Pred(d, a)

Da seguinte instancia de (H2)
a=b

L Pred*(b,a)

Pred** (b, a)

55BS e TR, obtemos
b=a
{ Pred**(b, a)
- Pred*(b, a)
(257).
De (257) e CP, temos
Pred®(b,a)
}_[ b=a
1—[ Pred**(b,a)
(258).
De (258) e do Teorema 143 de GGA™!
Pred** (b, d) >
‘[ Pred*(b,a)
Pred(d, a)

por meio de TR, obtemos
Pred**(b,d)
b=a
Pred** (b, a)
Pred(d,a)
(259).

529 Ou seja, se a ¢ o sucessor de d e se a ¢ numero natural, entdo o niimero que pertence ao
conceito “pertencer a Pred-série terminada por d” € igual ao nimero que pertence ao conceito
“pertencer a Pred-série terminada por a, mas ser diferente de a”.

530 Em GGA (pp. 146-47), ¢ feito uso explicito de IVa na prova do analogo deste teorema.

531 O teorema 143 de GGA ¢ provavel no nosso sistema. Sua prova em GGA depende
indiretamente do Teorema IVa, porque depende do teorema 88 de GGA, que ¢ um analogo
da nossa formula (184) provada sem usar IVa. Os demais teoremas necessarios para provar
143 sao provaveis da nossa base axiomatica. Veja (GGA, pp. 137-144).

532 O teorema 143 afirma que se a é o sucessor de d ¢ se @ vem depois de b na Pred-serie, entdo
d pertence a Pred-série iniciada por b (b vem depois de d na Pred-serie ou d ¢ igual a b).



DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0410616/CA


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0410616/CA

De (259) e CP, temos
b=a
Pred**(b, a)
Pred**(b,d)
Pred(d, a)

Da seguinte instancia de 58BS1
Pred**(b,d)
Fb =b

a__ Pred*(a,d)

ez

54BS e MP, obtemos

}_[T Pred**(b,d)
a__ Pred**(a,d)

ez

De (260), (261) e TR, inferimos
b=a
Pred**(b,a)
a___ Pred™(a,d)
a=b
Pred(d,a)

Aplicando CGCl1, temos
b, _b=a
Pred** (b, a)
o Pred**(a,d)
a=h
Pred(d,a)

Da seguinte instancia do Teorema 134 de GGA**

P4 Pred*(b,a)
{ Pred(d, a)
Pred**(b,d)

e da seguinte instancia do Teorema II1d

533 Esta formula corresponde a uma instancia do teorema 102 de BS.
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(260).

(261).

(262).

(263).

534 O teorema 134 de GGA nao depende do teorema [Va, sendo provavel no nosso sistema.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0410616/CA


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0410616/CA

b=a
FP?'ed* (b, a)
- Pred*(a, a)r

por meio de TR, obtemos
b=a
Pred**(b, d)
Pred(d, a)
- Pred*(a,a)

Da seguinte instancia do Teorema 145 de GGA™*
_ Pred*(a,a) >

Pred**(0,a)

(264) e TR, obtemos
b=a
Pred** (b, d)
Pred(d, a)
Pred**(0,a)

Da seguinte instancia de If GGA

b=a
Pred** (b, a)
b=a

Pred** (b, a)

(265) e TR, inferimos
- b=a
Pred**(b,a)
Pred(d, a)
Pred**(b,d)
Pred**(0,a)
L Pred** (b, a)

318

(264).

(265).

(266).

535 Novamente, o teorema 145 ¢ provavel no nosso sistema. Este teorema depende indiretamente
de I'Va, porque depende do teorema 143 de GGA. Mas, como ja afirmamos, o teorema 143 de
GGA ¢ provavel no nosso sistema. Os demais teoremas necessarios sdo provaveis a partir da
nossa base axiomatica. De fato, muitos dos teoremas presentes nas paginas 137-144 de GGA

sdo teoremas de BS ou instancias de teorema de BS.

536 O teorema 145 afirma que se a € numero natural, entdo ele ndo vem depois de si mesmo na

Pred-série.
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Da seguinte instncia do Teorema 137 de GGA>’
Pred**(b,a) **
{ Pred(d, a)
Pred** (b, d) ,

(266) e TR, obtemos
b=a
Pred**(b,a)

Pred**(b,d)
Pred(d, a)
Pred™(0,a)

De (267) e CP, temos
Pred**(b,d)
b=a
Pred™ (b, a)

Pred(d, a)
Pred**(0,a)

Da seguinte instancia de 58BS1

b=a

p Pred**(b,a)
b=1b

b b=a

Pred**(b,a)
b=b

54BS e MP, inferimos
b=a
{ Pred** (b, a)

b__b=a

{ Pred**(b,a)
b=b

De (268), (269) e TR, obtemos

537 Esta formula corresponde a uma instancia do teorema 108 de BS.

319

(267).

(268).

(269).

538 Se d pertence a Pred-série iniciada por b e se a ¢ o sucessor de d, entdo a pertence a Pred-

série iniciada por b.
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b Pred*™ (b, d)
b __b=a
Pred** (b, a)
b=b
Pred(d, a)
L Pred**(0,a)

(270).
Aplicando CGC1, obtemos
8 Pred™ (a,d)
b_b=a
Pred**(b, a)
a=b
L Pred(d, a)
L Pred** (0, a)

271).

Da seguinte instancia de (C1)

ek a
Corrag(a = ) Pred™(a, d),T‘[ f=a
Pred*™ (3, a)

b b=a

Pred*™ (b, a)

Pred**(a,d)

a=b

La___ Pred**(a,d)

b b=a
Pred**(b, a)

a=~5b

[¢]

(263), (271) e TR, derivamos

LT a —
CO?"T'Q_.;j (Cl; = 3) Pred (.0! d)‘ T‘|: 3 =qa
Pred*™(3,a)

l Pred(d, a)
Pred**(0,a)
(272).

Da seguinte instancia de (PH6)
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r=a

Pred™(z,a)

=l

to(Pred**(z,d)) = 1, T

Func,gla = 3)

UpMas(a = 3)

Pred**(a,d), _3=a
1—[Ph‘;“a:l”‘*[;ff a)

L Corraala = 3)

(Teor.1), (Teor. 2) e MP, inferimos

r=a

b=(Pred™ (z,d)) = j—LDJHEG,'*"‘(:L“ a)

Pred**(a,d), . =a

Corr,gla= g3
orreple=F) TP:ed**[S a)

273).
De (272), (273) e TR, obtemos
fe(Pred™(xz,d)) = r[Pr_ed**(:c a)
l Pred**(0,a)
Pred(d, a)
(274).
De (J2), (274) e TR, temos
r=a
be(Pred™(z,d)) = 1—[Pred“‘(:c a)
{ Nat(a)
Pred(d, a)
(Teor. 18).

A partir do teorema 18, podemos provar, dentro do nosso sistema, o teorema
enunciado por Frege em GLA (§83) de que todo niimero natural tem um sucessor,
uma vez que todos os teoremas necessarios sao provaveis. Além disso, € provavel
no sistema, sendo uma consequéncia direta da defini¢dao, que 0 ¢ nimero natural.
Ainda, sdo provaveis no nosso sistema os teoremas sobre o “Endlos” (o numero
dos numeros naturais) enunciado por Frege (GLA, §85), a saber que “Endlos” ndo
¢ um numero natural e que ele vem depois de si mesmo na Pred-série.

Estas provas tornam plausivel que, em 1882, no livro mencionado na carta
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enviada a Marty, Frege tenha provado as leis basicas da aritmética adicionando o
Principio de Hume (ou como axioma ou como uma espécie de defini¢cao) ao sis-
tema logico de BS. Frege ndo precisaria da “equivaléncia” na forma do teorema
IVa (GGA) para obter estas leis basicas. A questdo muda quando ele resolve defi-
nir explicitamente o operador numérico em termos de extensdes de conceitos.
Agora, ¢ necessaria a “equivaléncia” na forma do teorema IVa, o qual nao ¢ pro-
vavel em BS, para provar o Principio de Hume e deste as leis basicas da aritméti-

ca.
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