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O Teorema de Ramsey

Nesse capitulo enunciamos versoes finitas e a versao infinita do Teorema
de Ramsey, além das versoes propostas por Paris, Harrington e Bovykin, que
serao tratadas no capitulos subseqiientes. Apresentamos uma demonstracao
em SFE para as versoes finitas e uma demonstragao geral em ZF que abrange

todas as versoes expostas do Teorema.

3.1
ParticGes e os Teoremas de Ramsey

Seria enfadonho tratar dos resultados que seguem os enunciando e
demonstrando em légica de primeira ordem partindo dos axiomas de PA.
Isso posto, nossa abordagem sera a de proporcionar ao leitor enunciados e
demonstragoes nao formais em SF, que, lancando mao da correspondéncia
descrita em 1.3 podem ser escritos e interpretados de maneira formal em PA.
Termos como grafo e aresta e expressoes como card, min e sup mantém o
seu significado tradicional mas, visando nao tornar o texto exaustivo, nos
permitimos nao definir cada um formalmente.

Dado I, seja [I|®* ={U C I : card(U) = e}, o conjunto das e-uplas de I.

Dada uma fungao P : [I]¢ — r, dizemos que P é uma parti¢ao de [I]¢ em
r pedagos ou ainda, P pinta as e-uplas de I com r cores.

Os exemplos simples para particoes sao o grafo de [ vértices, onde
P : [I]> — 2 determina se dois vértices sao ou nao ligados por uma aresta
ou o grafo completo de I vértices, onde P pinta suas arestas nas cores azul e
vermelho. Um exemplo mais geral é obtido se passamos a considerar o grafo
de I vértices com as arestas pintadas em r cores.

Dada P : [I]®* — o, dizemos que H C P & homogéneo ou monocromdtico
para P se, e somente se, P é constante em [H|¢ e ,dados e,r, k e M, usamos
a notacdo M — (k)¢ quando para toda particdo P : [M]® — r existe um
H C M homogéneo para P, card(H) > k.

O Teorema de Ramsey, tema central de nosso trabalho, afirma o seguinte:

Teorema 4 (Ramsey). Para todo e, r, k € N, existe M € N tal que
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Para demonstrar 4 em PA ou, melhor dizendo, em SF, come¢amos demon-
strando uma versao do Teorema para grafos de duas cores para, posteriormente,

generalizar os resultados obtidos.

Proposicao 5 (Ramsey para grafos com duas cores). Para todo r, s € N,
existe M € N tal que para todo grafo completo de M vértices cujas arestas sao
coloridas de azul ou vermelho, entdao ou existe um subgrafo completo azul com

r vértices ou um subgrafo completo vermelho com s vértices.

Observe que o enunciado da Proposicao 5 remete ao exemplo onde I é o
conjunto dos vértices e P determina se existe ou nao uma aresta ligando dois
elementos distintos de P.

A Proposicao 5 deu partida ao ramo da matematica hoje conhecido por
Teoria de Ramsey e o menor M que satisfaz as condi¢oes de 5 para r e
s dados é chamado de o nimero de Ramsey R(r,s). Podemos ampliar essa
definicao de modo a contemplar uma gama maior de cores usando a notagao
R(ay,as,...,a,) e, se a partigdo pinta e-uplas, e # 2, usando R.(aj, aq, ..., a,).

Nesse contexto, o Teorema 4 pode ser visto como um caso particular do

lema abaixo:
Lema 6. Para todo e, r € N, existe o numero de Ramsey R.(ay,...,a,).

Demonstraremos, portanto, o Lema 6. A demonstragao se desenvolve em
trés lemas e comega com a demonstragao da Proposicao 5.

Para tal, vamos utilizar a indugdo em r + s. Pela definicdo, temos
que R(n,1) = R(1,n) = 1. Admita, pela hipétese de indugao, que existam
R(r—1,s) e R(t,s — 1).

Lema 7. R(r,s) < R(r —1,s) + R(r,s — 1).

Prova do Lema: Considere o grafo completo G com R(r —1,s)+ R(r,s —1)
vértices. Tome um vértice v € GG e considere dois subgrafos M e N onde um
vértice w esta em M se, e s6 se, (v, w) é azul e, caso contrario, pertence a N.

Agora segue, pelo principio da casa do pombo, que card(M) > R(r—1, s)
ou card(N) > R(r,s—1). Sem perda de generalidade, digamos que card(M) >
R(r—1,s). Entao ou M admite um subconjunto homogéneo V' vermelho com s
elementos ou M admite um subconjunto homogéneo azul com r — 1 elementos
e, portanto, M U v tem um subconjunto homogéneo A de r elementos. Como
M C G, esta demonstrado. O

Seguimos aumentando indutivamente o tamanho das e-uplas.

Lema 8. Re(al,ag) S Re_l(Re(al — 1,(12), Re<a1,a2 — 1)) -+ 1
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O Lema 8 é uma generalizacao do Lema 7 e demonstracao que segue

apenas generaliza a demonstracao apresentada para o Lema 7.

Prova do Lema: Os casos em que e = 1 sao triviais e sabemos que
R.(n,1) = R.(1,n) = 1. Suponha, por indugao, que exista R,(z,y) para todo
a < e e R.(b,by) para todo by < a; e by < ay tais que by + by < a; + as.
Seja M um conjunto tal que card(M) é maior que o lado direito do Lema 8
e considere a particao P : [M]* — 2. Tome x € M e considere a partigao
P, : [M — {z}]*"! — 2 definida por P.(y1,.. ,Ye1) = P(T,y1,- - Ye_1)-
Existe, por hipotese, um conjunto H C M — {x} homogéneo para P,. Sem
perda de generalidade, suponha H homogéneo de cor 0 para P, e, portanto,
card(H) > R.(a; — 1, as). Segue que ou H tem um conjunto P-homogéneo de
cor 1 com ay elementos ou H U {z} tem um conjunto P-homogéneo de cor 0

com a; elementos. O

O Lema que segue nos permite aumentar indutivamente o ntimero de

cores, concluindo o argumento.

Lema 9. R.(ay,aq,...,a,) < Re(ay, Re(as, ..., a,))

Prova do Lema: A desigualdade se resume a uma igualdade no caso em
que 7 = 2. Por indugao suponha que, dados e e r, exista R.(by,...,b,_1) para
qualquer by, ..., b._;. Seja M um conjunto tal que card(M) é maior que o lado
direito do Lema 9 e considere uma parti¢ao P : [M]® — r. Defina @ : [M]° — 2
da seguinte maneira:
Q) = { 0 se P(x)=0
1 se P(z) #0
M admite, portanto, um subconjunto H que ou é ()-homogéneo de
cor 0 com a; elementos e vale o Lema ou H é Q-homogéneo de cor 1 com
R.(ay,...,a,) elementos. No segundo caso, pela hipotese de indugdo, existe,
para algum k£ < r, um conjunto N C H, P-homogéneo de cor i = k + 1, com

card(N) = a;, o que conclui a demonstragao. O

Agora, embora o Teorema de Ramsey afirme que, dados e, r e k,
existe tal M, ele nao nos d&4 muitos subsidios para determinar explicitamente
R.(ay,...,a,). Ao passo de que um pouco da combinatoria presente na propria
demonstracao do teorema nos dé cotas superiores para determinados ntmeros
de Ramsey, o trabalho de Paul Erdés em (9) nos dé cotas inferiores para valores
de R(r,s).

Um exemplo trivial é o caso R(3,3) onde, para demonstrar que R(3,3) <
6 podemos considerar um grafo completo de seis vértices, com arestas pintadas

de azul ou vermelho. Tome um vértice v qualquer deste grafo. Como v tem
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cinco vizinhos, o principio da casa do pombo garante que existem pelo menos
trés arestas saindo de v compartilhando uma mesma cor. Suponha, sem perda
de generalidade, que as arestas (ag,v), (a1,v) e (ag,v) s@o azuis. Segue que
ou o conjunto {ag,as,as} é homogéneo vermelho ou, para algum i,j < 3 a
aresta (a;, a;) é azul e o conjunto {a;,a;, v} é homogéneo azul. Concluimos que
R(3,3) = 6 mostrando que o grafo {ag,a,as,as,as} onde a aresta (a;,a;) é
azul se i — j = +1 (mod 5) e vermelha caso contrario ndo contém triangulos

monocromaticos. O

Seguimos apresentando uma notagao apropriada para as diferentes versoes do

Teorema de Ramsey que serao tratadas nos capitulos seguintes.

Definicao 10. Seja f : N — N, H um conjunto finito. H C N é f-relativamente
grande se card(H) > f(min H).

Definigao 11. Dados e, r, k e M, usamos a notagao M —— (k)¢ quando para
toda particdo P : [M]¢® — r existe um H C M, f-relativamente grande e

homogéneo para P, card(H) > k, f(z) = x.

Defini¢ao 12. Dados e, , k e M, usamos a notagdo M —5 (k)¢ quando para
toda particdo P : [M]® — r existe um H C M, f-relativamente grande e
homogéneo para P, card(H) >k, f(x) = (e+ 1) - 2°7.

Afirmagao A (Ramsey, versao Paris-Harrington) Dados os nimeros naturais

e

e, r ek, existe um natural M tal que M — (k)S.

Afirmagao B (Ramsey, versao Bovykin) Dados os nimeros naturais e, r e k,

existe um natural M tal que M — (k).
Demonstraremos nesse capitulo que as Afirmacgoes A e B sao teoremas

em ZF e, nos capitulos 3 e 4, demonstraremos os dois s enunciados abaixo:

Teorema A A Afirmacao A nao é demonstrdvel em PA.
Teorema B A Afirmacao B nao é demonstrdvel em PA.

A importéancia histérica do Teorema A, provado em 1977, se deve ao
fato de que esse foi o primeiro exemplo matematicamente natural de uma frase

indecidivel em Aritmética de Peano.
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3.2
O Teorema de Ramsey infinito

Teorema 13 (Ramsey, versao infinita). w — (w)& para todo e, r € w.

Para demonstrar o Teorema 13 vamos comegar provando que w —
(w)%, onde P pinta a aresta (x,y) de vermelho se P(z,y) = 0, ou azul, se
P(z,y) = 1. Nossa estratégia consistird em tentar construir um conjunto
infinito monocromaético vermelho e se, em algum momento do processo abaixo,

nao for possivel continuar construiremos um conjunto monocromatico azul.

Lema 14. w — (w)3

Prova do Lema: Considere um numero natural ag que tenha infinitos
vizinhos vermelhos em w, isto é, tal que se A; = {x € w : P(ag,x) = 0},
entao cardA; = w. Considere agora um elemento a; de A; que tenha infinitos
vizinhos vermelhos em A;. Seja Ay = {z € A;|P (a1, z) = 0}. Repita o processo,
construindo, em cada passo, um conjunto A,.; = {z € A,|P(a,,z) = 0},
contendo infinitos vizinhos vermelhos do elemento a,, contido em A,. Se
este processo nunca falhar, o conjunto A = {ag,ay,as,as,...} serd infinito
monocromatico vermelho.

Se o processo falha no passo n (i.e. se nao existir a, com infinitos vizinhos
vermelhos em A,,), podemos afirmar que todo elemento de A,, tem infinitos
vizinhos azuis em A, e, tomando um elemento by qualquer de A,,, definimos
By, = {zx € A,|P(by,z) = 1}, o conjunto de vizinhos azuis de by. Seguimos
selecionando elementos b, e construindo conjuntos By = {x € By|P(by, ) =
1}.

Observe que o processo nao tem como falhar dessa vez, uma vez que a falha
implicaria na existéncia, para algum k, de elementos de Bj; com infinitos
vizinhos vermelhos e, como B, C A, teriamos uma contradi¢ao. Assim, o

conjunto {bg, b1, bs, b3, ...} & infinito monocromético azul. O
Lema 15. Vr € w,w — (w)?

Prova do Lema: Dados P : [w]* > rei€{0,1,...,r — 1}, langamos mao
de particoes P;, definidas da seguinte maneira:
Piz) = 0 se P(x):@:
1 se P(x) #1i
A idéia agora é, usando as partigoes F;, tentar exibir um conjunto
monocromatico infinito na cor i e se falhamos, por pelo Lema 14, podemos
afirmar que existe um conjunto infinito monocromatico para FP; na cor 1.

Comegamos o processo procurando construir um conjunto monocromatico de
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cor 0 para a particgdio Py : [w]> — 2. Se ndo existir um conjunto infinito
monocromatico de cor 0, entao existe um conjunto infinito monocromatico A;
de cor 1 e podemos considerar a parti¢io P, : [A;]> — 2 e assim prosseguindo,
em cada passo tentando obter um conjunto monocromatico de cor 0 para a
particao P, : [A;]> — 2 e, caso nao seja possivel, construindo o conjunto
A;yq infinito de cor 1. Seguindo esse processo ou encontramos, no passo ¢,
um conjunto infinito monocroméatico H de cor 0 para a particao P; e segue que
H ¢é monocromatico de cor ¢ para a particao P ou nao conseguimos encontrar
um H monocromatico de cor 0 para a particao P;, para i < n e segue que A,

¢ monocromético de cor n — 1 para a particao P. O
Seguimos provando o Teorema 13.

Prova do Teorema: Dada a particao P : [w]® — r, definimos, para cada
r € w, partigoes P, : [w]*"! — r tais que P.(y) = P(y,r) para todo
y € o~ {z} .

Ainda no espirito das demonstragoes anteriores, vamos tentar construir
uma seqiiéncia infinita de conjuntos X, sempre procurando por um elemento
a;; de Xy que admita a construgdo de um conjunto X,y C X, \ {a;;}
infinito homogéneo de cor ¢ para a partigao F,,;. Se existir um a;; satisfatorio,
passamos a procurar em X,,; o elemento a1y, tal que exista o conjunto
Xop2 C Xop1 N {aij41)} infinito homogéneo de cor 7 para a particao Poiiny-
Se nao existir um a;; satisfatorio, procuraremos no conjunto X, por um a1
tal que exista um conjunto X,11 C X, \ {a@41)0} infinito homogéneo de cor
1+ 1 para Pa(i+1)0'

Cada vez que nao for possivel construir um Xg,;, passamos para a
cor seguinte e se, em algum momento desse processo, conseguimos construir
o conjunto infinito {a;o, a;1, a2, ...}, podemos afirmar que esse conjunto é
homogéneo de cor ¢ para a particao P. Se chegamos & cor n — 1, é porque o
processo falhou seguidas vezes e, portanto, nao existem conjuntos homogéneos
nas cores 0,1,2,...,n — 2 para X,. Isso nos permite construir o conjunto
{@(n-1)0, A(n-1)1; A(n-1)2, - - -}, que ¢ infinito homogéneo de cor n — 1 para P.
(Il

3.3
As versdes de Bovykin e Paris-Harrington para o Teorema de Ramsey

Para demonstrar o Teorema de Ramsey e as afirmagoes A e B em ZF

vamos, antes, enunciar e demonstrar o Lema de Konig.

Definigao 16. Uma drvore é uma ordem parcial, (7', <), tal que para cada

y €T, {x:2 <y} ébem ordenado por <.
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Definicao 17. O a-ésimo nivel de T ¢ {y : {z : © < y} tem tipo a}.

Definicao 18. A altura de T é o primeiro « tal que o a-ésimo nivel de T' é

vazio.
Definicao 19. 7" é uma sub-drvore de T se, e somente se, vale que 17" C T.

Lema 20 (Konig). Se T' é uma drvore de altura w e cada nivel de T' é finito,

entao existe um caminho através de T'.

Prova do Lema: Tome xy no nivel 0 de T" tal que a sub-arvore Ty = {y €
T :y > zo} ¢ infinita. Isso é possivel uma vez que T' ¢é infinita e o nivel 0 é
finito. Agora, indutivamente, tome z,, (n € w) no nivel n de T tal que para
cada n, x,41 > x,, a sub-arvore T,,,; = {y € T : y > x,,1} € infinita. Segue

da inducao que {z, : n € w} é um caminho através de T O

Usaremos o lema de Konig para, usando o Teorema de Ramsey infinito,
demonstrar nao s6 o Teorema de Ramsey, mas também as versoes de Bovykin e
Paris-Harrington. E conveniente citar, no entanto, que tanto o Lema de Kénig
quanto o Teorema de Ramsey infinito nao sao enunciaveis em PA, pois tratam

de objetos infinitos em seu enunciado.

Prova do Teorema: Para provar o Teorema 4, fixamos e, r e k e supomos, por
absurdo, que nao exista um M do modo desejado. Dizemos que P é um contra-
exemplo para M se P é uma partigao de [M]¢ em r pedagos sem um conjunto
homogéneo de tamanho pelo menos k. O conjunto desses contra exemplos pode
ser visto como uma arvore 7' infinita, com niveis finitos. Assim, se P e P’ sao,
respectivamente, contra-exemplos para M e M’, colocamos P abaixo de P’ em
nossa arvore somente se M < M’ e P ¢é arestricao de P" a [M]°. Pelo Lema 20,

¢ — r tal que para

existe um caminho através de 7', ou seja, existe uma P : [w]
todo M, a restricao de P a [M]° é um contra-exemplo para M. Pelo Teorema
13, existe um conjunto H C w homogéneo infinito para P. Se tomamos M
grande o bastante (em comparagdo com k) segue que H N M é um conjunto

homogéneo para Pz de tamanho pelo menos k. a

Seguimos demonstrando, para escolhas apropriadas de f, as afirmacoes
A e B.

Prova da Afirmacgao: De maneira analoga a prova do Teorema 4, fixamos e,
r e k e supomos que nao exista um M do modo desejado, construindo assim
a arvore 1" de contra-exemplos, dessa vez acrescentando a condigao de que P
¢ um contra-exemplo para M se P é uma parti¢do de [M]° em r pedagos sem
um conjunto homogéneo f-relativamente grande de tamanho pelo menos k.

Usamos novamente o Lema 20 e o Teorema 13, dessa vez para afirmar que,
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se escolhemos M grande o bastante (agora em comparagao com k e min H),
vemos que H N M é um conjunto homogéneo f-relativamente grande para

P|iae de tamanho pelo menos k. O


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0510534/CA




