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4
Difeomorfismos estaveis sao Morse-Smale

A demonstracao de que todo difeomorfismo estéavel do circulo é Morse-
Smale serda dada via contra-positiva. Isto é, queremos mostrar que se um
difeomorfismo nao é Morse-Smale entao ele nao pode ser estavel. Existem
duas possibilidades para um difeomorfismo do circulo nao ser Morse-Smale.
A primeira é ter nimero de rotagao irracional. A segunda, possuir um ponto
fixo (ou periédico) nao-hiperbdlico. O Closing Lemma (provado a seguir) nos
garante que toda funcao com ntimero de rotagao irracional nao pode ser estavel,
portanto restara avaliar os casos em que o difeomorfismo f possui um ponto
nao-hiperbdélico.

Vale observar que este problema poderia ser tratado com menos esforgos
se utilizarmos ferramentas mais sofisticadas como o teorema de Thom, trans-
versalidade ou o teorema de Weierstrass sobre aproximagoes polinomiais adap-
tado as aplicagoes do circulo. No entanto um dos objetivos neste trabalho
¢ apresentar as demonstracoes da forma mais acessivel possivel, e portanto
evitaremos o uso de ferramentas que fogem do dominio das matérias mais
elementares.

O principal artificio utilizado neste capitulo é a construcao de uma
perturbacao de f (que ndo é Morse-Smale) de forma a criar uma fungao
que nao é topologicamente conjugada a f, porém é tao proxima de f quanto
se queira (na métrica C'!). Para construirmos tais perturbagoes utilizaremos
uma funcao auxiliar denominada “bump function”, que possibilita alterar uma
funcao apenas numa vizinhanca de um ponto e ainda manter a suavidade da
fungao (isto é, se f é C'", a perturbagao de f serd C'"). Podemos fazer ainda
com que esta perturbacao seja localmente uma pequena translacgao. Isto é, para
algum intervalo I, a funcao perturbada restrita a I serd da forma f + €, onde
€ é uma constante positiva. A seguir veremos passo a passo como fazer isto.

Consideremos a funcao B : R — R dada por:

exp(—1/x) sex >0

B(x) =
(z) 0 sex <0

Observe que B'(0) = 0, e B™(0) = 0 (o que pode ser verificado
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facilmente por indugdo). Portanto B é uma funcao de classe C*°. Essa é
uma propriedade muito 1util, j4 que a soma de funcoes C'" é também C'", e
portanto podemos usar a bump function para perturbar as fungoes sem nos
preocuparmos com a perda de suavidade. Observe também que B ¢ uma func¢ao
limitada: 0 < B(z) < 1 para todo x € R.

Dado um intervalo (a,b), considere a fungao C' : R — R dada por:
C(z) = B(x—a) B(b—x). Esta fungao é claramente C'* e tal que C(z) =0 se
r<a oux>bel<CC(x)<1paraz € (a,b). Seu grafico estd ilustrado na
figura 4.2, onde foi considerado a = 0 e b = 1. Esta funcao esta bem préxima
do que queremos. Ela permite alterar localmente qualquer fungao sem perder
suavidade. Mas para criar uma pequena translagao local é preciso alguns passos
a mais.

Seja D : R — R, definida como:

e

Dia) = [ C(t) at

Sendo assim, D(z) = 0 para x < a e D(z) =1 para = > b (veja
figura 4.3). Repare que o denominador é uma constante, e portanto a fungao
ao ser derivada resulta nesta constante multiplicada por C(x). Isso nos mostra
que D é uma funcio C* tal que D™ (a) = D"(b) = 0 para todo r € N.
Este fato nos permite “emendar” uma funcao com uma fung¢ao constante, como
sera mostrado a seguir.

Dado ¢ > b, considere a fungao ¢ : R — R, dada por:

D(x) sex <b
olr)=<¢ 1 seb<z<c
Dk+b—2x) sex>c

A fungado ¢ (figura 4.4) permite alterar um difeomorfismo f : R — R
apenas no intervalo (a,a+ c) colocando-se f(z) = f(x)+e.¢(x). Em (b, c) a
perturbagao corresponde a uma translacao. Observe que a funcao ¢ tal como
foi definida é uma funcao C'*°.

Se f é um difeomorfismo de S!', entao seu levantamento F é um
difeomorfismo de R. Como F'’(x) é uma fungao periédica de periodo 1, F''(x)
atinge seu valor minimo e méximo em [0, 1]. Sendo assim podemos tomar €
suficientemente pequeno de forma que, se F''(z) > 0 para todo z € R, entao
F.'(x)=F'(z)+e¢'(z) > 0, e portanto F, serd ainda um difeomorfismo de
R ( de forma andloga se F''(z) < 0). Daqui em diante sempre que falarmos em
C''-e-proximidade ficard subentendido que € é suficientemente pequeno para

que a perturbacao seja ainda um difeomorfismo.
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Figura 4.3: D(x) Figura 4.4: ¢(z)

Observacio: Nao definimos bump functions no conjunto S*'. Mas sua
construcao ¢ andloga a construcao de funcoes na reta. Basta considerar um
levantamento F' de f, construir uma bump function no levantamento F' de
forma idéntica em cada intervalo de 7 !([a,b]), e depois voltar para f pela

projecao .

Proposicao 4.1 (Closing Lemma) Dado epsilon > 0 e uma aplicag¢do
f e Dz’ﬁf(Sl), existe um difeomorfismo C"-e-prorimo de f com numero de

rotag¢ao racional (isto é, que possui pelo menos um ponto periddico).

Prova. Se f tem nimero de rotacao racional a proposicao é trivial, ja que
o difeomorfismo a que se refere o enunciado pode ser a prépria f. O caso
interessante é tomando a hipétese do niimero de rotacao irracional.

Neste caso, podemos escolher um ponto recorrente § € S' de f (veja
corolario 1.24). Pela recorréncia de 6, sabemos que O7(6) se acumula em 6
pela direita ou pela esquerda (possivelmente ambos). Vamos supor que ela se
acumule pela esquerda (o outro caso segue de forma semelhante) e tomemos
uma seqiiéncia " (0) — 6_.

Escolhamos um levantamento F' de f de forma a termos F(x) > z para

todo x € R. Isto ¢, o levantamento F' estd estritamente acima da identidade.
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Queremos alterar a nossa func¢ao de forma que a 6rbita de um ponto zy (onde
7(xg) = ) seja uma 6rbita periddica.

Considere a perturbagdo G(x) = F(x) + ¢ dada por uma pequena
translacao do gréfico de F' por um valor positivo e. Ou seja, G, é o levantamento

de uma funcao g. dada pela composicao de f com uma rotacao. Assim, temos:

GE(ZE()) = F([Eo) +€
G2(wo) = F(F(x0) +¢€) +e> F?(z) + e

G3(x0) > F(F?*(xg) +€) + € > F3(zo) + ¢

G?(.To) > Fn<l’0) +€

Pela recorréncia do ponto 6, existe k € N tal que: 0 < 6 — f"(0) < e.
Conseqilientemente, existe um inteiro m tal que 0 < (zg+m) — F™(xy) < €.
Segue entao:

G (xg) > F™ (x9) +€>x0+m

De forma resumida, temos:
G (xg) > o +m > F™(xg) = Gy* (o)

Este nj estd fixo, e a funcdo G. ( e conseqiientemente G'*)  de-
pende continuamente de €. Fazendo ¢ — 0, existe algum 0 < ¢y < ¢ com
GI* (1) = z9 + m. Assim, teremos que G, é o levantamento de uma fungao

gey CT-e-proxima de f com gl (0) = 0.

O Closing-Lemma mostra que apenas transformacoes com nimero de
rotacao racional podem ser estruturalmente estaveis. Logo, toda transformacao
estruturalmente estavel terda que ter pontos fixos ou periédicos. Para con-
cluirmos que estas transformagoes sao de fato Morse-Smale temos que mos-
trar que todo ponto fixo ou periédico é hiperbdlico. Vamos entao considerar a
partir de agora apenas transformagoes f que possuem pelo menos um ponto
fixo ou periddico nao-hiperbdlico e construiremos pertubagoes arbitrariamente
pequenas que nao sao conjugadas a f. Isso é suficiente para concluirmos que a
existéncia de pontos nao-hiperbdlicos impossibilita a estabilidade estrutural, e
portanto apenas os Morse-Smale poderao ser estruturalmente estéveis.

A primeira possibilidade a ser considerada é o caso de f ser localmente
igual a identidade. Isto ¢, existe um intervalo I C S! tal que f(z) =z se
x el
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Proposicao 4.2 Seja f € Diff (S?) tal que f(x) = = para todo z € J =
(a,b). Dado ¢ > 0 existe uma perturbacao f Cl-e-prézima de f, tal que
f(x) #x para todo € J e f(z)=f(x) se z &.J.

Prova. Seja ¢ : S' — S1 uma bump function tal que 0 < ¢(z) < 1 para
reJ, e ¢p(r)=0 se x & J. Seja M tal que |¢'(x)| < M para todo = € S
Podemos assumir que M > 1. Defina f:S! — S! dada por:

o) = fla) + SO0
Logo:
N €.6(x) €
o) - fo) < |<AD) < £ <
) - 1) < <29 <

Se x ¢ J temos ¢(x) =0, e portanto f(z) = f(z).

Sex € J temos ¢(x) >0 e f(x)=x. Logo f(:z:)zx%—%#x

Proposigao 4.3 Seja f € Diﬁj(S Y. Dado € > 0, Eziste uma perturbagio f

C'lee-prézima de f, tal que f ndo possui nenhum intervalo de pontos fizos.

Prova. Se f nao possui intervalos de pontos fixos nada ha para demonstrar.
Observe que na proposicao anterior consideramos um intervalo J C S!' com
f|, = id . Porém essa condigao pode ocorrer em vérios outros intervalos de S*.
Seja M o conjunto de intervalos de pontos fixos nao degenerados mutuamente
disjuntos da aplicacao f. Como podemos associar a cada intervalo de pontos
fixos um racional em seu interior, isso induz uma injecao entre M e Q. Na
pior das hipoteses teremos entao uma quantidade enumeravel de intervalos de
pontos fixos, digamos M = {Iy, I, I3,...}. Queremos alterar nossa aplicagao
original em todos os intervalos de M e obter no final uma aplicacao C'l-e-
préoxima de f. Se alterarmos passo a passo cada intervalo I, usando a C'l-e-
proximidade dada pela proposi¢ao anterior, teremos uma convergencia pontual
para uma funcao a qual nao podemos garantir ser C''. Portanto, usaremos um
artificio adicional para garantir uma convergencia uniforme.

Seja f; uma aplicacao C''-e-préxima & f dada pela proposicao anterior,
onde alteramos apenas no intervalo [;. Seja f, uma aplicagio C'1-(¢/2)-
proxima a f; dada pela proposigao anterior, onde alteramos apenas no intervalo
I, (observe que fy serd ainda C'l-e-préxima & f, pois I; e I, sao disjuntos).

Seja f3 uma fungao C''-(¢/3)-préxima & f, dada pela proposicao anterior, onde
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alteramos apenas no intervalo I3 (observe que fs3 serd ainda C'-e-préxima a
f, pois I, Iy e I3 sdo disjuntos).

Continuamos essa construcao obtendo uma seqiiéncia de aplicacgoes
{f1, f2, f3,....}, de forma que f) corresponde a alteragao C''-(e/k)-préxima
a fr_1 no intervalo I, dada pela proposicao anterior. Observe que para
todo ponto x € S' existe um N € N tal que fi(z) = fri1(z) para
todo k > N. Portanto temos convergéncia pontual: isto é, podemos definir

f(z) = klim fx(x) para todo x € S*. Pela forma como foram definidos os f’s

, tal convergéncia ¢ também uniforme na norma C'!. Sendo assim, f é uma
aplicacao C'! e Cl-e-préxima a f. Claramente, f nao possui intervalos de

pontos fixos.

Assim como foi possivel “destruir” os intervalos de pontos fixos com
pequenas perturbacoes, mostraremos a seguir que para qualquer transformacao
que possui um ponto fixo nao-hiperbdlico podemos “criar” intervalos de pontos
fixos com pequenas perturbagoes. Isso nos mostra o quao flexivel é a estrutura
do conjunto de pontos fixos para transformagoes que possuem pontos fixos

nao-hiperbélicos.

Proposicao 4.4 Dado um ponto fizo p nao-hiperbolico de um difeomorfismo
f e Dzﬁ”i(Sl), podemos perturbar f de forma a termos localmente (numa
vizinhanga de p) a identidade (f(z) = x).

Prova. Considere os intervalos I, = [p—a,p+a] C Iz = [p—,p+ 3]. Defina
uma bump function ¢ : S — St tal que ¢(x) =1 se v €1, e ¢p(x) =0 se
x & I5. Seja M tal que |¢/(z)| < M para todo = € S*. Dado ¢ > 0, considere
o intervalo Is = [p — 0,p + 0] e a funcdo linear L;: Is — I dada por:

Loy = 0P

Defina agora ¢;: Is — S como: ¢s(x) = ¢ o Ls(z).

Esta funcao satisfaz as seguintes propriedades:

2. |gs(z)| < MTﬂ para todo x € Is.
3. Para todo x € L;'(I,) teremos ¢s(z) = 1.
4. ¢s(p—06) =ds(p+6) =0

5 ¢s(p—0)=¢s(p+9)=0
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Agora usaremos ¢s para criar uma perturbacao f de f da seguinte forma:
f(a:) = f(@) +(x — f(x)) ps(x) se z€l;
f(x) se X ¢ [5

Segue das propriedades 4) e 5) que f e f " sdo continuas.
Como f'(p) = 1 e f(p) = p, dado ¢ > 0 podemos escolher §

suficientemente pequeno satisfazendo:
If'(x) =1 <¢€¢/2 e |f(x)—z|<e/2 paratodo z € 5.

Portanto |f(x) — f(z)| = (x — f(z)) ¢s(2) < €/2 para todo = € S'.
Da férmula de Taylor temos que:

(@) = F0) + F )& —p)+r(@) =2+ r(x) onde lim T —g

w—>px—p

Logo,

lim —f@) —r
a—p T —p

0

Escolhendo 0 suficientemente pequeno teremos ainda:

flz) —=

PR <2Mﬂ para todo x € I

Pela propriedade 2), para todo = € I vale:

(x = fz))M.(
)

(& = f(2)) 65 "(2)| < (%)

xr —

<

@—f@»Mﬂ)<g
P -2

Claramente f'(z) = f’(z) para todo x ¢ Ij. Derivando f em I

temos:
fl@) = f'() + (& = f(2)-0s"(x) + (1 = [ (x))ds()
Consequentemente,

(@) = f1(@)] < (2 = f(=) 6" (2)] + (1 = () ¢s(2)] < €

Assim, f é uma aplicacdo Cl-e-préxima a f.

Como ¢s(z) = 1 para todo = € L;'(I,), teremos neste intervalo
f(z) ==
Corolério 4.5 Se f € Diﬂi(Sl) possui um ponto fixo nao-hiperbdlico, entdao

f nao é Ct-estruturalmente estdvel.
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Figura 4.5: Perturbacao localmente igual a identidade numa vizinhanga de um
ponto fixo nao-hiperbdlico.

Prova. Se Fiz(f) tem interior vazio, a proposigdo anterior nos diz que po-
demos obter uma aplicacao arbitrariamente préxima a f e com um intervalo
de pontos fixos. Se Fiz(f) nao tem interior vazio a proposi¢ao 4.3 nos mostra
como perturbarmos a f de forma a obtermos uma aplicacao sem intervalos de
pontos fixos (e portanto seu conjunto de pontos fixos terd interior vazio). Uma
vez que conjugacao topolégica preserva a cardinalidade de Fix(f), vemos que
nao existe € tal que, para toda aplicacao C'!-e-préxima de f temos conjugacao

topoldgica. Isto é, f nao é estruturalmente estavel.

Isso conclui nosso objetivo para o caso em que f possui pontos fixos e
preserva orientacao. Agora queremos generalizar este resultado para o caso
em que nosso difeomorfismo possui pontos peridédicos de periodo qualquer e
preserva orientacao. As demonstracoes sao semelhantes e muito do que ja foi
feito serd aproveitado.

Se p é um ponto periédico de um difeomorfismo f, entdo O(p) é um
conjunto finito. Pela continuidade de f podemos escolher uma vizinhanca
U de p tal que {f*(U)}neo,..no13 sejam mutuamente disjuntos. Assim, se
alterarmos f somente no intervalo f*~*(U) obtendo uma fungao f , teremos
f™(x) = f(f*'(x)) paratodo ponto = € U. Essa serd a idéia central em todas
as demonstracoes, tanto neste capitulo como no capitulo 5, para abordar o caso

de pontos periddicos.

Proposicao 4.6 Dado um ponto periddico p nao-hiperbdlico (de periodo n >
1) de um difeomorfismo f € Diff;(S'), podemos perturbar f de forma a
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termos localmente (numa vizinhan¢a de p) um intervalo de pontos periddicos.

Prova. Seja I um intervalo aberto contendo p tal que I, f(I),..., f*"*(I) sao
mutuamente disjuntos. Seja ¢ uma perturbacio C'! de f" tal que ¢ = f"
fora de I e ¢(r) =z numa vizinhanca de p (dada pela proposicao 4.4).

Seja f definida por:

) flod(z) se xel
fe) = { f(x) se zé&l

Dado € > 0, se ¢ for suficientemente préximo a f™ teremos que f é
C'le-préximo a f.

Para todo ponto x € J temos :

fra) = o) = FrH @)

Mas f*(z) ¢ I paratodo k€ {-n+1,—n+2,..,—1}, logo

Frt @) = PN @) =

Portanto J é um intervalo de pontos periddicos de f .

Proposicao 4.7 Se f € Diﬂi(Sl) possui um intervalo de pontos periodicos,
entdo para todo € > 0 existe uma aplicacao Cl-e-prézima a f sem intervalos

de pontos periodicos.

Prova. Suponha que f tenha um intervalo nao degenerado [a,b] de pontos
periddicos de periodo n > 1. Vamos supor que f([a,b]) N [a,b] = 0. Caso
contrario ou ¢ = f(a) € [a,b] ou d = f(b) € [a,b]. Conforme for o caso tome
la,c — €] ou [d+€,b] com um e arbitrariamente pequeno
tos. Como visto anteriormente, podemos acrescentar uma bump function no
intervalo [a, b] de forma a obtermos uma nova fungao f; que seja um difeomor-
fismo C'l-e-préximo de f. Afirmamos agora que em (a,b) nao existe nenhum
ponto periédico para fi. De fato, dado x € (a,b) temos fi(x) > f(z). Observe
que fora de (a,b) temos f; = f. Portanto f*(z) = f" *(fi(z)) = f1(fi(z ))
para todo z € [a,b]. Como f; > f em (a,b), segue que f~'(fi(z)) #
(caso contrario, aplicando f dos dois lados terfamos fi(x) = f(z)). Portanto
fi(x) # x para todo z € (a,b).

Agora afirmamos que todo intervalo fechado de pontos periédicos de
f1, digamos I, é tal que f(I) NI = (. De fato, caso contrério terfamos
fEYI) N fRI) # 0 para todo k € {0,..,n — 1}. Logo, o conjunto
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n—1
J = U fF(I) seria um intervalo fechado invariante por f. Mas.J # S',
k=0

pois todo ponto de J ¢é periddico e em (a,b) nao existem pontos periddicos.
Portanto J é um intervalo préprio de S!' e consequentemente deve existir

algum ponto fixo de f em J, absurdo.

Assim, podemos repetir a demonstracao para outros intervalos de pontos
fixos de f; sem alterarmos seu tamanho.

Tal como argumentado para o caso de pontos fixos (veja a proposigao
4.3) existe uma quantidade enumeravel de intervalos de pontos periddicos nao
degenerados mutuamente disjuntos. Um argumento idéntico ao feito neste
coroldrio nos permite concluir que existe uma funcao C'l-e-préxima a f sem

intervalos de pontos periédicos.

Observacao: Nesta proposicao nao apenas eliminamos os intervalos de
pontos periédicos como também eliminamos todo ponto periddico em seu inte-
rior. Esse fato serd importante mais adiante (proposi¢ao 5.5), onde queremos
garantir que podemos obter uma perturbagao que possui apenas uma quanti-

dade finita de pontos periédicos nao-hiperbédlicos.

Proposicao 4.8 Se f € Diff,(S') ¢é um difeomorfismo estruturalmente

estavel entao f € um difeomorfismo Morse-Smale.

Prova. Pelo Closing Lemma, f tem que ser conjugado a uma aplicacao com
niumero de rotacao racional. Portanto f possui pontos peridédicos. Suponha
que f possua algum ponto periédico nao-hiperbédlico. Se Per(f) tem interior
nao vazio, entao a proposicao anterior nos diz que arbitrariamente proximo
de f existem aplicacoes cujo conjunto de pontos peridédicos tem interior vazio.
Se Per(f) tem interior vazio, a proposi¢ao 4.6 nos diz que arbitrariamente
proximo de f existem aplicacoes com conjunto de pontos periddicos com
interior nao vazio. Qualquer que seja o caso chegamos num absurdo, pois
conjugagao topoldgica preserva a estrutura topolégica do conjunto Per(f).
Portanto todo ponto periédico de f é hiperbdlico. Como pontos hiperbdlicos
sao isolados e S! é compacto, concluimos que existe apenas uma quantidade
finita (e positiva) de pontos periddicos. Em suma, f é um difeomorfismo

Morse-Smale.
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