PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0410741/CA

6 Métodos de solugao

6.1 Introducgao

Existem varios métodos de solug¢do de equagdes ndo-lineares, cada qual com
uma justificativa racional. Ao contrario dos métodos de solucdo de sistemas
lineares, estes métodos ndo garantem, em geral, a convergéncia para o resultado
correto de qualquer problema. O analista deve ser capaz, baseado na sua
experiéncia, de escolher o método mais adequado para o problema em questdo.
Além disso, mesmo apos escolhido o método, alguma dificuldade aparece na
determinag@o de parametros do tipo tolerancias, incrementos de carga e niimero
maximo de iteragdes.

Este capitulo apresenta a técnica de solugdo para sistemas de equagdes
algébricas ndo-lineares obtidas apos a integracdo das equacdes de equilibrio do
sistema discreto. O capitulo comeca com uma revisdo dos procedimentos

existentes que podem ser usados para obter uma solucdo adequada.

6.2 Revisao de procedimentos de solugao

A dificuldade na andlise ndo-linear € que a rigidez e forcas internas, as quais
tém que ser levadas em conta para o procedimento de solugdo, sdo dependentes
dos deslocamentos. Véarios procedimentos tém sido desenvolvidos com diferentes
maneiras de tratar esta dependéncia, mas isto ¢ freqiientemente dificil de realizar,
essencialmente para problemas de severas ndo linearidades e condi¢des locais de
carregamento e descarregamento. Se o fendmeno fundamental presente no
comportamento da estrutura pode ser capturado pelo procedimento de solugéo,
aproximacgdes e simplificagdes podem ser introduzidas de forma a melhorar a

eficiéncia do procedimento da andlise. No entanto a eficiéncia ¢ freqiientemente
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sacrificada para alcangar estabilidade no processo de solugdo. Conseqiientemente
muitas alternativas t€m sido exploradas ¢ n3o é a intengdo revisar todos os
procedimentos de solugdo neste trabalho. Primeiramente ¢ revisado neste capitulo
o procedimento incremental iterativo para andlises estdticas de estruturas nao-
lineares. Isto define a formulagdo basica para procedimentos de solugdo. O

procedimento de Newton Raphson é o procedimento cléssico.

6.3 Processo iterativo para solugao do sistema de equagoes de

equilibrio nao lineares: método Newton-Raphson

Lembrando que a aplicacdo do carregamento na estrutura ¢ feita mediante
incrementos em intervalos de tempo Az, e assumindo que as condi¢des de
equilibrio em um instante t ja sejam conhecidas, o processo iterativo ¢ usado para
se determinar as condi¢des de equilibrio no instante ¢+ Az. Doravante,
sobrescritos colocados a esquerda de matrizes e vetores indicam o instante em que
foram avaliados.

O processo ¢ aplicado no nivel da estrutura, portanto apds o espalhamento
das matrizes de rigidez e massa, bem como dos vetores de for¢a.

Conhecido o vetor de forgas externas “*“F no instante ¢+ Az, utiliza-se a

equagdo K. =F para, de forma aproximada, determinar o incremento AR do

vetor de forgas internas ‘R, necessario a manutencdo do equilibrio em 7 + Az .

AR='K Au (6.1)

Com respeito a equacdo (6.1), cabe esclarecer que a matriz de rigidez
tangente ‘K, (matriz de rigidez resultante do acoplamento da matriz de rigidez do

tudo e solo) ¢ fun¢do ndo so6 das propriedades fisicas do material que constitui o
corpo, mas também do nivel de carregamento da estrutura, necessitando ser
atualizada permanentemente. O subscrito indica que a atualizacdo foi feita no

instante 7. Na pratica:

IKT =K; ('R) (6.2)
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O vetor de deslocamentos incrementais A% corresponde aos deslocamentos
experimentados pelos pontos materiais do corpo ao passar de uma configuragao de
equilibrio no instante ¢ para outra no instante ¢+ Az. Portanto, o deslocamento

total ¢ dado por:

t+At

u="u+ Au (6.3)

Analogamente, o vetor ““R correspondente a nova configuragio de

equilibrio ¢ dado por:
t+AfR:tR + AR (6.4)

Substituindo (6.1) em (6.4), vem:

'K, Au="""R—'R (6.5)

O método pretende fazer com que:

I+AtF_I+AtR N 0 (6_6)

Assumindo a condicdo limite, é possivel substituir ““R por ““F na
9

equacdo (6.5), tal que:
'K, Au=""F-'R=27 (6.7)

Na equagdo (6.7), Z ¢ um vetor de desequilibrio de forcas, ou seja, que
representa um residuo. O objetivo do método é fazer com que este vetor tenda a
Zero.

Em uma unica iteragdo, seria resolvida a equagdo (6.7) em Au . Em seguida,
o vetor de deslocamentos seria atualizado com uso de (6.3). E, antes de se

prosseguir para o préximo passo de carregamento, seria atualizado o vetor de


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0410741/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0410741/CA

113

forcas internas com uso de (6.1) e (6.4), e a matriz de rigidez tangente com uso de
(6.2).

Entretanto, uma unica iteracdo geralmente ndo basta para fazer o vetor Z de
desequilibrio de forcas aproximar-se de zero o suficiente a fim de garantir a
convergéncia entre o vetor /' de forcas externas e o vetor R de forgas internas.
Através de sucessivas iteracdes, € possivel fazer Z tender a zero dentro de um
limite de tolerancia aceitavel. Sob este enfoque, segue-se o fluxo a seguir até a

convergéncia:

e Ja tendo sido atualizados, na iteracdo anterior, tanto os vetores de
deslocamento e de forcas internas, quanto a matriz de rigidez

tangente, a k-ésima itera¢do inicia com o célculo de novo vetor de

deslocamentos incrementais Au‘® :

(A1 pr(k=1) A (k) _t+A = 1+A (k=)
K, "Aut=""F-""R; (6.8)

Na primeira iteracdo, quando k = 1:

’+AtK](~k71):t+AtK;) :tKT (6.9)

1A (k=) A pO i (6.10)

Nas equagdes (6.9) e (6.10), respectivamente, ‘K, e ‘R resultaram

da convergéncia no passo de carregamento anterior.

e Em seguida, com o novo vetor de deslocamentos incrementais

calculado, ¢é feita a atualizacdo do vetor de deslocamentos:

1A (R) _t+8r (K1) A () 6.11)

Na primeira iteracdo, quando k = 1:

A (0t (6.12)
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Em (6.12), ‘u resultou da convergéncia no passo de carregamento

anterior.
e Em seguida, ¢ atualizado o vetor de forcas internas:

AR(k):HAtKZ(_k—I)Au(k) (6.13)

1AL (k) A p (k1) A p (k) (6.14)

e Em seguida, ¢ atualizada a matriz de rigidez tangente com uso de
(6.2). No Método Newton-Raphson modificado a matriz de rigidez
tangente s6 ¢ atualizada ao final do passo de carregamento,
preparando-a para o passo seguinte (durante o processo iterativo

permanece inalterada).

e Em seguida, é verificada a convergéncia. Bathe propde trés critérios
possiveis para a verificagdo, concomitantes, ou nao, baseados em

normas de deslocamento, for¢a e energia, respectivamente:

Jau]
T(k)” <& (6.15)
t+AzF_t+AtR(k)H <

SER| Sk (6.16)

Au(k)T (HA[F_HAtR(k—l))
Au(l)r (H—AtF_tR)

<& (6.17)

A norma de um vetor r, aqui definida, ¢ dada por:
| =~r"r (6.18)

Nas expressoes (6.15) a (6.17), os escalares &, &, e &, s@o as tolerancias

em termos de deslocamento, for¢a e energia, respectivamente.
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Caso a convergéncia ndo tenha sido alcancada, ou seja, caso algum dos
critérios, escolhidos dentre (6.15) a (6.17), ndo se verifique, 0 processo se repete
desde o primeiro passo do fluxo.

No caso da andlise dindmica, a equagdo (6.8) ¢ acrescida das parcelas

correspondentes as forcas de inércia e ao amortecimento.
P k) 105 (R) | A k) 1 () e K;k—l) Ay 0+ 1+ k) (6.19)

Cabe adiantar que, neste caso, a diferenca entre o vetor de forgas externas
““MF e a tiltima atualizagdo disponivel para o vetor de forcas internas “““R"*™",
que aparece no membro direito da equagdo (6.18), sdo somadas a parcelas
originadas pelo desmembramento dos termos de inércia e amortecimento que
aparecem no membro esquerdo, dando origem a um vetor de residuos efetivo. O

processo iterativo deve controlar e reduzir este vetor até o alcance da

convergéncia.

6.4 Solucgao do sistema de equagées de equilibrio no dominio do

tempo

E usual resolver o sistema de equagdes acopladas no dominio do tempo.
Neste sentido, sdo inimeros os algoritmos propostos. A idéia basica € a integragio
numérica das equagdes em sucessivos intervalos de tempo A¢, descrevendo uma
série historica para cada grau de liberdade. Por tanto, a solucdo ¢ conhecida
apenas em instantes discretos de tempo, defasados de A+

O processo de discretizagdo no tempo da equacdo (3.88) consiste em

substituir os vetores de deslocamentos u(z), velocidades u(¢) e aceleragdes

1i(1) pelas suas respectivas aproximagdes ‘d,'v e ‘a.

M'a+C'v+K'd = F(¢) (6.20)
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6.4.1 Algoritmos de integragao

Sem duvida, o algoritmo de Newmark ¢ o mais popular. Hughes apresenta

as equagdes que o definem:

2
’*A’d=’a’+At’v+%[(1—2ﬂ)’a+2ﬂ”“a] (6.21a)

AL LAY [(1_7/)ra +}/I+Ata] (6.21b)

Cada par de parametros f e y define um tipo de algoritmo diferente, com
propriedades totalmente distintas. As equacdes (6.21) s@o utilizadas em conjunto
com a equagdo (6.20) em uma seqiiéncia de calculo que comega a partir dos

valores iniciais

6.4.2 Algoritmos de Newmark incondicionalmente estaveis

Sdo aqueles cuja estabilidade ¢ assegurada pela relagdo entre os pardmetros
S e y, independente do intervalo de tempo de integragdo numérica. Algoritmos

desta natureza obedecem a relacdo:

(6.22)

N |~

Algoritmos de Newmark condicionalmente estaveis Sdo aqueles cuja
estabilidade depende da escolha criteriosa do intervalo de tempo A¢. Algoritmos

desta natureza apresentam a seguinte relagdo entre os parametros f e y:

B (6.23)

N |~

7>l
25

Neste caso, a escolha de A7 devera obedecer a seguinte condigao:
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1 4 2 1Y
Sul V=5 | F —ﬁ+§n(7—j

Apresenta-se abaixo o algoritmo de solucdo passo a passo relativo ao

método de Newmark.

Calculos iniciais:

(A) Calculo das matrizes de rigidez K, massa M, e amortecimento C
(B) Obtengcdo das condigdes iniciais: “u,%:, i
©) Selecdo do passo de tempo A¢ e dos parametros ff e y
y20.5
£>0.25(0.5+y)*
(D) Célculo das constantes
1 /4 1
RNV "7 () Y
a, =At(1-y) a, = yAt
(E) Calculo da matriz de rigidez efetiva K~ = K +a,M + a,C

(F) Resolver K *'

Para cada passo de tempo:

(G) Calculo do vetor de forca efetivo

q__I+A t ‘- tes t ‘- tes
R*=""R+M(a,’u+a,u+a;ii)+C(a'u+a, u+a;')

(H) Célculo dos deslocamentos
t+Atu — K k-1 R %k

D Célculo das velocidades e aceleragdes
t+At1;l- — aO(H—Atu_tu) _ azti/.l _ a3t7;l'

At - . . Al ++
1+ lu:lu+a6tu+a7t+ lu
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6.4.3 Convergéncia de um algoritmo

O erro global e, (#) produzido pelo algoritmo em um instante t ¢ dado por:

e,(N="y, =y, (6.25)

Segundo Jacob, um algoritmo consistente apresenta um limite maximo para

o erro global e (7).
e, (t+At)=A.e, (t)—Atr, (1) (6.26)

Aplicando a equagdo (6.26) sobre si propria reiteradas vezes a partir do

instante inicial, obtém-se o seguinte resultado:

en (t = tm) = A:’”en (t = 0) - NZA;T}’! (t = tmfifl) (627)
i=0

e,(t+Ar)=4,e,(1) - Atz,(?) (6.28)

Lembrando as condi¢des iniciais, conclui-se que e, (¢ =0) ¢ nulo, portanto,

a equagdo (6.27) recai em:
e,(t=1,)=—AY Az, (=1, ) (6.29)
i=0

Considerando que o algoritmo seja estavel e consistente, Hughes demonstra

que a equagdo (6.29) pode ser reescrita por:
He" (=1, )< t,ct (6.30)

A expressdo (6.30) ¢ uma particularidade do Teorema de Lax, segundo o

qual “as propriedades de estabilidade e consisténcia sdo condigdes necessarias e
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suficientes para a convergéncia de um algoritmo”. A partir dela, fica claro que o

erro global tende a zero na medida em que 4 se torna infinitamente pequeno.
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