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Dependéncia homogénea e heterogénea de cauda

Neste trabalho, usaremos o conceito de dependéncia homogénea de cauda,
introduzido na década de 60, em conjunto com o conceito de dependéncia
heterogénea de cauda, introduzido por Zhang ((26)), que amplia o escopo
de utilizacdo da dependéncia de cauda na andlise de dados. A motivagao
para o estudo desses coeficientes estd no fato de representarem medidas para
dependéncias extremas ou, em outras palavras, medidas de dependéncia nas
caudas de uma distribuicao bivariada. No caso de um par de v.a.’s continuas, os
coeficientes de dependéncia de cauda podem ser expressos somente em fungao
da copula associada.

Na Secao 3.1 estudaremos as dependéncia homogénea e heterogénea de
cauda; as expressoes para os coeficientes de dependéncia heterogénea de cauda
a partir das f.d.a.’s condicionais sdo obtidas. Nas Segoes 3.2 e 3.3 calculamos
os coeficientes de dependéncia de cauda das copulas Gaussiana e t de Student,

respectivamente.

3.1
Dependéncia de cauda

Nas definigoes abaixo, consideramos as v.a.’s X e Y, cujas f.d.a.’s

continuas sao dadas por F'x e Fy, respectivamente.

Definigao 13. (Dependéncia homogénea de cauda: Ayy e App). O
coeficiente de dependéncia de cauda superior-superior, que denotaremos por
Auu, onde a letra U € usada como abreviatura da palavra inglesa upper, €

definido por
My = lim P (Y > Fg) | X > F)((_l)(q)) , (3-1)
q

se Ayu € [0,1] existe. Se Ayu € (0,1], X e Y sao ditas assintoticamente
dependentes na cauda superior. O coeficiente da dependéncia de cauda inferior-

inferior, ALy, onde L refere-se a palavra low, é definido por

M = lim P (Y <FSVY1—¢) | X < F{Y1 - q)> , (3-2)
q


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0410414/CA


PUC-RiIo - Certificacéo Digital N° 0410414/CA

Log-retornos das taxas de juros pré-fixadas. Dependéncia de cauda. 32

se o limite existe. Se ALy, € (0,1] as v.a.’s sao ditas assintoticamente depen-

dentes na cauda inferior.

Como outros conceitos de dependéncia, por exemplo o 7 de Kendall e a
dependéncia quadrantal ((21)), a dependéncia homogénea de cauda foi definida
para quantificar a ocorréncia simultanea de valores grandes (ou pequenos) das
v.a.’s X e Y. Porém, na pratica, eventos com dependéncia de cauda associados
ao vetor aleatdrio (X,Y’) nao ocorrem apenas nas regioes [z, +00) X [y, +00)
(cauda superior-superior) e (—oo, z*] x (—00, y*| (cauda inferior-inferior). Eles
ocorrem também nas regides [z, +00) X (—00,y*] (cauda superior-inferior) e
(—00, 2*] X [y, 4+00) (cauda inferior-superior).

Assim, Zang ((26)) estendeu o conceito de dependéncia de cauda através
da definicao de coeficientes que medem, de modo preciso, a dependéncia
de duas v.a.’s nas caudas superior-inferior e inferior-superior; nesse mesmo
trabalho, Zang denominou dependéncia heterogénea de cauda a dependéncia
nessas regioes.

A dependéncia heterogénea de cauda é caracterizada pelo calculo dos co-
eficientes A\yr, e ALy, definidos abaixo. A dependéncia homogénea de cauda
ocorre sobre a diagonal principal do quadrado [0,1]?, enquanto que a de-
pendéncia heterogénea de cauda é calculada sobre a diagonal secundaria; esses
fatos ficardo mais claros quando da definicao dos coeficientes de dependéncia

de cauda através da cépula associada a (X,Y).

Definicao 14. (Dependéncia heterogénea de cauda: \yi e Apy). O

coeficiente da dependéncia de cauda superior-inferior € definido por
Mo =l P(Y < F7V(1-g) | X > BV (), (3-3)

se este limite existe. Finalmente, o coeficiente da dependéncia de cauda

inferior-superior € definido por
M =l P(Y > FEq) | X < FYV (1= q)), (3-4)

se este limite existe.

Definicao 15. A medida de dependéncia de cauda total do vetor aleatério Z

A~ ALu  Auu ’
AL Aur

supondo que esses limites existem.

€ dada pela matriz

Se supomos F'y e Fy continuas temos a unicidade da cépula C' associada
a (X,Y), o que nos permite obter uma expressao para os coeficientes acima

somente em fungao de C"
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Teorema 12. Se Fx e Fy sdo continuas e os limites (3-1), (3-2), (3-3) e (3-4)

existem entao

A (1 —lim, y 4222 2 —lim, -, —110_(3*‘1))

lim, » S50 ] — lim, o S0

onde C' € a copula associada a (X,Y).
Dem.: Vamos demonstrar o resultado para Ayy :
1 (=1) (-1)
o = lmP (V> R0 | X > P
q

= lmP(R(Y) > q | Fx(X) > q)
P(Fy(Y) > q, Fx(X) > q)

= lim
o1 P (Fx(X) >q)
i Lo P () <) = P(RA(Y) <) +P(Fx(X) < g, Fr(Y) < q)
ot 1-P(Fx(X)<q)
_ o 120+ C(09)
q/'1 1—gq
e o resultado segue. n

Definicao 16. Sejam as v.a.’s X e Y como acima. Se os coeficientes de
dependéncia de cauda sao todos iguais a zero, entdo dizemos X e Y sdo

assintoticamente independentes.

O resultado abaixo serd 1util para simplificar os cédlculos para a ob-
tencao dos coeficientes de dependéncia de cauda das distribui¢oes normal e

t simétricas.

Corolario 2. Se C = C entio vy = Anp. Se C € uma copula simétrica entdo

/\LU = )\UL~

Dem.: De fato, a cépula de sobrevivéncia é dada por a(u, v) =u+v—
1+C(1 —wu,1—v). [ |
O Teorema 12 nos dé a expressdao dos coeficientes de dependéncia de
cauda em fungao da cépula C| que sabemos ser invariante por transformacoes

estritamente crescentes q.c. das v.a.’s envolvidas; assim, segue o

Corolario 3. Os coeficientes de dependéncia de cauda sdo invariantes por

transformagoes estritamente crescentes (quase-certamente) de X e Y.

Apés enunciar o proximo Teorema, ficara clara a importancia do Co-

rolario 3 no célculo dos coeficientes de dependéncia de cauda.
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Exemplo 12. (Coeficientes de dependéncia de cauda da cdépula
FGM). Do Teorema 12 é simples ver que todos os coeficientes de dependéncia
de cauda sdo iguais a zero. Por exemplo, como a copula FGM € simétrica,

entao )\UL = /\LU €

q(1—q) +0¢*(1 — q)*

AuL = A = 1—-1i
UL LU QI{I% 1—g¢
= 1-1i +0q(1 —
lim(q +6¢(1 — q))
= 0.

Exemplo 13. (Coeficientes de dependéncia de cauda da cépula
AMH). Do Teorema 12 é simples ver que todos os coeficientes de dependéncia
de cauda sdo iguais a zero. Por exemplo, como a copula AMH € simétrica,

entao \yr, = ALy e

/\UL :)\LU = 1-—1lim

Exemplo 14. (Coeficientes de dependéncia de cauda da cépula M).
Do Teorema 12 € imediato que \yy = A\, =1 ¢ Ay = Ay = 0. |

Os resultados apresentados nos exemplos acima sao esperados: as copulas
FGM e AM H sao empregadas para modelar distribuicoes entre as quais exista
pequena dependéncia entre as v.a.’s envolvidas e a copula M esta associada as

v.a.’s relacionadas por uma fungao estritamente crescente quase-certamente.

Exemplo 15. (Coeficientes de dependéncia de cauda da cépula 1I).

Os coeficientes de dependéncia de cauda de Il sao todos iguais a zero.

Como esperado, todas as distribuigoes as quais esta associada a cépula
IT sao assintoticamente independentes.

O Teorema 12 é usado no céalculo dos coeficientes de dependéncia de
cauda quando dispomos de uma expressao “fechada”para a cépula C associada
a (X,Y), o que nem sempre ocorre, como no caso das copulas Gaussiana e t.

Como demonstrado em (18), os coeficientes de dependéncia homogénea
de cauda podem ser expressos a partir das f.d.a.’s condicionais de X e Y :

Ay =2— lim PY <z |X=2)— lim P(X<z|Y =ux) (3-5)

x——+00 xr——+00
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)\LL:IEmOOP(Ygx | X:x)—l—xEmOO]P’(ng |Y =x). (3-6)

O nosso objetivo é obter um resultado semelhante para expressar os coe-
ficientes de dependéncia heterogénea de cauda, resultado inédito na literatura.
Sabemos que C' é a f.d.a. conjunta de (Uy, Us), onde U; e Uy sao v.a.’s
uniformemente distribuidas em [0, 1] e com representagao estocéstica dada por
Uy = Fx(X) e Uy = Fy(Y). O resultado a seguir possibilita expressar os
coeficientes de dependéncia de cauda através da distribuicao condicional das

variaveis U; e Us:

Lema 2. Dadas a copula C e as v.a.’s Uy e Uy definidas como acima, temos

que:
0 ) .
8—C(u1,uQ) ¢ uma versao de P (Uy < ug | Uy) (3-7)
Uy
;C(ul,uﬁ ¢ uma versao de P (Uy < wuy | Us) (3-8)
U2
Dem.: A demonstracgao de (3 — 7) é a seguinte:
PU; <up | Uy =wy) = }li{%P(UQ <wuy|ur Uy <up + h)
— lim C(Ul + h, UQ) — C’(ul, U2)7
h\0 h
supondo que existe a derivada. |

O Lema abaixo nos da as expressoes dos coeficientes de dependéncia
heterogénea de cauda em funcao das distribui¢bes condicionais U; | U, e
U, | Uy.

Lema 3. Se os limites (3-3) e (3-4) existem, entdo:

Ao = 1+1mP(V<1-¢q|U=¢q) —1lmPU<q|V=1-¢q) e
q,/1 q/1

Moy = 1=1lmP(V<q|U=1—¢)+1lmP({U<1-¢q|V =gq).
q/1 q/1

Dem.: Pela aplicacao da Regra de I’'Hopital as expressoes desses coefici-

entes dadas no Teorema 12 temos que:
A 1+ 1i d C(q,1—q)

= im — —
UL A dg q, q

. 0 0
= 1+ (El}li {a_uc(ua - Q)|u:q - %C(qa U)|v—1q}
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e
A = 1+ lim d C(1—-4q,q)
LU — Pl dq q,q
= 1+ lim —QC(U )| +QC(1— v)|
B /1| Ou Dlu=1-¢ T 5 0 0)lo=q
O resultado segue do Lema 2. |

O resultado enunciado pelo Lema 3 tem pouca aplicagdo prética. Na
verdade, sua importancia reside no fato de ser usado na demonstracao do
proximo Teorema, que nos permite obter expressoes para os coeficientes de
dependéncia heterogénea de cauda a partir das distribuicées condicionais de
XeY.

Teorema 13. Sejam Fx, Fy e C como acima. Suponha (X,Y) um vetor
aleatorio continuo. Os coeficientes de dependéncia heterogéneos de cauda po-
dem ser obtidos a partir das distribui¢oes condicionais de X |Y e deY | X

através das sequintes igualdades:

Ap =14+ lim PY<—z|X=2)— lim P(X<z|Y=-2) (39)

T—+00 xr——+00

Ap=1—lim P(Y<z|X=-2)+ lim P(X<—z|Y =2) (3-10)

T—+00 T——+00

Dem.: Como X = F'(U) e Y = F,*(V), a partir das expressdes de Ay,

e Apy dadas no Lema 3 temos que:

€ow = LB (R7(V) < BV - q) | FO(0) = FOV()
q

~limP (P 0) < B [ BV V) = BV )

- 14 11%1@ (Y <F1-¢) | X = F)((_l)(Q))
q

~lmP (X < Ao |V = B0 - 0)
q
= 1+ lim PY<—2|X=2)— lim P(X<z|Y=—2)

x——+00 T——+00
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o = 1=lmP (B(V) < B0 | FN0) = BN -g)

+ lim P (F}g”(U) <F{V1—q) | FCV(V) = Fﬁ_”(q))

— 1-limP <Y < FSY) | X = FEY(1 - q)>

/1
+limP (X < F{V(1—q) | Y = FCV(g)
a1 - 1 v
= 1- hrf PY<z|X=-x2)+ hgl PX<—-z|Y=ux).

|

O Teorema 13 serda util no célculo dos coeficientes de dependéncia
de cauda associados as distribuigoes Gaussiana e t, que sdo fechadas por
condicionamento.

O Teorema 13 em conjunto com o Corolario 3 torna possivel a aplicagao
de transformagoes estritamente crescentes q.c. as v.a.’s X e Y para calcular os
coeficientes de dependéncia de cauda a partir da distribuicdo condicional das
normalizacoes (padronizagoes) de X e Y.

Sempre que a copula associada a X e a Y for simétrica e igual a sua
copula de sobrevivéncia obteremos expressoes mais simples para os coeficientes

de dependéncia de cauda.

Corolario 4. Se C ¢ simétrica e C = 5 entao:

Avv = App =2 lirf PY>z|X=nx) (3-11)

A=A =14+ lim P(Y< -2 |X=2)— lim P(Y <z|X=—x)

T——+00 T—+00
(3-12)
Dem.: Do Corolério 2 temos que Apy = Arr e Ay = Ary. [ |

3.2
Calculo dos coeficientes de dependéncia de cauda das cépulas Arquime-
dianas

Os coeficientes de dependéncia homogénea de cauda das cépulas Arqui-
medianas sao expressos em funcao dos limites que envolvem a funcao geradora

e sua respectiva funcao pseudo-inversa:

1 —l(2)
)\UU =2 il{‘% T_l](x) (3—13)
1 (20(1 —

/1 o= (p(1 - q))
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- : (-1](22
se ¢(0) = oo, entdao App = lim, fa[_l]((Zz)) ((21)).

Teorema 14. Seja C' uma cdpula Arquimediana, cujas funcdes geradora e
pseudo-inversa sao dadas por ¢ e o!=Y, conforme a Defini¢io 9. Do Teorema

12 temos que:

ol (p(z) + (1 — )
1 ({1 - ))

Dem.: Como toda copula Arquimediana é simétrica, segue do Coroléario

>\UL = )\LU =1- limm/l (3-15)

4 que Ay = Apu, cuja expressao segue diretamente de (2 — 21). |

Exemplo 16. (Coeficientes de dependéncia de cauda da cépula W).
Do Ezemplo 9, do fato de W = W e das expressoes para os coeficientes de

cauda de uma copula arquimediana seque que
1-(1-2z) _ Q.
o) = 0 €

el
o= (p(x)) — L.

)\LL = /\UU =2 hmm\‘o
>\UL = )\LU =1- hmz/l
|

O resultado acima é esperado porque a copula W é sempre associada a
v.a.’s que se relacionam por uma funcao estritamente decrescente q.c., como
visto no Teorema 3.

No Apéndice A temos os calculos dos coeficientes de dependéncia de

cauda das copulas Gumbel, BB7 e Clayton.

3.3
Calculo dos coeficientes de dependéncia de cauda da cépula Gaussiana

Suponha que as v.a.’s X e Y tenham distribuicao normal (Gaussiana)
com médias pux e py, e variancias 0% e o, respectivamente; usaremos a
notacao tradicional X ~ N (ux,0%) e Y ~ N (uy,0%).

Sabemos que se o vetor aleatério (X,Y) tem distribuigdo normal
(Gaussiana) bivariada com coeficiente de correlagao linear igual a p, —1 <

p < 1, entao a sua f.d.p. conjunta é dada por

faxr(z,y)
[

2 2
1 1 T—p _ T—p y—u y—u
2roxoy/1—p? eXp { 2(1-p?) |:( UXX) 2p ( UXX) < UYY) + ( UYY) :| } '

~ X— Y— ~ .
Como as transformacoes X +— —a)/:—x eY — —65—‘” sao estritamente

crescentes, o Teorema 3 nos afirma que para a determinacao da copula
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associada a (X,Y’), chamada de cépula Gaussiana, podemos supor uy = 0 =
ty e ox = 1 = gy, ou seja, podemos supor que X e Y tém distribui¢gao normal
padrao, X,Y ~ N(0,1), e coeficiente de correlagao linear igual a p < 1.

Pelo Teorema de Sklar, a cépula Gaussiana, que denotaremos por C’f‘l,

¢é dada por

— (8% — 2pst + t2)

1 —1
1 (u) v
C%(u,v) = —/ / exp [ dsdt,
p (0] 2my/1—p? J oo 2(1—p?
(3-16)
V(u,v) € I?, onde ® e ®~! representam a f.d.a e a respectiva funcio inversa

associada a distribui¢ao N (0, 1).

E fécil ver que a copula C’f“ é simétrica. Além disso, C’f“ = CpG“ pois esta

associada a uma distribuicao de um vetor aleatério bidimensional e radialmente
simétrico em relagao ao ponto (0, 0), cujas marginais sao simétricas em relac¢ao
a origem.

De (3 — 16) vemos que a aplicagdo do Teorema 12 nao é viavel. Porém,
sabemos que se X,Y ~ N(0,1) entao Y | X =z ~ N(pz,1 — p?) e, assim,

com base nos Corolérios 3 e 4 temos

Y — 1—

v—too \ /T — p? \/1—
— 2 lim @(Nl—>

r——400 1 + P

= 0

Y — —z(1
Ao =gy = 14+ lim IP’( pr z( +§)|X:$)

r—-+00 \/1_[)2_ \/1_
Y+pr z(1-—p
— i P <
ehe <\/1_——\/1_— >

—z4/1 1
= 1+ lim & u — lim x +p
T—+00 A1 — p I‘)J,»OO A1 — P

= 0,

onde ®(z) =1 —®(2),V z € R.

Assim, temos o

Teorema 15. As varidveis aleatorias normalmente distribuidas e com coefici-

ente de correlagdo linear |p| < 1 sdo assintoticamente independentes.

Sabemos que se p = 0 entao temos a independéncia para o caso de v.a.’s

normalmente distribuidas; para p = 1 (p = —1), as v.a.’s X e Y apresentam
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dependéncia linear perfeita positiva (negativa). Portanto, podemos afirmar
que para os casos limites p = 1 e p = —1 temos C’f:al =Me C’I)G:‘Zl =W,
respectivamente. Logo, a copula normal pode ser pensada como a estrutura de
dependéncia que varia entre a dependéncia positiva perfeita e a dependéncia
negativa perfeita.

Na Figura 3.1 plotamos 2000 simulagoes de pontos da copula e a
distribuicao Gaussianas para p = 0 e p = 0,8. Note que para p = 0,8 ha
uma grande concentracao de pontos nos extremos inferior esquerdo e superior
direito do quadrado [0, 1]?, o que parece indicar a presenca de dependéncias nas
caudas inferior e superior. Na verdade, o que ocorre é que a copula Gaussiana
estd capturando a grande dependéncia linear representada pelo elevado valor

de p.

Figura 3.1: Plotagem de 2000 simulagoes da copula e da distribui¢ao Gaussiana
parap=0e p=0,8.
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3.4
Calculo dos coeficientes de dependéncia de cauda da cépula t de Student

Sabemos que o vetor aleatério (X,Y) tem distribui¢ao t de Student

bivariada com v graus de liberdade, v > 0, se sua f.d.p. é dada por

-2
(@—px y—m)t [T
14 Y — py
r (%) (m1v)2(Q| v '

f(X,Y) (fﬂy y) =

(3-17)
onde py e py sao as médias de X e Y, respectivamente, e 2 = (€2;); jeq1,2) ¢

uma matriz positiva definida chamada de matriz de escala de (X,Y’). A matriz

de variancia de (X,Y’) é dada por -5 e estd definida somente quando v > 2.

Vamos usar a notagao (X,Y) ~ tl(?LQ, onde p = (MX> ¢ chamado de vetor
= o Uy
média de (X,Y).

Como na secdo anterior, aplicamos as v.a.’s X e Y transformacoes
estritamente crescentes para tornar mais simples o calculo dos coeficientes de
dependeéncia de cauda.

. . .~ . X—px Y—upy 4 (2) _

A distribuigao conjunta de (—m , _\/QTQ> ¢ dada por ¢, 4 p, onde 0 =

0
e P é a matriz de correlagao obtida a partir de 2.

A partir das consideracoes acima, o Teorema de Sklar nos da que a copula
t de Student, C*?

,p» associada a distribuicdo definida por (3 —17) é dada por

-2
s
Hp!
v (w) 7 (v) V+2) (s ¢) <t>
(u,v) / / 1+ dsdt

(5) V()P v

onde p é o elemento da diagonal secunddria de P e T, ! representa a inversa
da f.d.a. univariada 7, da distribuicao t de Student com v graus de liberdade
e parametros de localizacao e escala iguais a 0 e 1, respectivamente, que é

definida por:

o v (e o 1
T, (u) /Oo T (%) \/—(1_'_( ))(u+1)/2

Com idéntica argumentagao aquela dada no caculo dos coeficientes de

dependéncia de cauda para a copula Gaussiana, temos que C; é simétrica e

t it
Ol/,p - Clap'

9


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0410414/CA


PUC-RiIo - Certificacéo Digital N° 0410414/CA

Log-retornos das taxas de juros pré-fixadas. Dependéncia de cauda. 42

Sabemos que se (X,Y) ~ t%’P entao (V’jr—tclz)l/2 % | X =2~ t,(jlllyoyl,

onde |p| < 1 é o elemento da diagonal secundaria de P.

Com isso, a férmula (3 — 11) nos d4 a expressao de \py = A\pp:

1 1/2 Y — 1 1/2 1—
2 lim P <V+2) px><l/+2> il p>|X:x
T—+00 v+ 1—p? v+x V1= p?
1\ v - 1 1\ eyT=p
:2lim]P’<<V+ ) px>_<y+ > u]X:x

a5 +oo v+ 22 1—p2 x\5z+1 VI+p

x/v—Jrl\/lTp>
Vo

e (3 —12) nos dé a expressao de A\yp = Ary:

= 2T,,+1 <_

1+ lim P

T—+00

((1/—1—1)1/2 Y — px < 1 (1/+1>1/2—$\/1+p|X

v+ x? 1/1_p2_5 = +1 VI=p

i P<<V+l>1/2 Y + px Sl(u+1)1/2x\/_1+P|X__m>
——+00 v+ x2 \/1_—p2 X ;—24-1 m

. (_\/V—i-l\/l—i—p)_i_T 1(\/V+1\/1+,0>
v /—l_p v+ /—1_p

_ o, (_—WH vlﬂ))
1% /—1_p

Assim, com base na notacao acima, temos o

Teorema 16. As wvaridveis aleatorias com distribuicdo t de Student, onde
|p| <1 € o elemento da diagonal secunddria da matriz P, tem seus coeficientes

de dependéncia de cauda dados por:

V411 — p)
vy = A = 21, - 3-18
uvU LL +1 ( \/m ( )

N = Mo — OT <\/V+1\/1+p>
v =g =214 | —————————| .
+ i

Corolario 5. Para v fizo, considerando os coeficientes de dependéncia de

(3-19)

cauda como funcoes de p temos que: A\yy = App sdo fungoes estritamente

crescentes e Ayp, = Apu Sao funcgoes estritamente decrescentes.

Como ocorre com a copula Gaussiana, se p = 1 entao C’f, = M.
Entretanto, em contraste com o que ocorre com a cépula Gaussiana, se
p = 0 nao obtemos a cépula independente (para v < 400) pois v.a.’s nao-
correlacionadas e com distribui¢ao t-Student nao sao independentes.

Na Figura 3.2 sao plotadas 2000 simulacoes da cépula t para diversos

valores de p. O Corolario acima explica o motivo pelo qual hd uma maior
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concentracao de pontos nos vértices superior direito e inferior esquerdo, em
detrimento dos outros 2 vértices. Vale a pena notar a maior concentragao
de pontos sobre a diagonal principal do quadrado [0,1]> quando o valor
de p aumenta; isso demonstra que, de fato, a cépula t captura o aumento
da dependéncia linear traduzido pelo incremento no valor do coeficiente de

correlacao linear.
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Figura 3.2: Dispersao de dados simulados da cépula t de Student com v = 3.
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