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8 Tensao Axial Pura na Teoria de Elasticidade Gradiente

8.1. Introducao

A bibliografia sobre esse assunto foi referida basicamente aos trabalhos de
Elias Aifantis [7] quem realizou um estudo introdutdrio a anélise estdtica e dinamica
longitudinal de uma barra submetida a tensdo pura na elasticidade gradiente.
Posteriormente em Tsepoura et al [1] foi complementado esse trabalho mediante a
consideracdo de uma constante constitutiva ndo cldssica adicional, a qual é estudada
em detalhe no presente capitulo através da consideragdo de diferentes condicoes de

contorno.

8.2. Equacoes que regem o problema de Tensao Pura

Em Tsepoura et al [1] foi desenvolvido o caso particular que relaciona a
tensdo e a deformacdo de uma barra submetida a tensdo axial pura com dois
parametros constitutivos g e [ descritos na expressao (8-1). Neste caso consideram-
se os deslocamentos wuy,=u.=0, u = u,. O objetivo bdsico € mostrar como a
deformacdo ndo se mantém constante ao longo da barra como no caso cldssico. A

seguir € apresentado o vetor de tensdes generalizadas numa barra de treliga:

Z'_Elliu &1
ul 0 g |ox |u )

onde:
u : deslocamento longitudinal no eixo x.
u’ = du/dx tradicionalmente conhecida pela deformacgao longitudinal mas aqui
também é o deslocamento de segunda ordem.
T = T, : tensdo de Cauchy no eixo X.
M = I : tensdo dupla, ou tensao de segunda ordem.

[ : constante da energia de deformacao superficial longitudinal.
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g : constante da energia de deformacgao volumétrica.
E : médulo de elasticidade do material.
[

1
Se é definida a matriz E = EL
8

2} € necessario restringir ela como positiva

definida e por tanto g° - > >0, ou g> I;
A tensao total é definida como:

O'zf—a—’uZE(u'—gzu”') = 01 (8-2)

ox

8.3. Principio dos Trabalhos Virtuais

Na variacdo da energia potencial é considerado além dos termos cldssicos o
trabalho realizado pelas for¢as de segunda ordem R ao longo dos deslocamentos de

segunda ordem e assim € possivel chegar a seguinte expressdao da Energia Potencial

Total:
L L
ST = A j (28 + 08" )dx — j qéudx + PSuly + Péu’y (8-3)
0 0
Integrando por partes obtém se:
L
SIT = j[q + AT = fVSuldx + [P — Az — 1) - Sully +[R— Au’ 8u')
0
(3-4)

Obtendo-se assim a primeira parcela da integral que representa a equacao
diferencial de deslocamentos:
” 1 X
" _g2uzv i q(x) ~0 (8-5)
AE
Da segunda e terceira parcela obtém-se as condi¢des de contorno cldssicas e

nao-cldssicas respectivamente.

P-A(r—1)ou]" =0
[P—A(T—)ou], 56

[R—Au'au'|) =0
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8.4. Principio de Forcas Virtuais

Similarmente, pode-se esbocar o problema em funcdo de forcas virtuais
mediante as seguintes consideracoes:

u, u', variaveis em Q.

~ ~7 ., .

u, u ,variaveisemT.

07, O, variagdes de Te L em Q.

No sistema de coordenadas ilustrado na Figura 11 representa-se com duplas
flechas as coordenadas (2) e (3), que sdo os graus de liberdade de segunda ordem u

e u' da equacdo (8-10):

e 2
> p dy, p» ds, p3 s> P
(a)

F1 1_‘2
N “m
(b)

Figura 33.- (a) Sistema de Coordenadas da matriz de rigidez; e (b) definicdo do
dominio Q, os contornos I'y, I', correspondentes aos cossenos diretores n; € N do

elemento.

Para ter certeza da compatibilidade de deslocamentos deve-se cumprir-se o

seguinte:
L
A j [(u—ii) St +—i) duldx=0 (8-7)
0
que integrada por partes fica:

L
~A j [ = i0)(S7 = 8" dx + A —0)SP|; + Au—i7) SR|y =0 (8-8)
0
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Quando se considera o sistema de coordenadas conforme ilustrado na Figura
33 e as condig¢des de contorno (8-9), obtém-se:

u(x=0)=u;, u'(x=0)=u';

u(x=L)=u,, u'(x=L)=u',

P(x=0)=P;, R(x=0)=R;

P(x=L)=P;, R(x=L)=R; (8-9)

que podem ser escritos como:
. [ep
o OR

8.5. Equacoes de Movimento Longitudinal de uma Barra a Tensao

x=L

(8-10)

x=0

E possivel a obten¢do da equagdao de movimento para uma barra a tensao pura

mediante a equacdo de equilibrio de Newton:
499 4 400 = pii (8-11)
ox

onde:
p: € adensidade de massa por unidade de cumprimento.
o=FE(u'-g-u'"): tensdo total. (8-12)
Com (8-11) e (8-12) obtém-se finalmente a equacdo de movimento de uma
barra com tensao axial pura na elasticidade gradiente:
AEW" —u" g% )+ q(x) = pii (8-13)
Através da mudancga de varidveis u=u"e¢", e considerando q(x)=0, obtém-se a
equacgdo de deslocamentos no dominio da freqiiéncia:

v 2

*y *n p 2k
u —u"t—wu =0 8-14
g e (8-14)

cuja solugdo é:
u = c; sin(kyx) + ¢, sinh(k,x) + c3 cos(k x) + ¢ cosh(k, x) (8-15)

onde:
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‘ _\/2\/1+4w2g2a—2 ‘ _\/2w/1+4w2g2a+2

: 2g C 2g

, a=p/AE

(8-16)
sendo a densidade do sélido p, a drea da secdo transversal A e o mddulo de
elasticidade do material E. Para o caso estatico € preciso considerar =0 e a solugcdo
da equacdo diferencial do problema resulta em:

(=x/g) (x/g)

*
u =cqace +C2€

=[e(_X/g) 8 x 1]-[c1 R

+cx+cy O
3 (8-17)

cujas equagdes de contorno foram estabelecidas previamente em (8-9) e (8-10).

. * o, .. ~ ey
A seguir o vetor u € definido para o calculo dos termos que serdo utilizados

na formulagao hibrida do problema:

u*z[e(_X/g) '8 x 1] (8-18)

que, consequentemente, define as grandezas correspondentes ao contorno:

* *

up=ul__,uy=u (8-19)

x=L

8.6. Formulacao Hibrida na Elasticidade Gradiente de uma Barra
sujeita a tensao axial pura

A solucdo da equacgdo diferencial de deslocamentos pode ser descrita em
termos dos graus de liberdade u, u', numa barra submetida a tensdo pura no ambito
da elasticidade gradiente. A configuracio do esbo¢o matricial € andloga ao
desenvolvimento para flexao realizado por Oliveira [26], onde também se considera
o elemento unidimensional com dois graus de liberdade. Esse enfoque facilita o
procedimento da soluc¢io do presente problema.

O deslocamento generalizado de uma barra é:

u Uy Uy U3 Uy | = £k
u= ' = *, *, *, * p =up (8_20)
u l/ll uz l/l3 l/l4
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p* = p*l , p*z, p*g, p*4 ]T ; pode ser interpretado como um vetor base de um
sistema interno auxiliar de coordenadas distinguido pelo simbolo (¥) .
& &

u=u x)

Com essa consideracio € possivel também definir as forgas internas

generalizadas da barra como:

T i o U, Uy, Uy Uy [+ «  « =«

|: :|:E a a ’ * * * * ) [pl pz p3 p4]T
i 12 g2 Ll uy uy uy

ox o0x
=E-Du'p’

(8-21)

onde D; € o operador de deslocamentos do sistema interno (*). Abaixo sao definidas

matricialmente as for¢as do sistema externo da barra:

H:AE %o —8 4 { wowou }p
R g%x +g2%x ul*' uZ' u;k' u:' (8-22)
=AE-D,-u -p

onde D, € um segundo operador matricial de deslocamentos do sistema interno (*).
Cabe mencionar que a dimensao da for¢a de segunda ordem € forcaxcomprimento, e
que o deslocamento correspondente a u' € adimensional, andlogo ao caso de flexao
de vigas. No caso de tensdo pura o deslocamento de segunda ordem € a deformacdo
longitudinal.

Neste caso € facil provar que a for¢ca P(x) e a tensdo normal ao longo da barra
sdo constantes, P(x) = p'3 AE, e 6 = p 3. Efetivamente, expandindo-se a equagdo
(8-18) e utilizando-se a expressdo para forca de superficie (8-22), obtém-se:

P(x)=AEW - g*u”)
= AE[(-pje™' 1 g+ pre I g+ pl) = g (—pre " 1 g7+ pre 18]
= AEp,
(8-23)
Para o calculo da matriz H apresenta-se a seguir da determinacao dos termos

que serao necessarios:

N=D,u; N =N’ )

0
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‘P =u,-p (8-24)

«
=u
x=L

*

‘P =u,-p

u, =u
2 x=L

Desta forma é possivel caracterizar um sistema vetorial de deslocamentos de
todos os graus de liberdade da barra mediante as seguintes matrizes de

transformacdo de coordenadas e os vetores cossenos diretores dela:

d;
u 1 0 0 0}|d, -1 0
0= =Nd; n, = em I}
ul, 0 1 0 0}|d;s 0o -1

(8-25)

u 0 01 0}ld, 1 0
0= =N,d; n,= em I
u), 0 0 0 1j|d; 0 1

As expressdes em (8-5) permitem calcular a matriz de rigidez cinematica H

que transforma os deslocamentos do sistema auxiliar (*) ao sistema global ilustrado

na Figura 33.
H=N/"7N, +NJ7,N, (8-26)
Também € possivel calcular a matriz de flexibilidade no sistema interno (*)
F=N7u, +N,7,u, (8-27)
De forma andloga a matriz de rigidez no sistema global K € obtida de duas
formas:
K=H'U"'=H"F'H (8-28)
onde:
U = {31 obtida por meio de (8-18) e (8-19). (8-29)
2

Finalmente, obtém-se o vetor de deslocamentos com:

d=K"'p (8-30)
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u(x)=u (x)(UH"'d (8-31)
onde u” é obtido com (8-18), U com (8-29) e d sdo os deslocamentos mostrados

segundo os grados de liberdade da Figura 33.

8.6.1. Analise no Dominio da Freqliéncia.

Utilizando a expressdo de K=H"U"" tem-se algebricamente a matriz K.
Fazendo a mudancga de varidveis C=cosh(k;L); S=sinh(k;L); c=cos(k,;L); s=sin(k,L)
obtém-se os termos de K:
g2 (ki Cs+ Sckitk, + Cskyk, +Sck3 )k, k,

K[L1]=-AE 3 5

K[1,21=~AE(2Ccki + Sski =2k, k, + g*Ccki'k, + g*Ssk;' — g*ki’k,
— Ssk3 + g2 Ssk3 — g*kzk, ) /(—Ssk3 + Sski +2Cck,k, —2k,k, )

- (ki's+Ski'k, +sk3k, +Sk3)k, k,

K[13]=g>A . 5
— Ssk3 + sSki +2Cckyk, —2k, k,

- (—Ck{ +cki — Ck3 +ck3 )k, k,

K[1,4]=g?A . ;
— Ssk3 +sSki +2Cck, k, —2k,k,

(—cSk, +5Ck, )(k3 +ki*)
— Ssk3 +sSki* +2Cckyk, —2k,k,

K[2,2]=-g%AE

E (—Cki +ckif — Cky +ck3 )k k,

K[23]=-g>A : -

(=Sk; + sk, (k3 +ki’)

K[2,4]= g% AE : .
— Ssk3 + sSki +2Cckyk, —2k,k,

2 4k (Cski + Scki*k, +Cskyk, +Sck3 )k k,

K[33]=-¢ — 2
—Sskj + Sski” +2Cck, k, —k, k,
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K[3,4]1 = —AE(=2Cck, k, + *k ky + Ccg*kik, +c*g%kiky + CPh, k,
~C? g%k k3 + Ccg?ky k3 — sSki + 57k ky —sSg2k; + s> g ki’k,
— Sk, ky + Sski +S* g%k k3 — Ssg’ky )/
(=Ssk3 + Sski +2Cck, k, — 2k k,)

> sCkik, — Sck k3 — Sk + sCk3

K[4,4]=—AEg - _

(8-32)

onde k; e k; sdo apresentados na expressao (8-16).

8.6.2. Analise Estatica

Considerando-se o sistema de coordenadas ilustrado na Figura 11, escreve-se

a solucdo de deslocamentos generalizados como:

x/g —-x/g 1
u= l/l' _. e/ e/ X p*:u*p* (8—33)
u e lg e /g 1 0

Utilizando-se as equagdes (8-24), (8-25) e (8-26) obtém-se a expressao de H:

H=N"7N, +N;'n,N,

0 —(1+0l/g) 0 (-e"8/g+e's
_AE. _01 —(1:§/g) (1) —le7ts ;g+e_L/g 534
0 0 0 0
Com (8-29) obtém-se a matriz U" para o problema:
1 1 0 1
I A I B #39
l-e"¢ /g —e*¢/g 1 0

Finalmente, para o caso estitico de uma barra de elasticidade gradiente a

matriz K, admite a seguinte expressao:

K=H'U""'
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1 g(C-1)/S -1 g(C-1)/S

_AE |g(C-D/S K, g(C-1)/S g(gS—L)/S

LB -1 —g(C-1/S 1 —g(C=1/S
g(C=1)/S g(gS—L)/S —g(C-1)/S K,

onde:
p=1+2g/LS-2gC/LS
Kyn=+2gl/S+(g>—L{)—C/Sg(L+2/)
Kiu=—2gl/S+(g>—Ll)—C/Sg(L-20)
S =sinh(L/g) ; C = cosh(L/g)
L : comprimento da barra
A: drea da sec¢ao transversal
E: médulo de elasticidade do material

Deve-se mencionar que o Posto(K)=3 para o caso estético.

Além disso, pode-se analisar o caso limite quando g tende a zero:
Eﬂ{%} =1; Egg-[S/c ]=1; 933.[ 1/8]=0

Obtendo consistentemente a matriz de rigidez cldssica

1 0 -10
AE| 0 0 0 0

K. ¢, =lImK=—
dasico ™" 50 L |-1 0 1 0
00 0 0

72

(8-36)

(8-37)

(8-38)
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8.7. Exemplos

Nesta secdo sdo resolvidos diferentes tipos de exemplos que tem como
objetivo mostrar a sensibilidade do problema de tensdao pura para as condi¢des de

contorno nao-classicas.

Exemplo 1

K. G. Tsepoura et al [1] desenvolveu o seguinte problema com as condi¢des
de contorno ilustradas na Figura 12 que permitem calcular os coeficientes da
solucdo de deslocamentos. Neste trabalho obteve-se a solug¢do através do método da

rigidez direta com a matriz K obtida na se¢@o anterior:

u = 0 R]/-:’O P2=P U = ?
é —
7
1.1'1 =7 Plz? Rzz? 1.1'2 =&
| |
| I
L

Figura 34. - Condigbes de contorno de una barra gradiente elastica engastada.

Os termos da matriz obtida em (8-36) podem ser substituidos por a, b, ¢, de e

na seguinte equagao correspondente a conhecida relagdo do método da rigidez:

1 g(C-1/S -1 g(C-1/S d =0
kd_po AE | 8(€-D/s K,, g(C-1/S  g(gS-D)IS| | d,
LB -1 -g(C-1/S 1 -g(C-1DH/S d,
g(C-1H/S g(gS-L)/S —g(C-1/S K, d,=¢,
a b —-a b d =0 12
_AE b c -b —-d d, 3 p,=0
LB |-a -b a -b|| d, | |p,=P
b —-d -b e d,=¢, P,

(8-39)
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cuja solugdo é:

0
Pb+b%e —ade, -P
_ b’ —a-c L_:B _ 0 ~
d= Pc+bcey—bdey | AE’ P= P (8-40)
b% —ac R,
€o

onde:
Ro= (Pbd — Pbc + 2b*dey— ad’ey— b*c€y+aecey— eb*€)/( b* — ac)
(8-41)
Neste caso, € possivel observar o surgimento de uma forca dupla. Por
equilibrio, a for¢a de tensdo cldssica tem que ser constante ao longo da barra. Os
deslocamentos podem ser calculados através da expressao (8-31) e sdo ilustrados na

Figura 35 para um intervalo de valores de //g =[0.01 ..0.3] e g/L=[0.01..0.5]

(para ¢ =0).
d
_ M(.X) . *_] . d2 )
u(x) = L'(XJ =u (x)U d, (8-42)
dy

Na Figuras 13 visualiza-se o comportamento dos deslocamentos u crescente
no eixo x, e distinguir a diferenca da deformacdo com o caso cldssico onde
u'=g=constante. Na Figura 13 (d) se aprecia como no caso ndo cldssico a
deformacido é decrescente fortemente a partir da metade do comprimento da barra
enquanto //g varia e g/L mantém-se constante. Neste caso, é aprecidvel a
influéncia do parametro //g, que é funcdo de D/L, relacio do diametro das
microestruturas entre o comprimento da barra.

Deve-se mencionar que esse exemplo reflete a metade do caso de uma barra
submetida a duas tensdes P em ambos os extremos de cumprimento 2L. A Figura 13
(d) ndo mostra a possibilidade de uma simetria na deformagao neste caso, gerando-

se a duvida se é apropriado o uso da constante ¢ que € omitida por Elias Aifantis

[7].
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14
1
g/L=0.01
(a) 08 @/L=001 / 094 ©
0.6 0l
0.4
07 ¢/L=0.5
0.2
g/L=05 06] . | . |
) 1 o 02 0.4 06 08 1
T e Logend X
14
b (d)
l/g=03
08 12
/g =0.01 g 1\ 1=0,g=0
04
08
02 l/g=0.3
I/g =0.01 .
06 :
0 02 04 06 08 1 ] 02 04 06 06 1

W

Figura 35. - Resultado dos Deslocamentos e Deformagdes de uma Barra de elasticidade

gradiente submetida tensao pura; (a) sensibilidade de u a g/L (b) sensibilidade de u a £ /g

PUC-RiIo - Certificacéo Digital N° 0611829/CA

(c) sensibilidade de u’ a g/L (d) sensibilidade de «’ a //g.

Funcodes de Forma Nio-classicas

A equacdo das funcdes de forma de uma barra de elasticidade gradiente pode
ser calculada mediante a seguinte expressio do método hibrido de elementos de

contorno e apresentada na Figura 36 para um intervalo de g/L=[0.01, 0.5].

B=u U™ (8-43)

Funcoes de Forma ul=1; g/L:=[0.01,0.1,0.20.3,0.4,05], L=10
14

0.5

0.6

/L =001 ¢/L=05

0.4+

0.2+

a 2 i 5
B‘ega:ngl

Figura 36. - Funcgdes de Forma de uma Barra de Elasticidade Gradiente a tenséo.
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Exemplo 2
Se é considerado um campo de deslocamentos d cldssico com o eixo de
coordenadas localizado no meio da barra, tem-se:

-1/2

1/L
d= (8-44)
172

1/L
entdo a solugdo fica classica.
Se /=0e a matriz de rigidez geral apresentada na expressdo (8-36) for
arranjada de forma a identificar um sistema externo, correspondente aos
deslocamentos cldssicos, e um sistema interno, correspondente aos deslocamentos

nao cléssicos, a matriz K poder ser representada pela seguinte expressao:

Kii Kie
K= (8-45)
Kei Kee

e se sdo consideradas nulas as forcas de segunda ordem, entdo € possivel pensar

numa condensacio estdtica, K, , =K, —K, K, 'K, , a qual fica também cldssica.

ie
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A natureza do grau de liberdade ndo classico € semelhante a flexdo de uma

viga e por isso a seguir € feita uma analogia das equacdes para tensdo pura da

elasticidade gradiente com a flexao tradicional da elasticidade cldssica.

6 = dy/dx
M=EIy"=M,(1—x/L)+x/LM,
V=dM/dx=cte.

(S 7

s

1 2
M Momento Fletor

\Y For¢a Cortante

FLEXAO DA
ELASTICIDADE CLASSICA

Caso 1

BC (1) up= —u;

u'=du/dx
R=EA(g’ u")
P=FEA(u'-g°u'") =cte.

— —

& =
1 2
R  Forca de Segunda Ordem o Forca Dupla

P Tensdo Axial

CARREGAMENTO AXIAL NA
ELASTICIDADE GRADIENTE

u;=u(x=—~L/2) = c; sinh(-L/2g) —c,L/2
uy = u(x=+L/2) = c¢; sinh(+L/2g)+c,L/2 (8-46)
u, =—u; = c; sinh(+L/2g)+c,L/2; OK Vc; c;

BC (2) I/t']= u'z
u'y=cy/g cosh(-1L/2g) + ¢z ;

u'y=cy/g cosh(+L/2g) + c;=u'; ;0K Vc; ¢ (8-47)
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BC 3)R;= —R;
R(x) =EA(l u'+g2 u')=EA[2/ c;/g cosh(x/g) +2c; sinh(x/g) + ¢/ ] (8-48)
por tanto se R;=R(x=-L/2)= —R,=—R(x=L/2), entao

(=——28 20,y (8-49)
2cosh(L/2g)

Este valor de ¢; € independente do valor de /. E interessante mencionar que c;
estd condicionado pelos valores de contorno de R, e que R estd condicionado
pelos valores de 7, mas c¢; ndo depende dos valores de ¢ para as condi¢des de

contorno descritas.

BC (4) P;= P,= P(x)=P constante
P(x)=FEA(u'-g'u"') = EA c;
portanto c,= P/EA

Finalmente,

u(x) = i{w + x} V[ (8-50)
EA| cosh(L/2g)

7z

Neste caso, € interessante analisar primeiro o comportamento da forca de
segunda ordem longitudinalmente para diferentes valores de g e ¢/ de acordo com
ilustrado na Figura 37. Nos gréaficos apresentados nessa figura pode-se verificar que
as condi¢des de contorno simétricas ndo resultam em resultados simétricos, € isso
apenas para/ = 0. Dessa forma, a simplificacdo apresentada em Aifantis [7], quem

usa s6 1 varidvel ndo classica, é aparentemente mais consistente em uma

interpretacdo fisica do problema.
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diferentes valores de R ws 1=0,g=[0.01..0.36]

253 2=0.36
0.2

0.1

04 0z o

. I
£=001 \\\

034

(@ =0

diferentes valores de R ws 1=[0..g],g=0.1 diferentes valores de R vs I=[0..g],g=0.3

I |
04 —p2 U 04
/g =0.01
& -0.054
Vg=001 |-023
-0.14
(b) (c)
diferentes valores de R vs F[0..g],=0.5 diferentes valares de R vs I=[0..g],g=0.7

l/g=1

1/g=0.01

Vg=1
¢ I/g =001

(d) (e)

Figura 37 . - Comportamento da Forga de Segunda Ordem R para diferentes valores de 7,

Exemplo 3; (a) £ =0 (b) g=0.1 (c) g =0.3 (d) g =0.5 (e) g =0.7

Comportamento de u(x) e u'(x)

O comportamento de deslocamento u(x) para diferentes quocientes g/l mostra
a tendéncia para o caso cldssico quando este tende a zero. Similarmente, acontece
com as deformacdes, as quais sdao independentes do valor /. Outro aspecto
interessante é que em diferentes condi¢des de contorno as deformacdes nas

extremidades mantém-se nulas.
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diferentes dformacoes de u'(x) vs g=[0.01..1]

diferentes valores de u(x) vs g=[0.1..0.25]

0.4+

¢/L=001

0.24

02 04
gL=1

g/L=025

(a) (b)
Figura 38. - Deslocamentos (a) e deformagdes (b) no problema de tensao pura na

elasticidade gradiente

Caso 2

Para R;=R; a solucio € totalmente classica para valores quaisquer de g e /.

Caso 3
Neste caso, considerou-se /=0e uma condicdo de contorno que permita
obter uma distribui¢do de deformacdes que ndo seja nula nas extremindades, tal

como € mostrado no seguinte esquema:

A _a
u(x)

ESE=1

os resultados u(x) sdo ilustrados na Figura 39 e u’(x) na Figura 40:

(a) (b) ()
diferentes dformacoes de o'vs g=[0.01..1], =0, alpha=0.3 diferentes dformacoes de u'vs g=[0.01..1], =0, alpha=0.5 diferentes dformacoes de u'vs g=[0.01..1], 1=0, alpha=0.8
0.4 0.47 0.4
/L =081
L=081
029 2] g/l = | 8

02, 04

@/L=001

0.2 04 0.4 0.2 0z 0.4

02

1 gL=001

Figura 39 . - Deslocamentos u(x) barra a tensdo, Exemplo 3. para diferente valores de o

(@) a=0.3(b) a=0.5(c) a=0.8.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0611829/CA


PUC-RiIo - Certificacéo Digital N° 0611829/CA

81

(a (b) (©

diferentes dformacoes de u'vs g=[0.01..1], =0, alpha=0.3 diferentes dformacaes de u'vs g=[0.01..1], =0, alpha:=0.5 diferentes dfarmacoes de u'vs g=[0.01..1], =0, alpha=0.8

SN —
e

[ P
N ==

~

)

/

i

\\
| /&
V)
N

\
7

04 02 o 0z, 04 04 02 O 02 04 04 02 O 02, 04

g/L=[0.01, 0.04, 0.09, 0.16, 0.25, 0.36, 0.49, 0.64, 0.81, 1]
(g/L) =[0.10, 0.20, 0.30, 0.40, 0.50, 0.60, 0.70, 0.80, 0.90, 1]

Figura 40. - Deformacéo u'(x) de uma Barra a Tenséo, a: (a) o = 0.3 (b) = 0.5 (¢c) a = 0.8.

Exemplo 3.

Exemplo 4

Realizou-se o exemplo de superposicao modal e foi comparado com o modelo
classico desenvolvido por Oliveira [26] para uma barra dividida em cinco elementos
e submetida a uma forca pulso. O esquema geral do problema € ilustrado na Figura

41. No problema desenvolvido nao foi considerado o amortecimento da estrutura.

Dados do problema: A=1, L=1, E=1000, p=0, {=0.
Figura 41. - Barra com um extremo engastado e outro livre submetida a uma forga

pulso. Barra discretizada em 5 elementos por Oliveira [26].

Esse problema foi resolvido para diferentes valores de g. Observa-se que
quando g— 0 a solucdo do problema se assemelha a solucdo cléssica. Por outro lado
enquanto g cresce também cresce a freqiiéncia de vibragdo. Na Figura 42 ¢é
ilustrada a resposta do problema com diferentes cores que representam a resposta
dos cinco graus de liberdade cldssicos da barra, sendo o valor superior o pertencente

ao extremo da barra.
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As condigdes iniciais sdo u(x,t=0)= — Px/EA e du(x,t=0)/d t= 0. Para a
expansdo das séries no dominio da freqiiéncia foi utilizado n=4 (®%), valor
mostrado por Oliveira [26] como o menor valor que fornece a solu¢do mais préxima
e razodavel a solucao analitica.

Basicamente pode-se concluir que o efeito da escala na vibragdo livre de
barras faz com que a freqiiéncia aumente enquanto o tamanho relativo das particulas
torna-se grande.

Caso Classico

0.2

SAAAAAAAA

0.4 1 (1) g:O

Caso no Classico

0.z
0.164

012
LY
no4 //\
o [ 04 R [

0.25

0.164
0.124
y 0.084
" /\ /\u/\
02 04 i 06 0.8 1

0.2

g 7 T (i) g=0.05

B

(i) g=0.1

0164

IAAAAAAAAAA

"(iv) g=02

= @

[
0.16
0.129
0.08

AV AVAY AW\ W\ Pin VA VN

o 0z 06 06 1

(v) g=03

Figura 42 . - Resposta da Superposi¢cdo Modal de uma barra discretizada em cinco

elementos, com n=4 que implica uma expans&o da series de freqiiéncias até O(w").
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