
 

3 Análise do problema de Elasticidade Gradiente realizado 
por E. Amanatidou e N. Aravas. 
 

 Em Amanatidou e Aravas [18] foram desenvolvidas em detalhe as teorias de 

elasticidade gradiente elaboradas por Mindlin [2] para a formulação dos elementos 

finitos mistos. Como foi deduzido no capitulo anterior, quando o problema é 

formulado em termos de deslocamentos a equação diferencial que governa a 

solução é de quarta ordem. 

 Em Amanatidou e Aravas [18] a referência à densidade da energia de 

deformação apresentada por Mindlin é feita em três formas equivalentes: 

 (((( )))) (((( )))) (((( ))))κκεκεκε ,,ˆ,ˆ~,
~

WWWW ============  (3-1) 

cujos argumentos e variáveis deriváveis são identificados como do Tipo I, Tipo II e 

Tipo III, respectivamente, e sempre no caso de materiais lineares e isotrópicos. 

 Utilizando a densidade da energia de deformação em três formas diferentes, 

define-se assim a tensão de Cauchy por: 
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onde WWW ,ˆ,
~

representam a energia de deformação dos Tipos I, II e III 

respectivamente definidas em (3-1).  

 Abaixo se define diferentes expressões para as tensões duplas o de segunda 

ordem que determinam os diferentes tipos de energia de deformação:  
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cujas variáveis cinemáticas são definidas nas equações seguintes: 

 ( ) ( )
ijjijiij uuu ,,2

1
, +==ε  : Deformação  (3-4) 

 [ ] ( )
ijjijiij uuu ,,2

1
, −==ψ  : Tensor rotacional  (3-5) 
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 jkijki ue ,2
1=ω  Vetor rotacional  (3-6) 

 ijij ,ωκ ==== Gradiente rotacional  (3-7) 

 jikijkijk u κκ ~~
, ======== Segundo gradiente de deslocamentos  (3-8) 

 ( )
ijkjikkijijk uu .,,2

1ˆ εκ =+=  Gradiente de deformação  (3-9) 

 ( )
kjiikjjikkijjikjkiijk uuu κκκκ ===++= ,,,3

1  Parte simétrica de jikijk κκ ˆ  e ~ . 

  (3-10) 

 Usando as expressões (3-4)-(3-9) apresenta-se a variação do trabalho interno 

em três expressões diferentes para cada um dos tipos respectivamente: 

( )∫ ∫ +==

Ω Ω

int dΩ~~d ijkijkijijVWW κδµδεσδδ  
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 ( )∫ ++=
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dΩijkijkijijijij κδµκδµδεσ  (3-11) 

 Considerando-se Φij como as “forças duplas de massa” por unidades de 

volume chega-se a seguinte relação da variação do trabalho realizado pelas forças 

externas: 
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  (3-12) 

A deformação εn
=niεijnj é a componente do tensor de deformação na direção normal 

à superfície Γ e ( )E
~

,R
~

,P
~

, ( )Ê,R̂,P̂ , ( )E,R,P  representam as forças externas 
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generalizadas dos tipos I, II e II, respectivamente. Cada curva C
α representa a 

superfície não suave de Γ discretizada em várias curvas suaves α. 

 A identidade ext
WW δδ ====int  conduz às seguintes relações de equilíbrio e 

“forças externas”: 

 0)( ,, ====++++−−−−−−−− ijjikkjiji FΦµτ  (3-13) 

Tipo I 

 )~)(()~(~~
, kjijppkjijjjijkkjijjiji nnDnDnnnP µµΦµσ +−−−=  
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Tipo II 
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 kjijki nnR µ̂ˆ ====  

 [ ][ ]kjikji nE µ̂ˆ l=  (3-15) 
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onde jiji
n

nn µµ = é a tensão normal de segunda ordem. O símbolo [[ ]] em (3-16) 

representam  as descontinuidades geométricas das curvas Cα 
. 

 Nas expressões (3-13)-(3-16) utilizas-se o gradiente direcional de superfície:  

 ( ) ( ) kikjjikjkiikijSij nnnnnnnnD ,,,n̂ −=−=∇= δ  (3-17) 

 e também a expressão com subscrito mudo:  

 pqqpppSpp nnnnnD ,,n̂ −==⋅∇=  (3-18) 
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 Destes três tipos de representação de grandezas, Polyzos utiliza na formulação 

do método de elementos de contorno o Tipo I, além da expressão utilizada por 

Aifantis para a definição da tensão dupla, kijkijkij gg ,
2

,
2 ~~ τσµ ======== .  

 Assim, representa-se na implementação numérica do método de elementos de 

contorno as grandezas ,
~

,
~

,
~ ***

imimim RQP etc. de forma indicial utilizando para isso as 

grandezas fundamentais da tensão de Cauchy imkkmijmjimjim UUU δλµτ *
,

*
,

*
,

~
)

~~
(~ ++++++++==== . 

Também se admite Φij=0, obtendo-se de maneira relativamente compacta as 

expressões seguintes: 
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onde x
n̂ á e vetor normal no ponto fonte x.  

 A segunda alternativa para o cálculo das grandezas ,
~

,
~

,
~ ***

imimim RQP etc. consiste 

em uma implementação numérica estruturada sequencialmente que foi desenvolvida 

por Polyzos apresentada no Capítulo 5. 

 A diferença entre ambas alternativas fica na visualização do seguimento de 

cálculo computacional. Para a montagem de um programa protótipo no Maple 

utiliza-se essa aplicação mais compacta e a comprovação de exemplos simples de 

caráter acadêmico resulta fácil. No entanto, para a implementação de um programa 

mais complexo onde os números de graus de liberdade seriam grandes, não é 

possível regularmente efetuar derivações algébricas diretamente dentro do programa 
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e as expressões subministradas por Polyzos permitem fazer uma implementação 

eficiente em programas de grande poder de processamento como Fortran ou C+. 

 No presente trabalho, foram feitas ambas as alternativas com a finalidade de 

comprovação de resultados e eficiência computacional.  

 

3.1. Campo de Deslocamentos Polinomiais 

 É possível utilizar um campo de deslocamentos e em função dele fazer um 

cálculo versátil das grandezas descritas na expressão (3-19) para diferentes 

condições de contorno. No trabalho de Amanatidou e Aravas [18] foram utilizados 

os campos de deslocamentos polinomiais para calcular alternativamente as forças de 

massa em diferentes tipos de elementos finitos. 

 222222
yxKyxHxyGyFxExyDyCxBAu iiiiiiiiii ++++++++=  

  (3-20) 

 Utilizando-se as equações de equilíbrio (2-41), ou seja jjiif .σ−= , obtém-se 

as forças de massa: 
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 Se estas forças de massa são nulas então se pode simplificar o problema. 

Assim, os coeficientes do campo de deslocamentos assumem os seguintes valores: 

 0222111 ====== KHGKHG  (3-23) 

 ])()42[( 212
1

1 DEF µλµλ
µ

+++−=  (3-24) 

 ])()42[( 122
1

2 DFE µλµλ
µ

+++−=  (3-25) 
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 Em função das expressões (3-23)-(3-25) é possível também fazer o cálculo 

das forças de superfície por meio da equação (3-19), as quais são mostradas a 

seguir: 
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As expressôoes de bi e di são: 
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De forma equivalente, para o campo de deslocamento definido, as forças de segunda 

ordem R são descritas pela seguinte expressão: 
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onde ji e ki são: 
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 Dpnp está definida na expressão (3-18) e  

 ni,,j = ij)n̂(∇  é o gradiente da normal. 

 As expressões para as forças de superfície Pi permitirão a construção das 

matrizes de rigidez dos diferentes tipos de elementos finitos. 
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