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3 Analise do problema de Elasticidade Gradiente realizado
por E. Amanatidou e N. Aravas.

Em Amanatidou e Aravas [18] foram desenvolvidas em detalhe as teorias de
elasticidade gradiente elaboradas por Mindlin [2] para a formulacdo dos elementos
finitos mistos. Como foi deduzido no capitulo anterior, quando o problema ¢&
formulado em termos de deslocamentos a equacdo diferencial que governa a
solugdo € de quarta ordem.

Em Amanatidou e Aravas [18] a referéncia a densidade da energia de
deformacdo apresentada por Mindlin € feita em trés formas equivalentes:

W=W(e,&)=W(e,&)=W(e & %) (3-1)
cujos argumentos e varidveis derivaveis sao identificados como do Tipo I, Tipo Il e
Tipo III, respectivamente, e sempre no caso de materiais lineares e isotropicos.

Utilizando a densidade da energia de deformacdo em trés formas diferentes,
define-se assim a tensdo de Cauchy por:

_OW _ oW _ oW _

T, = T
Y dg; dg; Og; I

(3-2)

onde W,W,Wrepresentam a energia de deformacdo dos Tipos I, II e III
respectivamente definidas em (3-1).
Abaixo se define diferentes expressdes para as tensdes duplas o de segunda

ordem que determinam os diferentes tipos de energia de deformacao:

- oW X oW oW — oW

yj===— s My = =—5— s Hj=o— == (3-3)
Kij d K 4y oK Kiij

cujas varidveis cinemadticas sdo definidas nas equagdes seguintes:
— 1 . 5
)= 7(”1',‘; + uj,i) : Deformacio (3-4)

Wi =up )= %(ui!‘i - uj!,.) : Tensor rotacional (3-5)
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@, = e, u, ; Vetor rotacional (3-6)
K, = o, Gradiente rotacional (3-7)
K, =u,; = K, Segundo gradiente de deslocamentos (3-8)
Ky =% (uj,,a. tu ) = £, Gradiente de deformagéo (3-9)

= _, o
K = S(Mi,jk Uy i +uj,ki)_ K =

= K,;; Parte simétrica de K € K
(3 10)

Usando as expressoes (3-4)-(3-9) apresenta-se a variagdo do trabalho interno

ﬂll

em trés expressoes diferentes para cada um dos tipos respectivamente:

owint = J' WAV = j (6,0, + Fi,. 0%, 00

I(a 08 + flyji OK, ]k)dQ
Q

I(a e, + JT; 0K + Ty Ok KO G-11)
Q

Considerando-se @; como as “forcas duplas de massa” por unidades de
volume chega-se a seguinte relagdo da variagdo do trabalho realizado pelas forcas

externas:

owert = [ (60 + &Ajl)dmﬁpau LR D(&t)dr+2§155uds

Q a c”
(60 +, &]l)dQ+j[P& +RD(5u)dr+Z§E&¢ds
o a c

+|[Pdy; + Q] dw +R D(S™)|dT

r
+ Z §E&4ids

o c*

(3-12)
A deformagdo &'=n;&;n; € a componente do tensor de deformagdo na dire¢do normal

a superficie " e (?,ﬁ,ﬁ), (IS,IA{,E), (ﬁ,E,E) representam as forcas externas
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generalizadas dos tipos I, II e II, respectivamente. Cada curva C“ representa a
superficie nao suave de I" discretizada em vdrias curvas suaves 0.

A identidade W™ = oW conduz as seguintes relacdes de equilibrio e

“forcas externas’:

(Tji = Hygix —Pji),j +F; =0 (3-13)
Tipo I

By =n;G 5 =njfly; . —n;Pji =D (n;lh;) +(Dyny, )n fy;)

R, =mn lakji

E = [[ e (3-14)
Tipo 11

y =10 ;i =Nl —njPji —D;(njfl;) +(Dyny, )0 fg;)

R\ =n n; ﬂkjt

E =[] (3-15)
Tipo 111

P=n;G ;i =1/2n My pejiu —nHygix =1, i =D (n ) +

(D,n )1 jlhy; +nin ”p'upcy )

R= ‘nkﬁkji
Q =n Il'l]l +2n nkn lllk]p qpi
E =i/ 2s,um +¢ iy (i +ninp/:1pkj)]] (3-16)

onde 7" = n,—,Ul-jn jé a tensdo normal de segunda ordem. O simbolo [[ |] em (3-16)

representam as descontinuidades geométricas das curvas C“.
Nas expressoes (3-13)-(3-16) utilizas-se o gradiente direcional de superficie:

D;n; = (VSﬁ)ij = (8 —mimy Inj g = nj Nl (3-17)

e também a expressao com subscrito mudo:

D,n,=Vg-i=n, —n, nn, (3-18)
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Destes trés tipos de representacdo de grandezas, Polyzos utiliza na formulagao
do método de elementos de contorno o Tipo I, além da expressdao utilizada por
Aifantis para a defini¢do da tensdo dupla, /i, = g°0;, = g7, -

Assim, representa-se na implementacao numérica do método de elementos de

| Nw T . .« . g .
contorno as grandezas P, ,Q. ,R, ,etc. de forma indicial utilizando para isso as

grandezas fundamentais da tensdo de Cauchy 7, =uU, +U, )+AU,, 5,

Jm.i
Também se admite D=0, obtendo-se de maneira relativamente compacta as

expressoes seguintes:

ok )
Q,, =U,;,1
P =T
im = T =T e — Dj(anjim Ot (Dpnp)(njfjim ©)
~ 3k
aU _ b X
Y = Uity
n im
~ ‘
aQ g X
e =0,y - (-19)
n im ‘
~ %
aR _ gt e
BT =R, 1
n im
o~k
aP _ jadt S X
9 = B,
n .
m
onde n* 4 e vetor normal no ponto fonte x.

. , g ok .
A segunda alternativa para o cdlculo das grandezas P, ,Q, ,R, ,etc. consiste

em uma implementa¢cdo numérica estruturada sequencialmente que foi desenvolvida
por Polyzos apresentada no Capitulo 5.

A diferenca entre ambas alternativas fica na visualizacdo do seguimento de
célculo computacional. Para a montagem de um programa protétipo no Maple
utiliza-se essa aplicacdo mais compacta e a comprovacido de exemplos simples de
cardter académico resulta f4cil. No entanto, para a implementacdo de um programa
mais complexo onde os numeros de graus de liberdade seriam grandes, ndo é

possivel regularmente efetuar derivagdes algébricas diretamente dentro do programa
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e as expressdes subministradas por Polyzos permitem fazer uma implementacdo
eficiente em programas de grande poder de processamento como Fortran ou C+.
No presente trabalho, foram feitas ambas as alternativas com a finalidade de

comprovagdo de resultados e eficiéncia computacional.

3.1. Campo de Deslocamentos Polinomiais

E possivel utilizar um campo de deslocamentos e em funcdo dele fazer um
calculo versdtil das grandezas descritas na expressdo (3-19) para diferentes
condig¢des de contorno. No trabalho de Amanatidou e Aravas [18] foram utilizados
os campos de deslocamentos polinomiais para calcular alternativamente as forcas de
massa em diferentes tipos de elementos finitos.

u=A; +Bx+C;y+ D;xy+ El-x2 + Fiy2 + Gl-xy2 + Hl-xzy + Kixzy2

(3-20)

Utilizando-se as equagdes de equilibrio (2-41), ou seja f; =—o obtém-se

Jij
as forcas de massa:
f; =(4K,8* =Dy —2E)A+ (12K, g — Dy —2F, —4E) it — 2[H, (A + 1) + Gy t]x
—2Gy(A+ 1)+ Hi(A+2)]y — 4Ky (A + i) xy — 2K (A +241)y* — 2K, ux”
(3-21)
fo = (4K,8% =Dy =2F))A+ (12K 8% — Dy —=2E5 — 4F,) it — 2[Go (A + 1) + H,u]x
—2[G(A+ 1)+ Hy(A+2)]y — 4K, (A+ 1) xy — 2Ky (A + 2p1)x” — 2K p1y*
(3-22)
Se estas for¢as de massa sdo nulas entdo se pode simplificar o problema.

Assim, os coeficientes do campo de deslocamentos assumem os seguintes valores:

G1:H1:K1:G2:H2:K2:O (3—23)

R ==3,[QA+4E +(A+ 1)D;] (3-24)

Ey == [QA+4D)F, +(A+ m)D)] (3-25)
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Em fun¢do das expressdes (3-23)-(3-25) € possivel também fazer o célculo
das forcas de superficie por meio da equacdo (3-19), as quais sdo mostradas a

seguir:

A _ b, b, by b, by b, b by (3-26)
p| |d d, d, d, d, d, d, d,

5D oM

S}

As expressooes de b; e d; sdo:

b =nmA+2nu
b, =n,u
by =n,u
b,=nA

by =2g°n A+4nxp+4g°n 1—2g°D n n;A—4g°n nj f+4g°n, nyn 1+ 2nxA +
+2¢°D n nlA—4g%n ynn, i —2g°n ,nn,A+4g°D n nlpt—4g°D n nip—4g°n, 1
—-2g¢°n,,A=2g’n, \n A —2n,yA—4n,yu+4g°n, ,no 1 +2g°n, ,n; A +2g°n, n,n A

b, = —gznl,z/l + 2g2n2,1,u +2n,uy —n,xA+n Ay — 2g2n2,1n12,u - gznz,l/l + 2g2Dpnpn2nl,u
—2¢°n, ,mn = g°n, ,nm, A+ g°n A+ g'n, \nn, A

b, = gznu/i +nxA— gznz,z/l + gsznpnlz/i —n,yA— gznl,lnf/l - gznl,znlnz/l - gsznpnzz/i +
g’n, mnA+g’n, ,mA

by=-2g’n, n;A+2g"n, A—4dn,xp+2n Ay —2n,xA+4g°n ;n p+4g°n nymp—4g°n,

+ 2g2nl,2n§/1 - 2g2nl,2/1 - 2g2n2,2nln2/1 - 4g2Dpnpn1n2,u + 2g2nl,1n1/1

dy=mpu
dy=mpu
d,=2n,u+n,A
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ds=-2gn, A+2g°n, n'A—4npy—4g°n, u—2nAy—2gn ,n;A+2g°n ,A+4g°n, n'u
+2g8%n, ,mm, A+ 2n,xA—2g°n mn,A+4g°n, ynn,pt—4g>D n n,n 1
dy=g’n, ,A+n,yA+g’n ,nn,A—g’n, nn, A+ gsznpnzzl —g’n A+ g’n niA- gsznpnlzl
—g’n, ,mA—nxA
d,=2gDn nnu—niy—2¢°n gt —g°n num A+ g°n ,A— g’n, A+ g’n, niA+2g°n ,u
—g’n ,mA+ g n, ,mn, A+ 2n,xpt—2g°n, ns 1
dg=2g°m niA=2g°D n n'A—2nxA—4nxp+2n,yA+2¢°D n nyA+4n,yu+4g°n, i
—4g°n, mnpu—2gn A—4g°n y1—2g¢°n, n,n A—4¢°D n niu+2¢°n nn,A+2¢°n, ,A
+4g 2nz,z,u — 4g2n2,2n§,u — 2g2n2,2n§/1 + 4g2Dpnpn§,u + 4g2n1,2n1n2,u
(3-27)
De forma equivalente, para o campo de deslocamento definido, as for¢as de segunda
ordem R sao descritas pela seguinte expressao:
El
S
F,
onde j; e k; sdo:
Ji==g (2n'A—4n’u+4niu+2n;)
=28 mmu
ji=—g (-n'A+nA)
j,=—4g’nnu
k,=—4g’n,nu
k, = —gz(nf/l - nzz/l)
k,=2g’nn,u
k,=—g>(2n A+ 4n’ u—2n;A—4n; 1)
Dyn, esta definida na expressdo (3-18) e
n;j=(Vh); € o gradiente da normal.
As expressdes para as forcas de superficie P; permitirdo a construgdo das

matrizes de rigidez dos diferentes tipos de elementos finitos.
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