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Anexo A 

As condições de contorno de entrada e de saída foram analisadas levando 

em conta os conceitos das equações características, estas equações são 

utilizadas no desenvolvimento de escoamentos compressíveis, já que neste tipo 

de escoamentos, as condições de entrada e de saída não podem ser tratadas da 

mesma forma que um escoamento incompressível, pela variação das 

propriedades. 

 

Este anexo contem a dedução analítica das condições de contorno na 

entrada e na saída do bocal, que foram implementadas no código BRU2D, tais 

condições estão baseadas nas matrizes dos auto vetores pela direita e pela 

esquerda desenvolvidas por Shuen (1992).  Na análise destas condições a 

velocidade é um problema bidimensional, pela propagação do escoamento, já 

que este é tem a forma de linhas de corrente as quais são analisadas pela 

equação da hipérbole.  

 

Matriz S 
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Inversa da matriz S, 

 

 
 

onde o valor de φ , a2  que se encontra nas matrizes anteriores, estão dadas 

nas equações. A.1 e A.2, respectivamente, para facilitar a analise das equações 

características. 

 

( )vu
ppp H

p
ee 22

2 −−−+=
ρ

φ
ρρ

, (A.1)

 

pyppa cii
e
p
∑++=

ρρ 2
2 , (A.2)

 

sendo ic  a concentração de massa das espécies químicas dada por, 

 

yc ii ρ= , (A.3)

 

Na eq. A.1 tem-se H que é a equação de transporte, que esta dada por: 
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ρ
pH et += , (A.4)

 

 

Para obter as equações características Iili += 3,1, L deve proceder-se 

da seguinte maneira:  
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n  é a direção normal á face considerada, u  e v  são as componentes da 

velocidade normal e paralela á face, respectivamente, assim pode-se escrever 

os li
. 

 

Substituindo a inversa da matriz S na equação A.5 são definidas as 

equações características,  
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resolvendo as equações A.6, A.7, A.8, A.9 se obtém as expressões finais para 

equações características:  
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O calculo destas equações características são baseadas no trabalho feito 

por Thompson (1987), no qual para o desenvolvimento de casos unidimensionais 

e bidimensionais, a equação da energia é resolvida usando aproximações de 

diferenças finitas para derivadas espaciais, e a solução de uma equação 

diferencial ordinária explicita, para a integração das derivadas respeito ao tempo 

das variáveis conservativas; além disso, foi utilizada a inversa da matriz S dos 

auto vetores do trabalho feito por Shuen (1992), onde esta matriz é usada 

freqüentemente na função de fluxos numéricos. 

 

Substituindo as equações características nas equações governantes (vide 

capitulo 3), são determinadas as condições de contorno na entrada e na saída 

do bocal, levando em conta a direção da propagação das características através 

da face. 
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 Considerando o fluxo subsônico na entrada, se tem que a densidade ρ  e iy  

que é a concentração de massa das espécies i  são invariáveis no tempo. As 

demais variáveis são constantes. 
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Substituindo a eq. A.19 na eq. A.14 tem-se: 
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 (pela razão de velocidade), então da eq. 

A.17, 
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Da eq. A.16 e A.18 tem-se que, 
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Agora, 
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 Análise para a saída para um fluxo subsônico, os valores próprios das 

características entrantes de ( )aun −  é ajustada a zero. As demais 

características são calculadas do interior do campo do fluxo. 

 

Com  04 =l , 

 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0521482/CA



 

 

107

 

 
Calculo dos cossenos diretores da velocidade levando em conta a direção do 

escoamento, 
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Pela transformada se calcula as derivadas da velocidade normal e tangencial à 

face, sendo ela um problema bidimensional. 

 

y
vS

x
vSS

y
uSS

x
uS

t
u

yyxyxx
n

∂
∂

+
∂
∂

−
∂
∂

−
∂
∂

=
∂

∂ 22ρ
, (A.31) 

 

y
uS

y
vSS

x
uSS

x
vS

t
u

yyxyxx
t

∂
∂

−
∂
∂

−
∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂ 22ρ

, (A.32) 

 

com a equação de estado tem-se que: 
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