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Modelo Cinematico

81

A primeira etapa da construgdo do modelo ¢ a definicdo da estrutura

cinemadatica de cada subsistema que se quer avaliar. Esta estrutura cinematica ¢

definida pelos vinculos existentes entre os corpos que formam os mecanismos

englobados pelo subsistema avaliado. Cada vinculo, por sua vez, ¢ definido pela

junta que une os corpos € que restringe seus graus de liberdade. As principais

juntas e seus graus de liberdade sao mostrados na Tabela 5.

Tabela 5 — Principais juntas e seus graus de liberdade.
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Revolugao — 1

Plana -3

Translagdo — 1

Universal — 2

Esférica — 3
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Uma vez que os vinculos estdo identificados, procura-se estabelecer quais
sdo os pontos de conexdo de cada mecanismo do subsistema que permitem
visualizar partes estanques, ou seja, caracterizar mecanismos que possam ser
avaliados de forma independente.

Cada mecanismo ¢ analisado em separado, formando assim um modulo.
Este modulo tem entradas e saidas, que sdo suas conexdes com os demais. O
objetivo ¢ definir as relagdes entre as entradas e saidas. Dependendo da
complexidade do mecanismo em questdo, ¢ preciso avaliar o movimento de cada
um de seus corpos, antes de definir quem sdo as varidaveis de entrada e quem sdo
as de saida.

O cuidado que se deve tomar ¢ com os lagos existentes dentro do
mecanismo, quando a entrada de movimento de um corpo depende da saida de
outro, que por sua vez tem sua entrada dependendo de um terceiro, cujo
movimento ¢ pautado pelo primeiro.

A partir da visao do todo, muda-se o foco para os corpos do mecanismo do
subsistema do sistema analisado, e define-se a entrada e saida de movimento de
cada corpo. Escreve-se a expressdo do vetor-posi¢cdo do ponto de saida em fungao
do ponto de entrada, utilizando para isso o referencial mais adequado, conforme
descrito em [46], nas coordenadas do referencial escolhido como fixo para todo o

sistema.

Frg="r,+/T" Ir, 4.1)

onde ‘r; é o vetor-posi¢do do ponto S de saida de movimento do corpo escrito no
referencial fixo, f, ' r, é o vetor-posi¢do do ponto E de entrada de movimento do

corpo, escrito no referencial fixo, /T” ¢é a matriz de transformacdo de
coordenadas, do referencial 7 do corpo para o referencial f'e [r; ¢ o vetor-

posicdo do ponto S em relagdo ao ponto E escrito no referencial do corpo.

Desde que o equacionamento proposto no trabalho se da pelo tratamento
das variaveis de poténcia, deriva-se a eq. (4.1) para assim obter o vinculo que ha
entre as velocidades desses pontos. Neste trabalho todas as velocidades sdo

escritas no referencial inercial, salvo indicagdo em contrario.
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is="t,+ & (/T Irg b/ T T (4.2)

onde ' ® ¢ a velocidade angular absoluta do corpo, escrita no referencial fixo, na

forma de matriz anti-simétrica, como mostra a eq. (4.3):

0 -0 o
Te=| o, 0 -o, (4.3)
-0, o 0

A eq. (4.2) foi escrita na forma mais geral, para o caso tridimensional e
para um corpo deformavel. Da forma como estd escrita, tem-se a velocidade
absoluta de S definida em funcdao da velocidade absoluta de E, da velocidade

angular absoluta do corpo, /® , e da velocidade relativa entre os dois pontos,

¥g. Porém, devido a natureza do movimento do mecanismo, ¢ possivel que pelo

menos uma das coordenadas de r, seja uma entrada de movimento, se for

prescrito por outro corpo. Também ¢ possivel que a velocidade angular absoluta
do corpo seja causada pelas velocidades lineares absolutas de E e S. O que era
uma equac¢do torna-se um sistema de trés equagdes, que, para ser definido, tem

que ter no maximo trés saidas. Reescreve-se a eq. (4.2):

A _f S S A
Ve =" Vix + (E Fs. a)y “E rSya)z )+Eva
S _f S S S
vSy - vEy + (E era)z TE rSza)x )-FEvSy (44)

~

_f A _f S
Vs: = Vi + ErSya)x Eera)y EVs:

Supondo, por exemplo, e sem perda de generalidade que as saidas sejam fvsy,

fVS

X

e w_, e as entradas as demais variaveis, tem-se:

f _f f S S
Vo= Ve t (E I @, — (g0, )-'LEVSX

S A _f S S
vSy+ErSza)x_ vEy+Eera)z+EvSy (45)

S __f A J S
_ErSya)x - VSZ+ sz_ErS,‘ca)y+Esz

A eq. (4.5) é escrita na forma matricial:
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A partir da eq. (4.6) tem-se a equacao matricial que define as velocidades de

entrada em func¢do das velocidades de saida, ou seja,

um vetor de velocidades de

saida vinculado a um vetor de velocidades de entrada por meio de uma relacao

matricial, como mostrado na eq. (4.7):

v fto o 1ftoo o0 100
Tve (=101 frg [ |01 0 -1 01 0
o, 00 —frg, |00 1 0 001

(4.7)

o
SN
~
2
R - L S N
<
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Analisando a eq. matricial (4.7), observa-se que a matriz que multiplica o

vetor de velocidades pode ser dividida em quatro submatrizes, a primeira

pertinente as velocidades absolutas dos pontos de entrada, a segunda pertinente a

coordenada vertical da velocidade absoluta do ponto de saida, a terceira pertinente

a velocidade relativa entre os pontos E e S, e a quarta pertinente as coordenadas y

e z do vetor velocidade angular absoluta do corpo:

1 00 0 1 00 Ir. —Eirsy
M,=[0 1 0: -1:010 0 Ire, (4.8)
0 0 1 0 001 : ~lr, O
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Tem-se, entdo, a ordem: entrada, saida, relativa, rotacdo. E importante
chamar aten¢do para esse fato, uma vez que se pode caracterizar o corpo como
também um modulo. Pode-se, investigando a matriz, analisar como a rotagdo
influencia o comportamento cinematico do corpo, observando a ultima submatriz.
Ou entdo, se o corpo ¢ rigido, ndo ha velocidade relativa entre os pontos S ¢ E,
portanto a terceira submatriz ¢ nula, mantendo ainda o vetor de entradas completo,
com as varidveis correspondentes a deformacdo presentes.

Como neste trabalho, por hipotese, todos os corpos sdo rigidos, opta-se por

suprimir as velocidades relativas, reescrevendo a eq. (4.7) como:

fvEx

fVEy
v 1Tt o o 7Tt 00 : 0 Irg  —frg | Ve
Tvg =101 frg [ ]O 1 0 & -1 0 Irg f (4.9)
o, | |00 ~fry| |0 0 1 0 ' —Ir, 0 Vs:

Cf)y

L a)z _

Tem-se assim também uma forma de verificar se o movimento do
mecanismo pode ser caracterizado realmente em fun¢do das entradas e saidas

adotadas. Isso ¢ feito analisando a primeira matriz:

0

0
1 rg (4.10)
0

_f
ErSy

1
M, =|0
0

Para que a eq. (4.9) tenha solugdo, a matriz M, deve ter inversa. Procede-se da

mesma forma com todos os corpos do mecanismo, estabelecendo assim o vetor de
saidas vinculado ao de entradas, por meio da Matriz de Vinculos Cinemadaticos. No
caso de um corpo, essa matriz ¢ o resultado do produto matricial entre as duas
matrizes da eq. (4.9). O modelo cinematico do mecanismo estd definido, na forma

daeq. (4.11):
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(4.11)

S

onde /v, ¢ o vetor de velocidades absolutas de saida do mecanismo m, ' v,, o

de entrada, e A, ¢ a Matriz de Vinculos Cinematicos.

O mecanismo esta entdo estruturado cinematicamente, com o fluxo de
velocidades definido por equagdes analiticas.

A matriz M, ¢ no maximo uma matriz 3x3, e sua inversa pode ser feita

analiticamente. Como a inversa de matrizes ¢ as vezes uma operagao delicada,
principalmente em matrizes com muitos elementos, pelo modo como o
equacionamento ¢ formulado, essa operacdo se da em um ponto inicial, com
matrizes pequenas ¢ que podem ser, dependendo das entradas e saidas, ou
diagonais, ou triangular superior/inferior, ou mesmo a matriz identidade.

A matriz M, e sua inversa servem para investigar possiveis

singularidades. Se um elemento for escrito na forma de fragdo, podem-se verificar
os valores que anulam um numerador ou denominador, se for uma fungao
trigonométrica, quais sao as posi¢des que impedem — em ambito numérico — que o
mecanismo atinja determinada posi¢do, ¢ o que fazer para corrigir isso. Indicaria,
também, se ¢ possivel usar essa forma de equacionamento para determinados
mecanismos, se ¢ vantajoso ou ndo abordar o comportamento cinematico dessa
forma.

Pode-se afirmar que como vantagem tem-se a identifica¢do desses tipos de

problemas em um ponto inicial do estabelecimento do modelo.

4.2.
Estrutura de Jungao

A segunda etapa da construcdo do modelo ¢ a definicdo de foda a
estrutura do mecanismo avaliado, envolvendo sua cinemadtica e conseqiientemente
sua dindmica. Dentro dessa etapa ¢ preciso primeiro identificar quais sdo o0s
elementos armazenadores de energia (independentes e dependentes), os
dissipadores de energia (independentes e dependentes), e de que tipo sdo as

entradas ¢ saidas (fontes de esfor¢o e de fluxo). A Matriz de Vinculos
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Cinematicos pode ser interpretada como um transformador de velocidades. Assim,

de acordo com a Figura 23, na forma mais genérica, tem-se:

I v _ Ty
V E.m .Am S

1 TF | 1

Figura 23 — Vinculo Cinematico entre velocidades absolutas de entrada e de saida.

Pela conservacdo de poténcia [2] a relagdo que define os esforgos de saida
com os de entrada ¢ a matriz transposta da Matriz de Vinculos Cinematicos, ou
seja:

S — S
VS,m - Am VE,m

4.12
Teg, =Al’e (4.12)

E.m

A cada velocidade de saida estd associado um esfor¢o de entrada. Se a
velocidade de saida for, por exemplo, associada a uma mola, a ela estara
vinculada a for¢a produzida por essa mesma mola, que sera a entrada em esforgo
para o mecanismo. Pode-se escrever entdo a eq. (4.12) também na forma

matricial, renomeando de forma adequada seus termos:

f T S

e 0O -A v

;= ", (4.13)
EVS,m A O SeE,m

m

onde Jv, ¢é o vetor de velocidades absolutas de saida do mecanismo m

associado ao vetor velocidades de entradas E, e, ¢ o vetor de esforgos de

entrada do mecanismo m, esfor¢os que sdo associados as velocidades de saida S e
escritos nas coordenadas do referencial fixo.

Dé-se entdo o segundo passo desta etapa, que ¢ a montagem da estrutura
de juncdo do mecanismo, a partir dos vinculos cinematicos estabelecidos na etapa
anterior e dos esforgos produzidos pelos elementos que o compde. Como visto no

capitulo anterior, a estrutura de juncao tem a seguinte forma:
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_[ef] ) [t ]
£/ 0 -N/ e,
_ef_ {N OU} [_JITU [_JSU] [_Jiu] :fIE:
U
fl 0O -NI e’
:e%: = [JIU] N 01 [JID] [JIL] :fcg: (4.14)
]| el R ol ol ||
eg [JLU] [_JITL] [O] [NL] i fzf
L LFE ] Ler ]

onde os elementos da Matriz de Vinculos Cinematicos, A, , estdo distribuidos nas
submatrizes da estrutura de jun¢do, as que relacionam as velocidades de entrada e

as de saida, N, N;, N_, N, N, e as linhas correspondentes ao vetor f; da
submatriz J ;. Isto € apresentado na se¢do 4.3.1, com mais detalhes.

A estrutura de juncdo do mecanismo define seu comportamento, por meio
do vinculo entre as velocidades e entre os esfor¢os. Neste trabalho ndo sera
tratado nenhum caso que vincule esfor¢o a velocidade. Todos os elementos sdao
externos a estrutura, portanto ndo ha aqui equagdes de movimento ou
constitutivas. Uma vez montada a estrutura de juncdo, encerra-se a segunda etapa
€ 0 mecanismo agora ¢ um modulo, podendo ser analisado a parte do todo.

Cabe aqui uma ressalva. Dependendo, novamente, da natureza do
mecanismo, um esforco de entrada pode ser calculado por meio de uma
velocidade de saida, isto ndo ¢ impedimento. Forma-se assim um lago externo a
estrutura de jungao.

A Figura 24 representa o procedimento descrito até agora. De um sistema,
composto pelos subsistemas A a F, investiga-se um dos subsistemas, por exemplo,
E, que funciona com os mecanismos 1 a 4. O mecanismo 3, por exemplo, tem sua
estrutura de jungdo montada a partir dos vinculos cinematicos estabelecidos para

seus corpos a a d.
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Estrutura de Jungéo < %{

.

Figura 24 — Niveis de detalhamento do sistema.

43.
Identificagao e Eliminagao dos Lagos Algébricos Cinematicos

A concep¢do de modelos matematicos de mecanismos com cinematica
fechada requer maior atengdo, uma vez que os lagos algébricos sdo inerentes a
geometria. Nestes casos ocorrem redundancias, onde a entrada do sinal para um
corpo do mecanismo é saida de outro. E preciso entdo identificar a presenga
desses lagos algébricos, € uma forma simples para saber se ocorrem € por meio do
Critério de Griibler-Kutzbach [18], onde do niumero de corpos e de juntas que os
unem, ¢ do nimero de graus de liberdade que cada junta permite, ¢ possivel
definir a quantidade de lagos cinematicos existentes. As expressdes sdo simples, a

da eq. (4.15) € para o caso plano, a da eq. (4.16) é para o caso tridimensional.

£ =3y —ng)+ > 1 (@.15)

£ =60, =)+ 3 fo @.16)
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onde n, ¢ o nimero de corpos do mecanismo, n,; ¢ o niimero de juntas e f, € o

nimero de coordenadas de junta, que representam os graus de liberdade que cada

junta permite. O nimero de lagos cinematicos ¢ dado por:
n, =ng—ng (4.17)

4.3.1.
Suspensao Semi-Eixo Oscilante

O grafo de ligacdo da Figura 25 mostra um exemplo em que hé lago algébrico,
representado pela linha pontilhada, a letra E indica quais sdo as velocidades de

entrada e a letra S as velocidades de saida. A velocidade @, estd ligada as
velocidades v, e v, e também as velocidades v, e v,. O fato de a velocidade

v, aparecer duas vezes ligada a trés outras varidveis distintas ja indica a

possibilidade de haver um lago algébrico. Este grafo representa o mecanismo de
suspensao do tipo semi-eixo oscilante, representado na Figura 26, e a partir do
comportamento do sistema fisico pode-se prever as relagdes de causa e efeito

entre as velocidades. O laco algébrico estd destacado na Figura 25.

GO, =
| [ /!

By
l£L— g £— TF £ 0 )
|
1
TF

Figura 25 — Grafo de Liga¢ao com lago algébrico, destacado na linha pontilhada.
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Figura 26 — Suspensao semi-eixo oscilante.

Neste mecanismo ha trés juntas de revolugao, nos pontos L, E ¢ D, e uma
junta de translagao, entre os pontos L e D. O corpo 2 ¢ o semi-eixo, o corpo 3 ¢ a
parte superior do amortecedor — a haste — e o corpo 4 ¢ a parte inferior do
amortecedor — o tubo. O amortecedor telescopico € representado por uma junta de
translagao, assim o ponto D se aproxima ou se afasta de L, conforme o
movimento do semi-eixo. Pela
Figura 26 vé-se que os pontos L, E e D formam um mecanismo fechado. Em um
automoével a suspensdo ¢ um componente que recebe velocidades e devolve
esforcos. Os pontos de entrada de velocidade sdo L e E, onde a suspensao se
prende ao chassi — pontos de ancoragem — e G, por onde ha a conexao com a roda.
O semi-eixo, corpo 2, tem seu movimento angular em torno do ponto E
definido pelas velocidades absolutas de suas extremidades, o proprio ponto E ¢ o

ponto G. Seu movimento define o do ponto D. A diferenca entre as velocidades
dos pontos D e L ¢ a velocidade no amortecedor, ,Bl. A existéncia da junta de
translagao faz com que os corpos 3 e 4 oscilem com a mesma velocidade angular,
@, . Ou seja, a velocidade do ponto D € definida pelas velocidades dos pontos E e
G; estas velocidades, por sua vez, também definem a velocidade angular do semi-

eixo, w, . Por outro lado, como o ponto D pertence ao semi-eixo, sua velocidade

também pode ser definida pela velocidade do ponto E e pela velocidade angular

o, . Isto significa que @, ¢ uma velocidade de saida que entra na composi¢do de
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uma outra velocidade, ou seja, ¢ também velocidade de entrada. E, além disso,
como o ponto D pertence simultanecamente a dois corpos, também ¢ tanto
velocidade de entrada — para ,Bl — como velocidade de saida, por ser ponto do
semi-eixo. Esta assim caracterizado o lago algébrico.

Para melhor entendimento de como se procede para desfazer o laco
algébrico neste caso, volta-se a etapa anterior a construcdo do grafo, separando os
corpos do mecanismo, construindo o grafo de cada um e em seguida
equacionando. Analisando a coluna telescopica, tem-se que a velocidade no
amortecedor, ,Bl, e a velocidade angular, @,, sdo calculadas em fun¢do das
velocidades absolutas lineares das extremidades, como mostrado no Grafo de
Ligagdo da Figura 27. A indica¢do com sinal de integracdo indica que a varidvel

B¢ € a posicao absoluta da coluna telescopica. A integragdo direta pode ser feita

por ser um caso plano.

f Kl 94— TRy )
Wy h 4 “Lz

Figura 27 — Grafo de Ligac¢ao da Coluna Telescopica.

Do grafo tem-se a equacdo cinemadtica da coluna telescopica (eq. 4.18):

: —cosff,  —sin f cos [ sin f3, vay

Vl } sinf, _cosf, _ sinf, cosp, |V (4.18)
@s (/Bl+r2) (:Bl+r2) (ﬂl"'rz) (ﬂl+r2) fVDy
VDz

ou
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O grafo de ligagao do semi-eixo ¢ mostrado na Figura 28, e dele extrai-se a
eq. (4.19). Aqui a componente vertical da velocidade absoluta do ponto G foi
escolhida como velocidade de entrada, uma vez que o mecanismo representa uma
suspensdo e ¢ neste ponto que a roda ¢ acoplada. Como a roda recebe uma
excitacdo de base, ¢ bastante razoavel que a componente vertical seja escolhida

como velocidade de entrada.

TF: S]g[%
4

1

Gz VEz
73 ﬁs: TF

1 0 1

Yoy VEy

Figura 28 — Grafo de Ligagao do semi-eixo da suspensao.

Pelo grafo de ligacao do semi-eixo, tem-se que as velocidades de saida sao
a componente horizontal da velocidade absoluta do ponto G e a velocidade

angular do corpo, conforme mostra a eq. (4.19):

{ I :| 1 tg/s —tgf; ! Viy

1y (1 L | v (4.19)
7, c0s f; rcos Bs )| v,

4

ou
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Em seguida constroi-se o grafo que representa a cinematica do ponto D
calculada em funcao das velocidades aboslutas do ponto E e angular do semi-eixo

(Figura 29).

TF: 1'1ms[35 1

1
VDz VD
TF :l'lseuﬁs /

0

P

1
Vi
1]

N

1

Vey

Figura 29 — Grafo de Ligagao representativo da cinematica do ponto D.

Do grafo da Figura 29 tem-se a expressao da velocidade absoluta do ponto

D, eq. (4.20):

fv
f o By
v | |10 —rsinfs| 490
f - 0 1 Ve (4.20)
Ty, 7, €0s [ "
b
ou,
;
fv VEy
= (I)D ! Ve
Ty
Dz fa)
h

Pelas eqs. (4.18), (4.19) e (4.20), vé-se que a velocidade absoluta do ponto
D e a velocidade angular absoluta do semi-eixo sdo tanto velocidade de entrada,
nas egs. (4.19) e (4.20) respectivamente, ¢ velocidade de saida nas egs. (4.20) e
(4.19) respectivamente, caracterizando o lago algébrico.

Para desfazer o lago algébrico, pode-se escrever as eqs. (4.18), (4.19) e

(4.20) em um Unico sistema e manipuld-lo de modo a separar as varidveis de
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saida, as dependentes, das que sdo tanto de entrada quanto de saida — as
intermediarias — e das que sdo somente de entrada, as independentes. Em um
sistema com seis equacdes simples isso até parece vidvel, porém ha um modo
mais simples e que permite melhor visualizagao.

Inicia-se o procedimento arrumando as varidveis de entrada em um tnico
vetor, sem preocupar-se se ha repeticoes, apenas obedecendo ao seguinte critério:
todas as varidveis de um unico corpo devem permanecer na mesma seqiiéncia de
suas equacgdes, como mostrado na eq. (4.21). O mesmo ¢ feito com as variaveis
de saida, respeitando a mesma seqiiéncia de arrumagdo do vetor da expressdo
(4.21), ou seja, por corpo:

S
Viy

. (4.21)

v (4.22)

As matrizes que relacionam os vetores de entrada de cada corpo com os de
saida sdo usadas para formar uma nova matriz, diagonal, pois os vinculos entre os

corpos ainda ndo sao considerados:
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fVEy
/sz
- __ s
vay i Ve, |
f
T, _ _
B - fv
Ey
S f
\% -y
/ by =P , = (4.23)
L™ Vo: | @y |
ﬂl vay
f :
L a)S . ijz
s
Vi,
_—vaz -
onde:

(I)SE 02><3 O2><4
P, = 02><3 D, 02><4

=
)
S

2x3 CcT

Da forma como o problema ¢ equacionado, vé-se claramente como as
velocidades estdo associadas aos corpos. Neste caso em particular ha repeti¢ao da
velocidade absoluta do ponto E no vetor de entradas. O proximo passo ¢ remover
as redundancias em velocidade. Um terceiro vetor de entradas ¢ criado, e desta
vez ndo hé repeticdo de coordenadas. Aqui ¢ chamado de vetor de entradas
global. Com base nos vetores das Expressoes (4.21) e (4.22), faz-se uma nova
arrumagdo para as coordenadas, separando as velocidades independentes das
intermedidrias e ambas das de saida. O vetor de entradas global ¢ escrito como
uma ordenacdo de trés vetores. A arrumacgdo das varidveis dentro dos grupos €
feita da forma que melhor convier. Aqui se optou por ordenar o vetor de variaveis
independentes iniciando pela velocidade absoluta do ponto de ancoragem
superior, seguida da velocidade absoluta do ponto de ancoragem inferior e
finalmente pela velocidade absoluta da extremidade do semi-eixo onde a roda ¢
acoplada. O vetor de variaveis intermediarias tem somente a velocidade absoluta

do ponto D, pois a velocidade angular do semi-eixo, @,, ¢ considerada uma

velocidade de saida por motivos que sdo explicados mais adiante. Finalmente, o

vetor de velocidades de saida ¢ organizado de forma que as velocidades angulares
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ocupem as primeiras posi¢des, seguida de uma velocidade relativa e terminando

com a componente horizontal da velocidade absoluta do ponto G:

Iy, (4.24)

O vetor de entradas global ¢ relacionado ao vetor da expressao (4.21) por
meio de uma matriz de selecdo de coordenadas que contém apenas 0 e 1 como
elementos, sem, entretanto, realizar operacdes de adi¢do entre as coordenadas.
Assim, tem apenas um elemento n3o-nulo por linha e pode ter mais de um

elemento nao-nulo por coluna.

o ) - i Ty, 71
vy, 00100 00 0000 fv”
v, 00010 0 0 000 off|,"
Vel [lo0 00 1) ool oo o offf,”
Ez

v, 1l {foo 10 0] ool oo o o]fl'v

Vi, L VG

v, 00010 0 0 000 0lllr | s

= Y )

"o, 0000 0 0 01 0 Offf,"”
- - - h B h - 1L Vo
"7y 71 [T 0 0 0 0] 0 0] 0 0 0 O]||-, -

Ly fa)A

Iy 01000 0 0 00 0 offff
- 00000 10 000 Off[ 2w

Y

‘" 00000 0 1 00 0 ofl?
LL "oz =¢ - - - - - fVRjy
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O mesmo procedimento ¢ adotado para o vetor de saidas global, porém
deve-se respeitar o seguinte critério: o novo vetor, que contém somente variaveis
de saida, ¢ extraido do vetor de entradas global (4.24), ou seja, € o vetor que resta

quando as posi¢des pertinentes as variaveis independentes sdo suprimidas:

y (4.26)

O vetor de saidas global ¢ também relacionado ao vetor de variaveis de

saida do mesmo modo como o de entradas foi tratado, porém ele € o resultado:

v Il [T0 0] 1 0] 0 o] [[/ve

vp L ([0 0 0 1] 0 0]||| /o,

Wi 7 B i B ] B 7 !

o || 0 0 0 0 0 1 Vo, 427)
', 0 1 0 0 0 O[] /v,

B 0 0 0 0 1 0 B,

ve || LD O] 0 0] 0 0f|| /o]

O objetivo ¢ separar as varidveis para que as dependentes e as

intermediarias possam ser escritas somente em func¢ao das independentes:

s
Vby "fv ]
Iy Ly
L Dz | f
= 3 Y
fa) Lz
Il = f
. =¥ Vi, (4.28)
by Iy
2 Ez
B I
fv L VGz
L "Ry

Chamando de X a matriz da eq. (4.25) e de X a matriz da eq. (4.27), e, das
eqs. (4.23), (4.25) e (4.27) tem-se que:
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- vay _
fVLz
fvEy
_‘vay__ ;VEZ
vaZ L Ve
;
S = (%@, %) | [ 70, ] (4.29)
@ Iy
B -
__vay i i fa)sj ]
fa)h/'
B,
__fVR/'y__

A matriz Y, = (XSQJmXE) pode ser dividida em duas submatrizes, a divisdo no

sentido da coluna, a primeira associada ao vetor de variaveis independentes, ¢ a

segunda associada aos vetores de variaveis intermediarias e dependentes:

Y, =Y, Y,]
onde
0 0 1 0 0 ]
0 0 0 1 0
senf, cos f
- 0 0
Y = (rz+ﬂ1) (rz+ﬂ1)
I— 1 1
0 0 0 -
r,cos B 1, cos f;
-cosf, —senfl; O 0 0
.0 0 L ghs —1gfs |
0 0 0 —rsenfB;, 0 O]
0 0 0 rcosp;, 0 O
__senf cos f3, 0 0 0 0
Y, = (rz+ﬁ1) (r2+ﬂ1)
0 0 0 0 0 0
cos f, senfB, 0 0 0 0
| 0 0 0 0 0 0]
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Assim, tem-se que:

S S
vDy A 7 VDy
Iy Viy Iy
L Dz i f v L Dz .
A Lz A
=y, v vl [ 4.30
f =X Vg pl| 7 (4.30)
, I ,
. . .
ﬂl f v ﬂl
A L Gz f
Ve | L Ve |
Passando a segunda parcela do segundo membro para o primeiro:
Ty T Ty T
Vi, Vb, ]
S S Ly
L sz . L VDZ . _/‘v
A ! Lz
Oy || =y | 431)
s DIl s -t Ve :
w, , :
S
Y Y Ve
1 1 f
. ) Vv
f f L Gz
Ve | L Ve ]
Tem-se que:
SR
Vi, s
Iy Viy
L Dz f
B fa) ] sz
S :
=Y, ), =Y,| /v, (4.32)
®, ;
ﬁ sz
1 f
S v L™ Ve:

onde a matriz:
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1 0 0 rnsenf; 0 0
0 1 0 —-rncosf; 0 O
senfi;  cosfq 1 0 0 0
I-Y, = (rz+ﬂ1) (7”2+,81)
0 0 0 1 0 0
—-cosf, —senf, O 0 1 0
0 0 0 0 0 1]

tem posto 6 e determinante ndo-nulo e igual a 1, sendo portanto inversivel.

Invertendo a matriz do primeiro membro:

S
Vi, i
Iy Ly
L Dz | f
r f T VLZ
“ll=0-v,)'Y,|’ 4.33
f - D 1 vEy ( * )
, .
; Ez
ﬂl I3
fv L sz
L= Gy —
chega-se a expressao na forma da eq. (4.28), onde:
T
Vo, T
fv Ly
L Dz | f
K fa)S ] sz
= S
=], (4.34)
h f
B sz
1 S
fv L sz

E o laco algébrico existente no mecanismo esta desfeito, uma vez que todas as
variaveis intermediarias e de saida sdo calculadas em funcdo das variaveis
independentes, somente.

Ainda ha mais um passo, que ¢ a separagcdo das varidveis intermediarias

das varidveis dependentes. A matriz ¥, pode ser dividida, no sentido da linha,

em duas submatrizes:
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f
vLy
S
f sz
Vby s
f = Tlnt vEy
\%
Dz f
VEz
P
L sz
E que
cr
fa)S fVLy
f VLz
o, ;
IB =A, VEy
1 f
Iy VE:
Gy f
L VGz
onde:
[ senff;  cosf;  senf { cosfe 1 cos(Bs = s) } 4l COS(ﬁ6 _ﬂ5)
(rz+ﬂ1) (”z +ﬂ|) ("2+ﬁl) (”z +ﬂ|) (r2+,b’|)(r4 cosﬁs) (’E*ﬁl)('l Cosﬁs)
1 1
0 0 0 -
A = r, €08 fs r, €08 fs
—cosfB, —senf, cos 3, senf, — rsen(f, _:Bs) rsen(Bs = Bs)
7, €os f3; r, cos f;
0 0 1 senf; _ senf3;
L cos f; cos f3;
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(4.35)

(4.36)

(4.37)

e amatriz A, € a Matriz de Vinculos Cinemadticos do mecanismo, que associa as

velocidades de saida as de entrada. Essa matriz ¢ utilizada na formulacao da

estrutura de juncdo do mecanismo. O grafo da Figura 25 pode ser agora

redesenhado, na forma multiligacdo, conforme mostra a Figura 30. Algumas

ligacdes simples sdo mantidas, para melhor visualizar quem sdo as grandezas

escalares.
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TF 0 TF

TF \ 0/

Yoz 1 —— TF —0 TF 1vg

1 0 TF

Figura 30 — Grafo Multiligagdo do mecanismo representativo da suspensdo semi-

eixo oscilante.

Pelo grafo pode-se perceber que ndo ha mais lagos algébricos. Cada um
dos transformadores ou € um elemento ou uma submatriz, linha, de dimensdes
1x2, da Matriz de Vinculos Cinematicos. O diagrama do fluxo de poténcia da

suspensao semi-eixo oscilante, ja com os lagos desfeitos, ¢ mostrado na Figura 31.

Ty, o,
fVLZ T,
f vy ] A | . "
s /

VE'Z fV
Sy %
| Gz

Figura 31 — Fluxo de poténcia da suspensao semi-eixo oscilante.

4.3.2.
Suspensao Bragos Sobrepostos

Um outro exemplo ¢ a suspensdo do tipo bracos sobrepostos, ilustrada na
Figura 32. Esta configuracdo pode ser vista como dois mecanismos acoplados

(Figura 33).
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(a) (b)
Figura 33 — (a) Mecanismo de suspensdo; (b) mecanismo de posicionamento da

roda.

O primeiro mecanismo € o da suspensao propriamente dita, envolvendo os
elementos complacentes (Figura 33a). O segundo mecanismo ¢ o de
posicionamento da roda, que ¢ o cldssico mecanismo de 4-barras (Figura 33b). O
corpo em comum entre os dois mecanismos € o brago inferior, corpo 2. Os novos
corpos sdo o braco superior, corpo 5, € o pino-mestre, corpo 6. As ligacdes entre
0s corpos 2 e 6 ¢ entre os corpos 5 e 6 sdo juntas de revolugdo, respectivamente
nos pontos G ¢ B. A roda ¢ acoplada no ponto R. O corpo 5 gira em torno do
ponto J, enquanto que o corpo 6 tem movimento oscilatorio, tanto gira quanto

translada.
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Pode-se tanto construir o grafo para todo o mecanismo quanto para os dois

em separado, como mostram a Figura 34 e a Figura 35.

/ g
/ \'\ ‘ /
EE>'\:—~{=°<‘\\JFF\\\ < \‘E <:E]

Figura 34 — Grafo de Ligacao do mecanismo (parcial) de suspensdo, com o lago

algébrico destacado pela linha pontilhada.

Vé-se que o grafo de ligacdo da Figura 34 é o mesmo da Figura 25, e que
ha um lago algébrico no brago superior, como mostra a linha pontilhada da Figura
35. Pode-se entdo aproveitar o equacionamento da configuracdo semi-eixo

oscilante.

AN
OSTATIN @
(RN
T )

Figura 35 — Grafo de Liga¢ao do mecanismo de posicionamento da roda.
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As velocidades absolutas de entrada e saida de cada corpo, escritas no

referencial inercial, sdo mostradas na Tabela 6.

Tabela 6 — Velocidades de entrada e de saida dos corpos dos mecanismos.

Corpo Vel. de Entrada Vel. de Saida
i [ 7y ] !
Brago Inferior (2) Vi Ve,
/ VEZ ! a)h
S
— VGZ -
Compatibilidade cinematica entre os [y ] ’y
Ey Dy
corpos 4 e 2. Ty, "V,
‘o,
Coluna Telescopica (3 ¢ 4) [y ] B
Ly 1
Ty, ! @y
S
Vi,
;
L VDz
i [y ] !
Brago Superior (5) v, Vi
! sz ! a)b
S
L sz
ino- 7y, ] f
Pino-mestre (6) Ve, Vs,
! !
vBy sz
! !
L Vay Viy
/o,

As velocidades absolutas dos pontos de ancoragem J, L e E, e a
componente vertical da velocidade absoluta do ponto R sdo as velocidades de

entrada. As velocidades absolutas dos pontos B, D ¢ G, ¢ a velocidade angular do

S

brago inferior, ’®,, por aparecerem tanto em vetores de entrada quanto em

vetores de saida sdo velocidades intermediarias, e assim caracterizam a existéncia
dos lagos algébricos — B ¢ G para o mecanismo de 4-barras e D ¢ /@, para o

mecanismo de suspensdo. As demais velocidades sao varidveis de saida.
Em seguida procede-se da mesma forma como no caso anterior, a partir do

momento em que os vetores compostos por todas as velocidades de entrada e por
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todas as velocidades de saida sdo montados. Basta acrescentar os dois novos

vetores de entrada, como mostrado na eq. (4.38).

Procede-se da mesma forma com o vetor de velocidades de saida.

(4.38)

(4.39)

Monta-se a matriz diagonal, com as submatrizes que relacionam

velocidades de saida e de entrada.
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f
Vay
f o,
f
Yoy
f
Ty, _
B ,BD n (I)SE O2><3
1
fa) 02><3 q)D
L S| _
7 71~ 02><3 02><3
1% By
L / @, | [O6><10 ]
/ VBZ -
/ sz
/ vRy
L "o, ]
onde:
P
_ fv - A% Ey
Gy f
f - (I)SE sz
T
L h Iy
Gz
f
_ fv _ Vi
Dy | _ S
oo | D, Ve
L "Dz f )
h
- _
1% Iy
. P
Yo %
1 _ Lz
FEL
Wy Yoy
f
L VDz
croA
" Vy
By | _ f
f - q)BS sz
w
b ./'v
Bz

O 2x4
O 2x4

[O 6x6 ]
Y BS o 2x3
O4><3 (I)PM
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(4.40)
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f VBZ fVRz
fVGZ =D, .vBy
"V, ;
f o, Gy
1 tef; ~tgf;
D, = 0 — 1 1
r, cos s r, cos s
. 1 0 —rsinp;
P01 7, €os s
[—cosf, —sinp, cos f3, sin f3,
@, =| sinf;  cosf  sinf cos f
_(ﬂ1+rz) (ﬂl"’"ﬁ) (ﬂ1+r2) (ﬂ1+rz)
1 tgh, ~tgf,
D, = 0 — 1 1
i 75 €os f3; 75 cos f3,
Pk cos(fB, + p, ) — 1, cos By DL cos(fB, + p, ) — 1, cos B
rysenf, ryseny
1 ry cos(f; + ps) _Jh cos(B + p,)
@ resenfy rysenf3
o 0 rysen(B + p,) 1— rysen(f; + p,)
rysenfq rysenf
S =
i rysenfy rysenf3

}
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Como no caso anterior, cria-se um vetor de entradas global. A relacao

matricial entre o vetor de entradas e o vetor de entradas global ¢ representada na

eq. (4.41). Os indices que indicam o referencial onde a velocidade esta

representada, no caso f, sdo omitidos, uma vez que nos Grafos de Ligagdo as

velocidades sdo sempre absolutas.
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(4.41)

v,

sz

Vi,

sz

L sz

Vs,

vB:

\% Dy
v[)z

Gy

V

L "Gz

,

Wy
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traido

r

, que ¢é ex

Procede-se da mesma forma com o vetor de saidas global

V/L620TE0 oN [eNBIa oedeoyiia) - oigd-ONd

S & A L &4 0§ &

8 O 8 ~ ¥
| I | E—

o o o o o o ~ o
o o o o o o o o
o o o o o o o o
— o o o o o o o
o o o o o ~ o o
o o o o o o o o
=== — o o o
=== c o o —~
o o ~ o ===
o ~ o o o o o o
o o o o o o o o
o o o —~ ===
w I W = %) = < —
N R 3 I X

do vetor de entradas global, suprimindo as coordenadas pertinentes as velocidades
independentes. A relagdo matricial entre o vetor de saidas global e o vetor de

velocidades de saida ¢ mostrada na eq. (4.42).
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Tem-se, assim, X ¢ Xg:

R T R B B S S B B = S e B B S S S )
I R R B S i S B B = S B B = i S S )
R =T R B S S S e B o B S e B o B S S < S
e R T R B S S S B o B S o B B S S < S
R =T R B S S B B > B S e B B S S < S
S 000 0 -0 O O 00O OO O O _
I 1T
O 0 0o ocCc o0 o o —~ o
I 1T 1T 1T 1T 1
c 0O~ oo o0coc o oc oo oc oo o o c o o0 0 0 06 o o o o
R T R B S B S e B e B S e B e S S S e S c o o0 0 60 w60 6 6 o o
cC o oo ocococ oo ~0 o oo o o o - o o 6 06 o 6 o o
L Il
O o oo oc o0 o0 ~0c00 o0 oo o o
I 1T
R T B e T S S B o B o B e S e B e SRR S o S SAES AR
O 000 000 OO0 o000 0O —~ O A e e T
T 1" 1" 1 1" ] I T
R T R B B S S e B o B B e B o R ST S ) ©C 0o o0 o0 0o o e
©O — o0 — 00 oo o0 o oco o o e e e e
— O O - 0O 00 O o0 o o0 o o _ "
o 0o o0 —~o0c oo o o o o
e R T R B S S SR i < B o B S S S
© O~ 90 o 00 O o o O
c o oo oo —~0oc o0 oc oo o o
e R T R B R S B e B e B S e B S S S o 00 o o oo o o o
© 000 000 00 O0—~0 00 O O oo oo —~00 oo oo
L | L
Il Il
= 7))
e ~

VO/.L620TEQ oN [e}BIg ordeoya -

0lg-oNnd

Das egs. (4.40), (4.41) e (4.42) tem-se que:
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Vy
Ve
vy,
Vi
_vBy ] Viy
Vg, Ve
vDy _VRz _
\% _ _ — —
VLG); o, O,, O,, Vay
Ve, 02><3 (I)D 02><4 [O6><6] Ve (443)
F 97 Xs |00 O,y @ Xe || Voy
2
D, O, Vp:
W [O 6x10 ] o @ .
, i 4x3 Py | Gy
o, o
ﬁl I w, ]
Ve ] X
@,
Wy
B
L —vRy .

e como no caso anterior chega-se a Matriz de Vinculos Cinematicos do modelo
matematico da suspensdo de bracos sobrepostos, ao repetir o procedimento

adotado a partir da eq. (4.29) até a eq. (4.36):

- ~ v
Jy
), .
Jz
(ON ’
L N
, ’
—A, v, (4.44)
Wy
s i
: v
Ez
VRy )
_sz

onde:
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0 0
senf, _ cos S

(r2+181) (Vz+181)
0 0

A, = [A1:6,1] [A1:6,2] [A1:6,5] [A1:6,6] [A1:6,7]

0 0
cos f3, —senf3,
0 0

e cada A, ¢ a matriz coluna (linhas 1 a 6) da coluna j em que todos os

elementos sdo ndo-nulos. O diagrama do fluxo de poténcia desta suspensdo ¢
mostrado na Figura 36. Esta formulagdo leva a construcdo do grafo multiligagao

da suspensao de bragos sobrepostos, mostrado na Figura 37.

ij _() 1
i
) P
"Jz
@,
s
v,
,
b
Ve, — A, —
@,
VEy K
. A
Ez
v
Ry
| V- | -

Figura 36 — Diagrama do Fluxo de Poténcia da suspensao bragos sobrepostos.
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Figura 37 — Grafo Multiligagdo da suspensdo bracos sobrepostos.
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Em cada transformador estdo assinalados, como moddulo, os elementos da
Matriz de Vinculos Cinematicos a eles associados. Chama-se atengao aqui ao fato
de que ¢ possivel obter o grafo de ligacdo da suspensdo semi-eixo oscilante a
partir do gafo mostrado na Figura 37 diretamente, como mostrado na Figura 38. E
preciso retirar as jungdes 1 associadas ao ponto de ancoragem do brago superior,

J, ao proprio brago superior, representado pela sua velocidade angular, @, , € ao
pino-mestre, representado também por sua velocidade angular, @,. A outra

modificacdo ¢ somente na nomenclatura, pois o ponto de acoplamento da roda ¢ o

ponto G na suspensdo semi-eixo oscilante, ao invés de R.

/#0
TF

/ o

Ver 1 TF:[4x 42]

]
TF 0 —1ow,

'\ a5 4]

TF 04— TF £—— 1

[as] \ !
TF:s,.] TF {425 Aa6] TF:[415 Ay \ [31
1
\ T[4 s
1 e—— 0 lr
1
Ve

Yoy

TF
HEVERYH

Figura 38 — Grafo Multiliga¢do da suspensdo semi-eixo oscilante obtido a partir

do grafo da suspensdo bragos sobrepostos.

Este grafo ¢ o mesmo da Figura 30, diferindo apenas no aspecto, mas
mantendo os mesmos vinculos. Os modulos dos transformadores que restaram
também sdo os mesmos, ¢ isso indica que ha elementos comuns as duas Matrizes
de Vinculos Cinematicos, da suspensao semi-eixo oscilante, da eq. (4.36), ¢ da
suspensdo de bracos sobrepostos, da eq. (4.44). Uma vez que a Matriz de Vinculos

Cinematicos da eq. (4.44) ¢ da forma:
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_a)h ] _[All A12] [0 0] [Als A16] [A17 ]_ :Jy
s [Azl Ay ] [AZS Ay ] [Azs Ay ] [A27 ] VJZ
, . [A31 A32 ] [0 0] [A35 A36 ] [A37 ] Ly
a?k ) [A41 Ay ] [0 0] [A45 Ay ] [A47 ] :LZ (4.45)
P [A51 45, ] [A53 As, ] [Ass Ay ] [A57 ] vEy
| Vey | _[A61 A, ] [O 0] [A65 Ay ] [A67 ]_ sz

A retirada das variaveis leva a eliminagdo da primeira coluna e das linhas 3 e 4 da

matriz, que ¢ equivalente a:

(0,1 o o] [0 o] [4s 4] [4,]] _:Jy_
2y {0 O% [AES A]%] [AES A]ZG] [ /[12]] .
W, 0 0 0 0 0 0 0 Ly
o | [0 o] [0 o] [0 0] [0] :Lz (4.46)
/Bl [0 0] [A53 A54] [Ass ASG] [A57] VEy
£ T R R R P

ou seja, as velocidades dos pontos de ancoragem superiores nao influenciam as
velocidades de saida, enquanto que as velocidades angulares dos corpos retirados
sdo automaticamente anuladas.

A partir desse ponto o caminho inverso estd aberto, bastando preencher
novamente a matriz da eq. (4.46) para obter o modelo matemadtico da suspensao
bragos sobrepostos. A mesma rotina que calcula a cinematica de uma suspensao
serve para a outra. As adaptacdes incluem ainda mudangas de um ou outro
parametro, para manter, por exemplo, a bitola do veiculo. O mesmo tratamento
pode ser dado ao subsistema, em uma outra escala de grandeza, para vincular

mecanismos por meio de suas estruturas de juncao.
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4.4.
Modelo Dinamico

O diagrama da Figura 39 mostra as possibilidades de determinagdo do
modelo dindmico a partir das estruturas de juncao locais, ou seja, da estrutura de

jungdo do modulo.

Estruturas de Jungdo Locais

Acoplamento Analitico Acoplamento Computacional

v

Estrutura Estruturas Estrutura
Campos

Campos

Campos de Jungio Locais de Jungio de Jungio Locais
Global Locais Acopladas Global
Modelo Fechado Modelos Abertos
Eq. Eq. Estado Eq. Estado ﬂz:e::n?;:op' Maodelo Comp.
Movimento Variaveis de Pot. Var. Lagrangeanas EJE Locais Com EJ Global

Figura 39 — Modelos dindmicos que podem ser construidos.

A partir das estruturas de juncdo locais, ja4 com os lacos algébricos
desfeitos, ¢ possivel seguir dois caminhos, o do acoplamento analitico, onde as
matrizes estruturas de juncdo sdo arrumadas e manipuladas, de forma a se obter a
matriz estrutura de jungdo de todo o sistema, e o computacional. O acoplamento
computacional permite a intercambialidade imediata de modulos, e ¢ o adotado
neste trabalho, e sera detalhado no item 4.4.2.

Do acoplamento analitico se podem obter pelo menos trés outros modelos
matematicos fechados: o de equacdes de movimento e os modelos de estado
usando varidveis de poténcia e/ou varidveis lagrangeanas. Esses modelos
analiticos e as formas como obté-los a partir da estrutura de juncdo global, sdo
apresentados nas proximas segoes, usando exemplos simples para melhor orientar

o entendimento.

44.1.
Acoplamento Analitico

Os modelos produzidos por meio do acoplamento analitico partem das
estruturas de junc¢ao locais, que sao manipuladas algebricamente para se chegar a

uma estrutura de juncdo global, que relacionara todas as entradas e saidas do
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sistema, ja eliminadas as varidveis internas. No passo seguinte 0os campos
armazenadores e dissipadores sdo agregados a estrutura, e procede-se com todas
as manipulagdes algébricas, como as descritas no Capitulo 3, que sejam
necessarias para eliminar as causalidades mistas que o sistema possa ter. Na etapa
posterior a constru¢do do modelo matematico pode seguir um dos trés caminhos

apresentados na Figura 39, produzindo sistemas de equacdes fechados.

4411.
Modelo em Equagdes de Movimento

Apresenta-se a seguir o desenvolvimento do modelo matematico de um
veiculo terrestre com geometria da suspensdo, a partir da representagdo fisica

mostrada na Figura 40, considerando as seguintes hipoteses:

e pequenos deslocamentos (lineares e angulares)

e modelo linear — angulo a do conjunto mola-amortecedor constante;

e deslocamentos verticais ¢ de rotagdo tomados em relagdo a um sistema
de referéncia fixo, centrado no CM do veiculo, ou um sistema fixo
paralelo ao anterior, centrado na proje¢ao do CM no solo.

e restricdo ao movimento lateral (apenas deslocamento vertical e de

rotacao).

Os 4 graus de liberdade deste sistema, chamado de modelo de 2 veiculo
com suspensdo semi-eixo oscilante sdo: o deslocamento vertical da massa
suspensa (altura do CM em relacdo ao sistema global), a rotagdo da massa
suspensa em relagdo o eixo longitudinal (rolagem), e os deslocamentos verticais
das rodas em relacdo ao sistema global. O grafo de ligagdo desse modelo,
desenvolvido a partir das condigdes de compatibilidade cinematica, relacionando
as velocidades absolutas dos pontos indicados por (v, ®, V], L2, Usi, Lil, Uml, Vs2,

Li2, Um2) encontra-se na Figura 41.
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Figura 41 — Grafo de ligagdo do modelo de veiculo plano com 4 graus de

liberdade.

Neste caso o mecanismo esta simplificado e ndo ha lagos algébricos, e
pode-se determinar de forma trivial a Matriz de Vinculos Cinematicos de uma

suspensao (lado direito), dada por:

\%
[ [1 —zm] I } !
Vo =| —Ssena ; sena 7sena Vi

Vi
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onde v., ¢ a velocidade no amortecedor, v, ¢ a velocidade vertical absoluta do
ponto de ancoragem superior, v, ¢ a velocidade vertical absoluta do ponto de

ancoragem inferior e v, ¢ a velocidade vertical absoluta da roda. A Figura 42

representa o fluxo de poténcia do modelo.

Chassi
e T
= =
© ©
a a
< | Y=/ | Suspensio Suspensdo | ———\| | 3
© ©
o o
14 14
S

Figura 42 — Diagrama de fluxo de poténcia do modelo.

A estrutura de jung¢do representativa da cinematica do modelo representada
em grafo de ligacao simples ¢ apresentada na Figura 43. A representagdo em grafo

multiligagdo ¢ vista na Figura 44.

Figura 43 — Estrutura de jung¢ao do modelo.
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Figura 44 — Estrutura de jun¢ao em grafo multiligagao.

A estrutura de junc¢ao global do modelo ¢ dada por:

|:02x2 Ozw} |:02x4 _[02 Iz]} |:_[02 Iz]:|_
O4><2 O4><4 _14 04 04
T
O4><2 I4 O4><4 |:(TaTS)T 02:|
EJ = 0, (TaTNS) I, [O ]
o, ~T,T, T,Ty e (4.52)
IZ O4><4
02 _Iz
(0]
INES 0..] 0..]
2

Baseado na estrutura de jun¢do da Figura 44 e da eq. (4.52) podem-se
obter as equagdes de movimento, na forma Mx + Bx + Kx = F(t), onde a matriz

de inércia € do sistema é:
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m 0 0 0
0 J 0 0

M= (4.53)
0 0 m 0
00 0 m,

e as matrizes de rigidez e de amortecimento sdo obtidas dos transformadores

presentes na estrutura de jungao:

- LT, KT,T; ~ Ty T, KT, Ty
| -TETIKT, Ty (T T KT, Ty +K,) (4.54)
[ TWUBLI,  TTBIT,
|- TGTU BT, Ty (T T, BT, Ty +B,) (4.55)

que resultam nas seguintes matrizes:

LY i 1 i LY 2 (LY
(k, +k2)xen2a[%J [k,(/‘ —(1—%)I,J+k2[(l—%)l, —[\]Jxenza(%J —k‘senza[%J —klsen'a{%]
[kl[/\ —(l—i)/’]Jrkz((l—/i)/, -1 J]senla [/lJ k,(l‘ —(I—IL)I,J +k2[(1—[l)l, —/\]A lsen’ar —klsenza[/lJ(l\ —(I—IL)I,J —kzsenzo{liJ[(l—/i)[, —/\]
K= 1 ! 1 1 1 1 1 i 1
(LY I, (1
—kysen —kyse -, \sen

(4.56)

2 2 2
(b, +b,) sen’a (%J {b,(l‘ —(l—%)l,]+bz((l—%)1, -1 ]Jsenla (%J —b,xenza[%] —172senlo{%]
[b,(l\ - 71'i)1,]+b2[(1 71’4)1, -1, ]]M"za (L'j b{[\ - 7I’i)[,)A +b{(l 71i)[, 7[\} sen’a ’blﬂ’"za[[l)[l\ - 71i)[,j 7blsen’o{l’4j((l 71i)[, 7[\j
B= ! ! i 1 1 1 1 i 1
4] fifiots)  edd]
—bysen”a| - —bisen“a| = | I, —(1-"), bisena| == | +b, 0
! ! ! !
—b,sen’al [L ' —b,sen’d| ll (lfi)l =1 0 b,sen’al [L l+b
2 / 2 ] s 2 / 2

(4.57)

Assim, uma vez determinada a Matriz de Vinculos Cinematicos e
consequentemente a Estrutura de Juncao, ¢ possivel, para qualquer modelo

mecanico obter analiticamente suas equagdes de movimento.
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4.4.1.2.
Modelo de Estado em Variaveis Lagrangeanas

Apresenta-se na Figura 45 o modelo fisico de um veiculo terrestre com 7
graus de liberdade: deslocamento vertical da massa suspensa (chassi),
deslocamentos verticais das massas ndo-suspensas (pneus e rodas) e as rotacdes
em torno dos eixos longitudinal (x) de rolagem (roll) e lateral (y) de galope ou

arfagem (pitch).

Figura 45 — Modelo de 7 graus de liberdade, suspensdes sem geometria.

A partir das equacdes de movimento pode-se determinar facilmente um

modelo na forma:

X = Ax+ Bu
{ (4.58)

y =Cx+Du

onde x=[Z V] ¢ o vetor de estado de dimensdo 14x1 obtido a partir da unido

dos deslocamentos dos graus de liberdade Z e da sua derivada no tempo

\% :C(ll—f, as velocidades dos graus de liberdade, formando o conjunto das
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chamadas varidveis de estado lagrangeanas, u=[F Z, V,]' é o vetor de

entradas de dimensdo 15x%1. A matriz de estado de dimensdes 14x14 ¢ (eq. 4.58):

O7x7 I7x7
A= MK _M-'B (4.59)

A Figura 46 mostra a estrutura em grafo multiligacio do modelo de 7

graus de liberdade.
m o 0] [ET
A =Rl — M,
[o o J| " v] (A
= b = @, B
1 —?’ -1, @, |
T 1 5% |, 1 by 0 0 0]
S .b - [ g K 0 kpe 0 0
1 -5 r ‘o 0 0 kp O
2 Fi
b 3 0 0 0 Ky
1 & I Ff . L =
L 2 L7 | e
0 |=\ 1
I
By 0 0 0]
oo o £ g .| 0 b 0 0
010 0|, % Tlo 0 by 0
: TF .
TNS 0010 Lo 0 0 b5]
[0 00 1]
(g 0 0 0] [Fp] [ 0 o o]
0 mpe O O | - Fo k.| & o0 0
o8 My e— | E—F - 7 | o 0 K o
0 0 mp 0| Rnp—— | Frp » v
lo 0o 0o mgl Voo | Vs N2 | P Lo o o &)
Vpg h = =
Vro FF.-:[FJ Flf: Ff‘? FE]T
_-\"_"' 0 I= 1
= [poo] H 0 0 0]
B, :

s, 'I':M
o | pm

=)

Figura 46 — Estrutura Grafo Multiligacao de um veiculo terrestre com 7 graus de

liberdade.

As Matrizes de Vinculos Cinematicos de cada uma das suspensdes sdo

iguais, uma vez que nao ha geometria:
Am,HP = [_1 1]

onde HP representa o ponto de ancoragem. A estrutura de jun¢do global é:
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O, Ouy Ouy Iy Ous L
[O 11x11 ] Ii; Os4 Oy Oy 05, Os4
Ou,s Tiw Ouu Oy 0.4 Ouu
_03x3 L Oy 110 3a Osy TST O, TsT 04
EJ = O4x4 O4x3 I4x4 O4><3 O4><4 - TICS I4><4 - ngs I4><4
O4x4 O4x3 O4x4 - Ts TNS O4><4 O4><4 04><4 O4><4 (4.60)
L I4x4 O4x3 O4x4 i O4><3 - I4><4 O4><4 O4><4 O4x4 O4><4
o 4x4 O4><3 O4><4 | [_ Ts TNS O4><4 O4><4:| [O ]
L I4><4 O4><3 O4><4 i 04><3 - I4><4 O4><4 04><4 e
A matriz de entradas, de dimensdes 14x15 ¢ (eq. 4.35):
o 7x7 o 7x4 Y 7x4
B :{ M'E M'K, M'B } (61
P p

Observa-se que esta matriz ndo deve ser confundida com a matriz de
amortecimento do modelo em equagdes de movimento. O sistema descrito por

meio de fluxo de poténcia € apresentado na Figura 47:

Chassi
I I I i
Susp. TE Susp. DE

Susp. TD J Susp. DD J

= Y
Rodal/Pneu Roda/Pneu
Roda/Pneu TE Roda/Pneu DE
TD DD

Base Base

Base Base

Figura 47 — Diagrama de fluxo de poténcia do modelo de veiculo de 7 graus de

liberdade.
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442,
Acoplamento Computacional

O acoplamento computacional ¢ construido em modulos, em que as
ligagdes sdo, neste caso, variaveis de poténcia. Depois de resolvidos os conflitos
de causalidade e desfeitos os lacos algébricos, caso existam, os moddulos sdo
diretamente acoplados. Dentro de cada mddulo estdo as estruturas de jungdo locais
com os respectivos campos agregados, sendo que, caso existam, campos
implicitos ou causalidades diferenciais (inércia juncao causal, capacitor elemento
causal, resistor elemento causal) devem ser resolvidos dentro dos respectivos

modulos. A Figura 48 mostra o acoplamento computacional detalhado.

Estruturas de Jungdo Locais

Acoplamento Analitico Acoplamento Computacional

v

|
|
| |
|
Estrutura 'l campos Estruturas | Estrutura Campos
Campos de Jungio } Loc';is de Jungio : de Jungio Locl;is
Global | Locais Acopladas I Global
} I
R |
Modelo Fechado Modelos Abertos
Eq. Eq. Estado Eq. Estado rgzge::nf:mg' Modeloe Comp.
Movimento Variaveis de Pot. Var. Lagrangeanas EJE Locais Com EJ Global

Modulo,i

Geometria, i A E:;.i l »  Saidas,i
| [ Ay 1 B |
1

Entradas,i

Figura 48 — Estrutura do modulo no acoplamento computacional.

Cada moédulo 7 representa um mecanismo ou subsistema do sistema global.
A partir da geometria chega-se a matriz A, que ¢ usada para construir a

estrutura de juncdo local. Os sinais de entrada que chegam a estrutura de juncao
provém das fontes ideais de fluxo e de esforco e dos campos. Estes, por sua vez,
tém como entradas as saidas da estrutura de juncdo. Obtém-se entdo modulos para
cada subsistema, que depois sao unidos de acordo com a natureza do sistema

(Figura 49).
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Médulo,1 Médulo,1

Campos,1

Saidas,! | m— Ant ~—‘ Geometria,1

Médulo,2 Médulo,2

Geometria,2 EJ2 saidas,2
t

Entradas,2 N 5 |
Médulo,3 Médulo,3
Saidas,3 EJ3 Ans [ _Geometria 3 Geometria,3 Ana EJ,3 | | saidas,3
t [ Entradas,s 4] by Entradas,s | 1

(a) (b)

Médulo,1
Médulo,1
Campos,1
Saidas, 1 EJ1 A, Geometria, 1
N M eniaoea | ] il N )
S N | Entradas.1 |
! 1
Médulo,2 ——
- M e s 1 Geometria,2 Anz EJ,2 —> Saidas,2
> . | ]
> Entradas.? |
Médulo,3 Médulo,3
Saidas,3 e -’W“— EJ,3 Ans Geometria,3
" 3 f 3

(c) (d)
Figura 49 — Mdédulos unidos em seqiiéncia. (a) cadeia simples; (b) cadeia simples

em lago; (¢) seqiiencial com lago; (d) tipo arvore.

As estruturas de juncdo podem ainda, em uma etapa posterior, compor
uma estrutura de jungdo global, seguindo a mesma seqiliéncia adotada para
resolver lagos algébricos em mecanismos, conforme mostra o diagrama da Figura

50. Os campos sdo agregados apos a montagem da estrutura de juncao global.

Geometria, n

‘Geometria, 1 ‘ ‘ Geometria, 2 ‘

l Modelo Fechado

Figura 50 — Montagem do modelo fechado a partir do modelo aberto.

Modelo Aberto
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