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2 O Modelo de Estoque

Neste capitulo sao apresentados modelos de estoque aplicados ao sistema de
controle de estoques (Q, R). A ado¢do deste sistema envolve a definicdo do
tamanho de lote a ser encomendado a cada vez e a ocasido de encomendar. A
Figura 2.1 ilustra o comportamento do estoque e exemplifica a mecanica basica do
sistema de controle (Q, R). Neste sistema de controle @ unidades sdo

encomendadas sempre que o nivel de estoque atinge o ponto de reposicao R.

Nivel de Estoque

Q I

0

Ten;po

Figura 2.1 — Dinamica de estoque para o Modelo (Q,R)

Conforme se pode observar, maiores valores de Q (lote de reposi¢do) vao
resultar em menores nimeros de reposi¢des por ano, mas em maiores niveis
médios de estoque. Por outro lado o ponto de reposicdo R define a probabilidade
de falta de produto. Quanto menor o R, menor é o nivel médio de estoque,
entretanto, a probabilidade de falta ¢ maior. Desta forma, esses dois parametros
estdo relacionados a dois tipos diferentes de estoque: o lote de reposi¢ao Q afeta
principalmente o estoque ciclico enquanto o ponto de reposicio R afeta
principalmente a probabilidade de falta. A probabilidade de falta estd diretamente
relacionada ao estoque de seguranga (nivel de estoque no momento anterior a

chegada de um novo lote), ou seja, quanto menor € a probabilidade de falta, maior
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deve ser o estoque de seguranca e consequentemente R. Embora Q e R estejam
relacionados a diferentes tipos de estoque, ambos 0s pardmetros afetam os custos

considerados relevantes.

Os custos relevantes sao os custos de encomendar, de manter e de falta. O
critério de otimizagao considerado € o da minimizagao do valor esperado do custo
anual total. Para o custo de falta serdo consideradas duas situacdes: o custo de
falta € por unidade em falta por unidade de tempo (F1) e o custo de falta € por
cada unidade em falta (F2). Na Secdo 2.1 sdo apresentadas a formulacdo exata do
modelo e uma formulagdo aproximada, considerando-se o custo de falta F1. Nesta
secdo compara-se o desempenho da formulagdo aproximada do modelo em
relacdo ao da formulacdo exata, para o caso F1. Na Secdo 2.2 sdo apresentadas a
formulacdo exata do modelo e uma formulacdo aproximada, considerando-se o
custo de falta F2. Nesta se¢do compara-se o desempenho da formulacio

aproximada em relacdo ao da formulagdo exata, para o caso F2.

As aproximacdes apresentadas nas Sec¢des 2.1 e 2.2 sdo sugeridas por varios
autores; como p.ex. Nahmias (2005, cap 5), Silver et al. (1998, cap 8) e Hadley &
Whitin (1963, cap 4).

As formulagdes exatas podem ser encontradas em Zipkin (2000, cap 6) e
Hadley & Whitin (1963, cap 4). Nestes dois textos € desenvolvida uma
demonstracdo rigorosa para os resultados quando a distribui¢do da demanda segue
a distribuicdo de Poisson. Neles também se encontra a formulacdo quando a
distribuicdo da demanda segue a distribuicdo normal, que € usada na presente
dissertacdo. Muitos autores ndo se sentem confortidveis com essa representacao
por causa de possiveis valores negativos para a demanda. Devido a este fato, a
formulacdo para o caso da normal pode ser considerada boa quando o coeficiente

de variagéo cv=0/6 é menor do que 0,3, sendo:

o = desvio padrao da demanda durante o tempo de reposicao;

€ = média da demanda durante o tempo de reposicao;

Inicialmente € assumido que o tempo de reposicao € fixo (na Se¢do 2.3 sera
abordada a situacdo em que tempo de reposic¢ao € varidvel) e que a distribuicao da

demanda durante o tempo de reposi¢ao € representada pela distribuicdo normal.
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Entretanto, o procedimento aqui descrito ndo se restringe somente a distribuicao

normal, podendo ser aplicado a outras distribui¢des.

Notacao utilizada:

Q = lote de reposicao

R = ponto de reposi¢cao

D = valor esperado da demanda por ano

X = demanda durante o tempo de reposi¢ao

6= E[X] = valor esperado da demanda durante o tempo de reposi¢cao

o = desvio padrdo da demanda durante o tempo de reposi¢ao

¢ = tempo de reposicao — inicialmente considerado fixo

f(x) = funcdo densidade de probabilidade de X durante o tempo de reposi¢ao
A = custo de encomendar ($/encomenda)

h = custo unitario anual de manter estoque ($/unidade/ano)

k = custo de falta por unidade ($/unidade em falta)

p = custo de falta por unidade por unidade de tempo ($/unidade em falta/ano)
SS = R - @ = valor esperado do nivel de estoque quando a encomenda chega ou

estoque de seguranca.

2.1 Modelo com custo de falta por unidade em falta por unidade de
tempo (F1)

Para definir os valores de Q e R devem ser avaliados os custos envolvidos e
como estas varidveis afetam seus comportamentos. Conforme dito anteriormente
para formular o sistema de controle (Q, R) serdo combinados trés tipos de custos:
custo de encomendar, custo de falta e custo de manter o estoque.

O objetivo € achar os valores de Q e R que minimizam o valor esperado do custo
anual total. A seguir serdo fornecidos os valores esperados anuais dos trés custos

relevantes.

Valor Esperado do Custo Anual de Encomendar (C,)

Este custo estd relacionado ao nimero de reposi¢des por ano:

F(Q,R) = g = nimero de reposi¢des por ano 2.1
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Com a relagdo da freqiiéncia de reposi¢do pode-se considerar um custo fixo

A para cada reposi¢do, entdo se tem:

C,=F(Q,R)A= gA (2.2)

Valor Esperado do Custo Anual de falta (Cy)

O valor esperado do custo anual de falta € igual ao custo unitario de falta

por unidade por unidade de tempo (p) vezes o nivel médio de estoque em falta.

Ou seja:
1
C, = pE[Bz (R) - B,(R+0)]

B»(.) é denominada funcdo de perda de segunda ordem e é dada por (Zipkin

2000, pg 456):

B,(R) =%E[<[x—Rr>2]

Onde:
[x—R]" =0 se x<R
[x—R]"=x—R sex>R

Ou seja, [x-R] é zero quando a demanda durante o tempo de reposicao

excede o ponto de reposi¢ao.

Logo:
B,(R) = l]f(x—R)zf(x)dx.
2 2 .

Para a distribui¢cao normal, faz-se:

e obtém-se as seguintes expressoes (Zipkin 2000, pgs 456 e 459):

B,(R)=0"b,(r),

=)o) = [ + ot ()=o) e

()=

S e 8
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o

@°(r) = [ ()2

r

onde by(r) é a funcdo de perda de segunda ordem, ®°(r) é a fungio
complementar cumulativa e ¢(r) é a funcdo densidade de probabilidade da
distribuicao normal padronizada. Entdo:

5.(R)= 7 [l e ()-rol0)]

2

B.(R+0)=Z-{((r+ 0 +1)0°(r+ )=+ )l + )]

onde ng.
o

Observe que as fungdes P()=1-P°() e ¢(.) podem ser obtidas na planilha

Excel através da funcdo DIST.NORM (.) e, conseqiientemente, obter B,(R) e
By(R+Q).

Valor Esperado do Custo Anual de Manter Estoque (C,,)

Durante um ciclo, o nivel de estoque declina de Q + SS para SS. Portanto o

estoque médio pode ser definido como:

I,(Q.R) = (QJ’SSZ)JF(SS):%HS =%+R—0

Entretanto, ocorrem ocasides de falta, ou valores negativos de I(Q,R), que
estdo considerados na relacdo acima. Desde que o estoque na mdo nio pode ser
negativo, a expressdo acima subestima o verdadeiro estoque médio. Por
conseguinte, torna-se necessario acrescentar, na expressao acima, o nivel médio

de estoque em falta. Ou seja:

I(Q.R) =%+R—0+é[Bz<R>—BZ(R+Q)] 24)

Entdo, o valor esperado do custo anual de manter o estoque €:
C, =hI(Q.R)

C =h{%+R—0+é[BZ(R)—BZ(R+Q)]}
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Valor esperado do custo anual total (C))

D 1 0 1
C,=—A+p—[B,(R)-B,(R HM=+R-6+—|B,(R)-B,(R
= AP IB(R)- B (R+ O]+ {2+ +Q[ (R) (+Q)]}

C, =2A+h(g+R—0J+h+p
0 2

[B,(R)-B,(R+0Q)] (2.5)

z

Essa formulacdo do modelo é valida mesmo para R < 0. Entretanto, se
R < -Q o estoque médio I(Q,R) reduz-se a zero e as faltas em estoque aumentam
com o decréscimo de R, fazendo com que o custo total aumente. Portanto, pode-se
restringir o problema a R > -Q. (Zipkin 2000, pg 189). A Figura 2.2 ilustra o

comportamento do estoque no caso deterministico em que R =-Q.

R a

0 >
\ tempo
R=-Q0 L---N___ N___N______

Figura 2.2 — comportamento do estoque no caso deterministico para R =-Q

Nao ha férmulas explicitas para calcular os valores 6timos de R e Q sendo
necessario utilizar métodos numéricos. Entretanto, Zipkim (2000, pg 217) afirma
que C; é convexa e continuamente diferencidvel. Portanto, qualquer software de

otimizac¢do nao linear pode ser usado para achar os valores 6timos de R e Q.

A seguir s@o apresentados exemplos do que foi mostrado na Sec¢do 2.1 com
a aplicacdo da formulacdo para a minimizacdo dos custos para os valores

definidos abaixo.
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Exemplo 2.1
D h A 0 o p
200 3,00 2,00 30 10 300,00

Resolvendo com auxilio do Solver da planilha Excel obtém-se R = 46,57 e

0 =20,45, com um custo médio total de C, = 111,15.

Observando a solucdo, tem-se B»(R)=0,7558294 e B»(R + Q) = 0,0005885,
indicando que o termo de (B(R) — B»(R + Q)) da expressdo de custo total sofre
pouca influéncia de B>(R + Q), uma vez que seu valor € muito pequeno, cerca de

1284 vezes menor que By(R).

Exemplo 2.2

Considere os mesmos dados do Exemplo 2.1, com excecao do custo de falta
p = 1,50. Resolvendo com auxilio do Solver obtém-se R = 6,79 e Q = 33,73 com

um custo total de C; = 34,97.

Observando a solugdo, tem-se B,(R) =319,2056 e Bx(R + Q) = 3,3498,
indicando que o termo de (B(R) — B»(R + Q)) da expressdo de custo total sofre
mais influéncia de B(R + Q) neste exemplo que para o caso do Exemplo 2.1,

sendo este cerca de 95 vezes menor que B>(R) neste exemplo.

Aproximaciao sem o termo B>(R + Q)

Observando os resultados dos Exemplos 2.1 e 2.2 pode-se supor que para

alguns casos o termo B>(R + Q) pode ser considerado desprezivel.

Em situagdes reais, usualmente € verdade que o termo B>(R + Q) pode ser
considerado desprezivel. Isto significa dizer que a probabilidade da demanda
durante o tempo de reposicdo ser maior que R + Q € muito pequena e By(R + Q)
pode ser desconsiderado. Caso a demanda durante o tempo de reposicdo seja
maior do que R + Q, pode-se dizer que haverd falta em estoque mesmo apds a
encomenda chegar. Na pratica, nunca deverd ser 6timo um caso em que haja uma
probabilidade significativa de que a encomenda ndo seja suficiente para suprir as
faltas, a ndo ser que o custo de falta seja muito pequeno em relacdo ao custo de

manter estoque.
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7z

Portanto, em situacdes préticas, € usualmente uma boa aproximacdo
desconsiderar B>(R + Q). Esta aproximacao € sugerida em vdrios livros; como,
p.ex., Nahmias (2005, cap 5), Silver et al. (1998, cap 8) e Hadley & Whitin (1963,

cap 4). Para esses casos, a formulag¢do da aproximagao é:

D (0 h+p
CA =—A+h =+R-0 B,(R 2.6
,Q+(2+ )+Q[<>] (2.6)

Com esta formulagdo aproximada € possivel diferenciar em relagdo a R e Q
formando-se um sistema de duas equagdes que podem ser resolvidas

interativamente com auxilio de tabelas, como serda mostrado adiante.

Diferenciando em relagdo a R e Q obtém-se:

E)Cat_ DA h h+p[B (R)]

o o'
acQ Qh +p @ &7
a, p
h B, (R
oR Q OR [ ( ]

Pode-se mostrar que:

|

a_R Bz(R)]=_

|
|
2 Oy 8
—_
=
|

Bi(.) € denominada funcdo de perda de primeira ordem e, para a

distribui¢cao normal, tem-se que (Zipkin 2000, pg 459):

B,(R)=o0ob,(r),

b (r) = [ (= Wo()dz = —r0° () + (1)

Lembrando que:
R-6
yr=—
o

bi(r) € denominada funcdo de perda de primeira ordem da distribuicao
normal padronizada.

Igualando a zero as derivadas (2.7) e substituindo a derivada de B,(R)

obtém-se as seguintes equagoes:

0= \/2AD+(h+ p)O'sz(r)

P (2.8)
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_ Oh
b (r)= P (2.9)

A partir das equagdes acima, pode-se fazer um processo iterativo simples
com o uso de tabelas de bi(r) e bo(r) e de uma calculadora. Estas tabelas

encontram-se no Apéndice. O processo iterativo se inicia com

Q0=E0Q= 1/2121) e este valor substituido na Equacdo (2.9). A partir daf segue-

se 0s seguintes passos:
1 — Para este valor de Q, na Equacgdo (2.9), encontra-se o valor de b;(r);

2 - Com a utilizacdo da tabela do Apéndice, encontra-se o valor de r para

este valor de b(r) por interpolagdo;

3 — Com o valor de r encontra-se o novo Q com a Equacdo (2.8) e estes
passos sdo repetidos até que os valores de Q encontrados em duas iteragdes

sucessivas sejam iguais, conforme as casas decimais consideradas.

Entretanto, as Equacdes (2.8) e (2.9) podem ser resolvidas de forma grafica
no Excel. Para isto, deve-se plotar as curvas de Q para diferentes valores de r e
encontrar interse¢do das duas curvas, que € a solucdo das equacdes, ou seja,

quando um valor de r fornece um mesmo valor para Q nas Equacgdes (2.8) e (2.9).

Exemplo 2.1 (continuacio)

Na Figura 2.3 é apresentado o grafico de r versus Q proveniente das

Equagdes (2.8) e (2.9) aplicadas a este exemplo.
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Figura 2.3 — Gréfico de Q versus r
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Observando o grafico da Figura 2.3, verifica-se que a intersecao das curvas

ocorre para r em torno de 1,66 e Q um pouco acima de 20. Pesquisando nas

vizinhancgas deste ponto, obtemos a Tabela 2.1.

Tabela 2.1 — Valoresde re Q

r

QO (Equacao 2.8) Q (Equagdo 2.9)

1,6500
1,6525
1,6550
1,6575
1,6600
1,6625
1,6650
1,6675
1,6700
1,6725
1,6750

20,5527
20,5274
20,5022
20,4771
20,4522
20,4274
20,4027
20,3781
20,3537
20,3293
20,3051

20,8434
20,7188
20,5949
20,4716
20,3489
20,2268
20,1054
19,9847
19,8645
19,7450
19,6261

Observando a Tabela 2.1 e considerando como significativas duas casas

decimais, verifica-se que a solu¢do das Equacdes (2.8) e (2.9) ocorre para

r=1,6575e Q =20,47. Entdo, R = 30+1,6575x10 = 46,575.

Substituindo estes valores de R e Q na Equacdo (2.5) obtém-se o custo

médio total para a aproximagdo: C,=111,15.
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Para este exemplo obtém-se os seguintes resultados:

R 0 (0
Com B>(R + Q) 46,57 20,45 111,15
Sem B>(R + Q) 46,58 20,47 111,15

Neste caso, o valor de custo € o mesmo, considerando-se duas casas

decimais, o que evidencia que a resolu¢do pela férmula aproximada € satisfatoria.

Caso haja arredondamento para os valores de R e Q, ou seja, no caso do
item ser contabilizado em unidades, os valores seriam idénticos para as duas

solucdes.

Exemplo 2.2 (continuacio)

Para este exemplo obtém-se os seguintes resultados.

R 0 G
Com B»(R + Q) 6,79 33,73 34,97
Sem By(R + Q) 6,53 35,25 35,02

Neste caso, existe uma diferenca de lote 6timo Q maior que no Exemplo
2.1. A diferenca percentual entre o custo da formulagcdo sem o termo By(R + Q) e

o custo da formulagdo com este termo é:

pmp =222 7397100, = 0,1428%
35,02

9

Neste exemplo, caso o item seja contabilizado em unidades, seriam
considerados os valores de R =7 para os dois casos, mas Q seria 34 para a solucdo
encontrada utilizando-se a formulacdo de custo com o termo B(R + Q) e 35 para a

solucdo aproximada.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0612528/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0612528/CA

24

Formulacao Simplificada - Padronizacao

No passado, a dificuldade computacional de resolu¢do das equacdes
apresentadas no modelo com custo de falta F1 tornava necessdria uma
simplificacdo das mesmas, obtida através da desconsideracao dos termos que sdo
funcdo de R+Q. Isto € possivel porque em geral existe muito baixa probabilidade
da demanda no tempo de reposi¢@o ser maior que R+(Q, o que permite que o termo
seja desconsiderado facilitando bastante as contas sem grandes alteracdes no
resultado, conforme mostrado no Exemplo 2.1, resolugdo com e sem a

aproximacao.

Com a planilha eletronica, entretanto, a resolucdo das equagdes tornou-se
algo bastante simples, e o dominio da ferramenta ndo € incomum entre 0s usuarios
de computador. Isto facilita a utilizacdo das equagdes completas, sem a
simplificacdo do termo de R+Q. Mesmo assim, a maioria dos autores apresenta a
resolucdo das equagdes no formato com a simplificagdo. Isto ocorre porque na
maior parte dos casos praticos a simplificagdo gera um resultado muito préximo
ou equivalente aquele com a utilizacdo das equagdes completas, ndo alterando o

resultado (vide Exemplo 2.1).

O objetivo aqui € determinar em que casos na pratica ndo € recomendada a
simplificagdo das equacdes. Para isto, seria necessario, variar os valores dos
parametros das equacdes de custo total (C;) para verificar em que casos o termo de

R+Q torna-se importante para a resolu¢ao do problema.

Visando uma simplificagdo dos testes e facilitacdo da andlise dos resultados
dos diferentes valores das varidveis utilizadas, busca-se simplificar as equacdes de
custo total (C;) de forma que fiquem em fung¢do de menos parametros, ou seja, que
fiquem em func¢do de poucos parametros que sdao na verdade uma relacdo

conhecida entre os parametros reais do problema.

Observe que C, é funcdo dos pardmetros D, A, h, p, 6 e o. Essa formulacdo
pode ser simplificada através de uma transformacdo que envolve as varidveis e os
parametros. Tal formulacao permitird uma melhor avaliacio do desempenho da

aproximacao sugerida.
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Da Equacao (2.5) tem-se que:

C, =2A+h(g
0 2

+R_0J+h;p[Bz(R)—Bz(R+Q)]

t

ho

Seja: ¢, =

Tem-se entao:

G _ D g Q R-6) h+p
cr_ha_hGQAJrh(zaJr - ) th[B (R)-B,(R+0)]

Sejam:
2AD
q:g’ e:EOQ: h r=R—0 c f:£
o o2 o o h

Foi visto que:

B,(R)=0"b,(r), e
B,(R+Q)=0"b,(r+q)

Apos simplificagdes, tem-se entdo o valor esperado do custo anual total

padronizado.

ct=€—+1+r+w[b2(f”)—bz('”+fﬂ] (2.10)
2g 2 q

Evidentemente, desconsiderar B; (R + Q) em (2.5) implica em desconsiderar

b, (r + g) na Equacgdo (2.10) e a aproximacao sugerida fica:

ca, =5+ ry (+7), () @.11)
2g 2 q

Diferenciando em relagdo a r e g e igualando a zero obtém-se as equacdes

equivalentes as Equacdes (2.8) e (2.9).

g=+e +(1+ 1), (r) 2.12)

q=b(r)1+f) (2.13)
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Observe nas Equacdes (2.10) e (2.11) que a transformacdo de varidveis e
parametros permitiu formulacdo do custo médio anual apenas em termos de e e f.
Podemos entdo realizar um experimento para observar em que situacdes
(caracterizadas por e e f) a aproximagao da Equacdo (2.10) para a Equacdo (2.11)
¢ aceitdvel. Para medir a qualidade da aproximagdo vai ser considerada a
diferenca média percentual entre os custos da solu¢do com o termo b, (r + g) e da

solucdo sem este termo. Ou seja,

pmp =4 "% %100

ca,

Para o experimento, consideram—se valores de e no intervalo de 10° a 3 e
valores de f entre 0,5 e 100. Observe que f € a razdo entre o custo unitario de falta
p € o custo unitdrio de manter 4. Para o caso em que f = 1, tem-se que o custo falta
de uma unidade durante um ano € igual a manter em estoque uma unidade durante
um ano, o que € muito dificil de acontecer em situagdes reais. Sendo a situagao de
f =1 rara, considera-se que o caso de f = 0,5 é o menor valor testado. Este seria
um caso extremo em que o custo unitdrio de falta é ainda menor em relagdo ao de

manter.

Experimento

Na Tabela 2.2 e no grafico da Figura 2.4 sao apresentados os resultados do

experimento.

Tabela 2.2 — Resultados do Experimento — Valores da DMP

e f=100 f=10 f=5 f=1 f=0,5
0,001 1,8857 3,4824 4,5196 9,8726 14,5434
0,005 1,8706 3,4629 4,4978 9,8409 14,5045

0,01 1,8458 3,4306 4,4615 9,7878 14,4391
0,05 1,5858 3,0792 4,0610 9,1827 13,6836
0,1 1,2504 2,5948 3,4964 8,2822 12,5343
0,2 0,7261 1,7438 2,4646 6,4800 10,1538
0,3 0,4041 1,1264 1,6732 4,9115 7,9854
0,4 0,2206 0,7122 1,1118 3,6475 6,1578
0,6 0,0638 0,2750 0,4734 1,9379 3,5291
0,8 0,0178 0,1029 0,1955 1,0000 1,9675
1 0,0048 0,0374 0,0787 0,5069 1,0818
1,5 0,0001 0,0026 0,0071 0,0871 0,2353
2 0,0000 0,0001 0,0005 0,0136 0,0493
2,5 0,0000 0,0000 0,0000 0,0019 0,0098

3 0,0000 0,0000 0,0000 0,0002 0,0018
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DMP entre os custos com e sem aproximacao

16,0
140 X
12,0 X
\ —— =100
10,0 - e 10
o
= 80 f=5
a
6,0 f=1
\ —x— f=0,5
40
20 >\
0,0 — 3\—‘\H — x *

0 0,5 1 1,5 2 25 3

Figura 2.4 — Grafico do Experimento

Observe que os valores de e e f podem ser obtidos em situagdes reais € a

Tabela 2.2 pode ser usada para estimar a DMP através de interpolacdo.

A partir da Figura 2.4, pode-se observar que para valores de e acima de 2
pode-se utilizar a formulacdo aproximada desconsiderando o termo em funcdo de
(r + g), ou seja, a Equacgdo (2.11), uma vez que a DMP vai ser menor que 0,05%
para todos os valores de f. Da mesma forma, para valores de f grandes, acima de
100, a diferenca média percentual (DMP) entre os resultados com e sem o termo

de (r + ¢) ndo vai ser maior que 2% para todos os valores de e.

Com o experimento conclui-se que para valores de e > 2 pode-se considerar
a férmula aproximada. Caso e seja pequeno, e < 2, deve-se observar no grifico ou
na tabela, para os valores de e e de f do problema qual a estimativa de DMP para
se avaliar se € mais adequado considerar a férmula com ou sem aproximagao. No

caso dos Exemplos 2.1 e 2.2 analisados tem-se:

Tabela 2.3 — Valores de e e fpara os Exemplos 2.1 e 2.2

e f DMP
Exemplo 2.1 1,63 100 0,0001
Exemplo 2.2 1,63 0,5 0,1869
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Analisando os dois casos, percebe-se que a DMP para o Exemplo 2.1 é
praticamente nula, o que sugere que a aproximacdo pode ser bem aplicada para
este caso, conforme ji se podia supor quando foram comparados os resultados
encontrados com e sem a aproximacao. No caso do Exemplo 2.2, a DMP tem um
valor baixo, mas pode ndo ser considerado desprezivel. Neste caso, deve-se
analisar se esta diferenca € significativa ou nio para o problema real, lembrando
que quando comparados os resultados dos exemplos com e sem a aproximacao foi
encontrada uma diferenca de resultado para o lote 6timo Q, indicando que este
caso possa exigir a utilizagao da formulacdo completa, sem a aproximacao.

A diferenca entre os dois exemplos foi o custo de falta p que esta
diretamente relacionado ao valor de f. Sendo assim, a relacdo entre os custos de
falta e de manutencao de estoques é importante para avaliar se € recomendada ou

ndo a utilizagao da aproximacao.

2.2 Modelo com custo de falta por unidade em falta (F2)

Os valores esperados dos custos anuais de manter e encomendar sdo os
mesmos que no modelo anterior. Desta forma, para que seja encontrada a formula
do valor esperado de custo anual total deve-se encontrar o valor esperado de custo

anual de falta para este caso.
Valor Esperado do Custo Anual de falta (Cy)

O valor esperado do custo anual de falta € igual ao custo unitario de falta
por unidade em falta (k) vezes o valor esperado do nimero de encomendas por

ano vezes o valor esperado de faltas por ciclo (encomenda).

Ou seja:
D
C, =k§[BI<R>—Bl(R+Q)]

Bi(.) é denominada fungdo de perda de primeira ordem e € dada por (Zipkin

2000, pg 456).

B, (R)=E[(x—R)"]
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Logo:

B,(R) = T(x —R)f(x)dx.

A expressao w = é[B1 (R)—B,(R + Q)] ¢ a fracdo da demanda nao satisfeita

prontamente. Na literatura em inglés (1- w) € denominado “fill rate”.

Para a distribui¢do normal, faz-se:

e obtém-se as seguintes expressoes (Zipkin 2000, pgs 456 e 459):
B,(R) = ob,(r),

oo

b (r)= [ (z=r)p(z)dz = —r@° (r)+o(r) e

r

onde b(r) é a funcdo de perda de primeira ordem, da distribuicao normal
padronizada . Entdo:

B,(R)= o~ r®°(r)+9(r)] e
B,(R+0)= 0l (r+q)®°(r+¢)+¢(r + )]

Valor esperado do custo anual total (C))

D D
C,=—A+k—[B,(R)-B,(R+ Q)]+
0 Q ©

(2.14)
h{%+R—0+é[BZ(R)—Bz(R+Q)]}

Como no modelo com custo de falta F1, esta formulacdo ¢ valida mesmo

para R <O.

Nao ha férmulas explicitas para calcular os valores 6timos de R e Q sendo
necessdrio utilizar métodos numéricos. Entretanto, Zipkim (1986, pg 979) afirma
que C; € convexa se R =6, ou seja, para valores de estoque de seguranca SS
positivos. Caso R<@, a resolugdo fica mais complexa, pois os softwares podem

nao conseguir a convergéncia para a solugcao 6tima.
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A seguir s@o apresentados exemplos do problema do custo de falta F2 com a

aplicacdo da formulag@o para a minimiza¢do dos custos para os valores definidos

abaixo.
Exemplo 2.3
D h A 0 o k
200 3,00 2,00 30 10 12,00

Resolvendo com auxilio do Solver da planilha Excel obtém-se R = 49,50 e

0 =20,52, com um custo médio total de C, = 120,16.

Observando a solugdo, tem-se By(R) =0,3335 ¢ B>(R + Q) = 0,0002,
indicando que o termo de (B(R) — B»(R + Q)) da expressdo de custo total sofre
pouca influéncia de B>(R + Q), uma vez que seu valor € muito pequeno, cerca de

2185 vezes menor que B>(R).

Da mesma forma, tem-se Bj(R) =0,0969 e B{(R + Q) = 0,0001, indicando
que o termo de (Bj(R) — Bj(R + Q)) da expressdo de custo total sofre pouca
influéncia de Bi(R + Q), uma vez que seu valor é muito pequeno, cerca de 1372

vezes menor que Bi(R).

Exemplo 2.4
Considere os mesmos dados do Exemplo 2.3, com excecdo do custo de falta
k =15,00 e do custo de manter & = 20,00.

D h A 0 o k
200 20,00 2,00 30 10 5,00

Resolvendo com auxilio do Solver obtém-se R = 36,77 ¢ Q = 12,49 com um

custo total de C; = 414,30.

Observando a solugdo, tem-se By(R) =7,4318 e By(R + Q) = 0,3580,
indicando que o termo de (B»(R) — B»(R + Q)) da expressdo de custo total sofre
mais influéncia de B>(R + Q) neste exemplo que para o caso do Exemplo 2.3,

sendo este cerca de 20 vezes menor que B,(R) neste exemplo.

Da mesma forma, tem-se B1(R) =1,4852 ¢ B1y(R + Q) = 0,1033, indicando

que o termo de (Bi(R) — Bi(R + Q)) da expressdo de custo total sofre mais
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influéncia de Bi(R + Q) neste exemplo que para o caso do Exemplo 2.3, sendo

este cerca de 14 vezes menor que B;(R) neste exemplo.

Aproximacao sem o termo B>(R + Q)

Observando os resultados dos Exemplos 2.3 e 2.4 pode-se supor que para
alguns casos os termos B(R + Q) e Bj(R + Q) podem ser considerados

despreziveis.

Em situagdes reais, usualmente é verdade que estes termos podem ser
considerados despreziveis. Isto significa dizer que a probabilidade da demanda
durante o tempo de reposicao ser maior que R + Q € pequena o suficiente para ser
desprezada, conforme dito na Secdo 2.1. Analogamente, nunca devera ser 6timo
um caso em que haja uma probabilidade significativa de que a encomenda nao
seja suficiente para suprir as faltas, a ndo ser que o custo de falta seja muito

pequeno em relacdo ao custo de manter estoque.

z

Portanto, em situagdes préticas, ¢ usualmente uma boa aproximacgdo
desconsiderar B>(R + Q) e Bi(R + Q). Esta aproximacdo € sugerida por alguns
autores; como, p.ex., Nahmias (2005, cap 5), Silver et al. (1998, cap 8) Hadley &
Whitin (1963, cap 4) e Hopp & Spearman (2001, cap 2) . Para esses casos, a

formulacao da aproximacao é:

D D 0 1
CA =—A+k—[B,(R)]+ hi—+R-60+—|B,(R 2.15
o ATk IB® {2 Q[ ( )]} (2.15)

Com esta formulacdo aproximada, é possivel diferenciar em relacdo a R e Q

formando-se um sistema de duas equagdes.

Diferenciando em relagdo a R e Q obtém-se:

oC.
a__ D, iD

0 0 0
dCa, _ kD 0
OR 0O OR

[B, <R>]+§——h2 [B,(R)]
0
(2.16)

B, ) e 2[5, ()
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Pode-se mostrar que:

S B @5, (R)= [ rar=a'0

2 {5.(k))=-5 (R)=—I(x—R)f(X)dx

By(R) € denominada funcdo complementar cumulativa e, para a distribuicao

normal, tem-se que (Zipkin 2000, pg 459).

B,(R) =0 b,(r),

b (r) = [ (= Wp()dz = —r0° )+ o)

Igualando a zero as derivadas (2.16) e substituindo a derivada de Bi(R) e

B>(R) obtém-se as seguintes equagdes:

0=

\/ 2(AD + kDb, (r) + ho b, (r)) 2.17)

h

_ kD®"(r) +hob, (r)
h

0 (2.18)

Infelizmente, neste caso, a aproximagao sem os termos B>(R + Q) e Bi(R + Q) nao
torna o problema facilmente resolvivel com o uso de tabelas e calculadora. Para
que isto seja possivel, é necessaria uma simplificacdo adicional através da
desconsideracdo do termo [B,(R)] da Equacdo (2.15), sugerida por alguns autores

como, p.ex. Hadley & Whitin (1963, pg 162).

Entretanto, como para as Equacdes (2.8) e (2.9), as Equacdes (2.17) e
(2.18), podem ser resolvidas de forma grifica no Excel. Para isto, deve-se plotar
as curvas de Q para diferentes valores de r e encontrar a interse¢cdo das duas
curvas, que € a solucdo das equagdes, ou seja, quando um valor de r fornece um

mesmo valor para Q nas Equacdes (2.17) e (2.18).
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Na Figura 2.5 é apresentado o grafico de r versus Q proveniente das

Equagoes (2.17) e (2.18) aplicadas a este exemplo.

24,0
23,0
22,0
021,0&
e ————
S ———
20,0
19,0
18!O L O ) A R N
O O OO OO0 OO0 OO0 O o o O
N © I 0 O O —~ N OO ¥ 1B © I~
W O BB ®O®HHH DD DD D O
r

Figura 2.5 — Grafico de Q versus r

Observando o grafico da Figura 2.5 verifica-se que a interse¢do das curvas

ocorre para r em torno de 1,950 e Q entre 20 e 21. Pesquisando nas vizinhancgas

deste ponto, obtemos a Tabela 2.4.

Tabela 2.4 — Valoresde re Q

r Eq (2.16) Eq (2.17)
1,9485 20,5699 20,6394
1,9490 20,5649 20,6154
1,9495 20,5599 20,5914
1,9500 20,5549 20,5674
1,9505 20,5499 20,5435
1,9510 20,5449 20,5195
1,9515 20,5399 20,4956
1,9520 20,5349 20,4718
1,9525 20,5299 20,4479
1,9530 20,5249 20,4241
1,9535 20,5199 20,4002
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Observando a Tabela 2.4 e considerando-se como significativas duas casas
decimais, verifica-se que a solu¢do das Equagdes (2.17) e (2.18) ocorre para

r=1,9505 e Q = 20,54. Entao, R = 30+1,9505x10 = 49,51.

Substituindo estes valores de R e Q na Equagdo (2.14) obtém-se o custo

médio total para a aproximacao: C; = 120,16.

Para este exemplo obtém-se os seguintes resultados:

R 0 G
Com Bi(R + Q) 49,50 20,52 120,16
e B)(R+ Q)
Sem Bi(R+ Q) 49,51 20,54 120,16
e B2(R+ Q)

Neste caso, assim como para o Exemplo 2.1, o valor de custo ¢ o mesmo,
considerando-se duas casas decimais o que evidencia que a resolucdo pela féormula

aproximada é satisfatoria.

Caso haja arredondamento para os valores de R e Q, ou seja, no caso do
item ser contabilizado em unidades, os valores seriam idénticos para as duas

solucdes.

Exemplo 2.4 (continuacio)

Para este exemplo obtém-se os seguintes resultados.

R 0 G
Com Bi(R + Q) 36,77 12,49 414,30
e B2(R+ Q)
Sem Bi(R+ Q) 36,41 14,62 415,87
e B)(R+ Q)

Neste caso, como no caso do Exemplo 2.2, existe uma diferenca de lote

6timo Q maior que no Exemplo 2.3. A diferenca percentual entre o custo da
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formulacao sem os termos Bi(R + Q) e B2(R + Q) e o custo da formulacdo com os

termos €:

41587 -41430
415,87

DMP x100% = 0,3775%

Neste exemplo, caso o item seja contabilizado em unidades, poderiam ser
considerados os valores de R = 36 para os dois casos, mas Q seria 12 para a
solugdo encontrada utilizando-se a formulacdo de custo completa e 14 para a

solugd@o aproximada.

Formulacao Simplificada - Padronizacao

Assim como para o caso do modelo com o tipo de falta F1, o modelo com a
falta F2 também € apresentado frequentemente com simplificacdes nos livros,
embora o surgimento da planilha eletronica facilite a sua utilizagdo na forma

completa.

O objetivo aqui € apresentar, como no caso do modelo com falta F1, em
quais casos na pratica ndo é recomendada a simplificacdo das equagdes. Visando
facilitar a analise dos resultados dos diferentes valores das variaveis utilizadas,
busca-se simplificar as equacdes de custo total (C;) de forma que fiquem em
funcdo de menos parametros, ou seja, que fiquem em funcdo de poucos
parametros que sdo na verdade uma relacdo conhecida entre os pardmetros reais

do problema.

C; é funcdo dos parametros D, A, h, k, 0 e 0. Esta formulagdo pode ser
simplificada através de uma transformacdo que envolve as varidveis e 0s
parametros. Tal formulacdo permitird uma melhor avaliacio do desempenho da

aproximacao sugerida.

Da Equagdo (2.14) tem-se que:

_D, D _ Q r_p+ L _
CT—QA+kQ[Bl(R) BI(R+Q)]+h{2+R 49+Q[BZ(R) BZ(R+Q)]}

t

ho,

Seja: ¢, =
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Tem-se entao:

_ D , kD _ h 1@ p gl h L _
,—hGQA+hGQ[BI(R) BI(R+Q)]+M{2+R 6}+hG{Q[BQ<R> BQ(R+Q)]}
Sejam:
2AD
q:g’ e:EOQ: h r=R—0 c g:k_D
o o2 o2 o ho

Foi visto que:

B,(R)=07b,(r), e
B,(R+Q)=0"b,(r+q)

B,(R)=o0b,(r) , e
B/(R+Q)=o0b,(r+q)

Ap6s simplificagdes, tem-se entdo o valor esperado do custo anual total

padronizado.

c, :e—+g+r+l[b2(r)—b2(r+q)]+g(l][bl(r)—bl(r+q)] (2.19)
2g 2 q q

Evidentemente, desconsiderar Bj(R + Q) e B»(R + Q) na Equacdo (2.14)
implica em desconsiderar b;(r + q) € b,(r + g) na Equacgdo (2.19) e a aproximagdo

sugerida fica:
e’ q 1 1
ca, =—+++r+=[b,(r]+ g(_j[l%(”)] (2.20)
2qg 2 q q

Diferenciando em relagdo a r e g e igualando a zero obtém-se as equacdes

equivalentes as Equacdes (2.17) e (2.18).

g =+Je* +b,(r)+2gb,(r) 2.21)
q=gP°(r)+b,(r) (2.22)

Observe nas Equacdes (2.19) e (2.20) que a transformacdo de varidveis e

parametros permitiu formulacdo do custo médio anual apenas em termos de e € g
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Podemos entdo realizar um experimento para observar em que situacdes
(caracterizadas por e e g) a aproximacao da Equacao (2.19) para a Equacdo (2.20)
€ aceitdvel. Para medir a qualidade da aproximagdo vai ser considerada a
diferenca média percentual entre a solucdo com os termos b (r + g) e by(r + g) e a

solucdo sem estes termos. Ou seja,

pMP =4 "5 %100

ca,

Para o experimento, consideram—se valores de e no intervalo de 10°a3e
valores de g entre 5 e 300. O valor de g = 2 foi inicialmente considerado, mas
descartado devido a alguns resultados de r < 0, regido onde C; ndo é convexa.
Além disso, na prética, dificilmente o valor de g serd pequeno, a ndo ser que o
custo de falta k seja pequeno em relacdo ao de manter 4 e a demanda anual D seja

pequena em relagdo ao desvio padrao da demanda no tempo de reposicdo o.

Experimento

Na Tabela 2.5 e no grafico da Figura 2.6 sdo apresentados os resultados do

experimento.
Tabela 2.5 — Resultados do Experimento

e g =300 g =200 g =100 g =80 g =10 g=5
0,001 1,3320 1,4232 1,6121 1,6841 2,8775 3,7280
0,005 1,3195 1,4104 1,5988 1,6706 2,8615 3,7107
0,01 1,2991 1,3895 1,5769 1,6484 2,8350 3,6820
0,05 1,0889 1,1731 1,3485 1,4157 2,5461 3,3643
0,1 0,8275 0,9012 1,0561 1,1160 2,1481 2,9146
0,2 0,4439 0,4948 0,6046 0,6479 1,4486 2,0857
0,3 0,2282 0,2603 0,3317 0,3605 0,9400 1,4407
0,4 0,1153 0,1345 0,1786 0,1968 0,5975 0,9752
0,6 0,0286 0,0349 0,0502 0,0569 0,2334 0,4319
0,8 0,0068 0,0087 0,0136 0,0159 0,0884 0,1859
1 0,0016 0,0021 0,0035 0,0043 0,0325 0,0781
1,5 0,0000 0,0000 0,0001 0,0001 0,0023 0,0079
2 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0001 0,0007
2,5 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000

3 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
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DMP entre os custos com e sem aproximacao
4,0
35 -
3,0
—e— g =300
2,5 1 —=— g =200
o =
S 20 g=100
o A —>—g=80
1,5 m —*—g=10
10 ——Q= 5
05 -
0,0 - = — - -
0 0,5 1 1,5 2 25 3
e

Figura 2.6 - Grafico do Experimento

Observe que os valores de e e g podem ser obtidos em situagdes reais e a

Tabela 2.5 pode ser usada para estimar a DMP através de interpolacao.

A partir da Tabela 2.5 e Figura 2.6, pode-se observar que para valores de e
acima de 1,5 pode-se utilizar a formulag¢do aproximada desconsiderando os termos
em funcdo de (r + ¢), ou seja, a Equacdo (2.20), uma vez que a DMP vai ser
menor que 0,06% para todos os valores de g. Da mesma forma, para valores de g
grandes, acima de 200, a diferenca média percentual (DMP) entre os resultados
com e sem o termo de (r + g) ndo vai ser maior que 1,4% para todos os valores de

e.

Com o experimento, conclui-se que para valores de e = 1,5 considerar a
formula aproximada € aceitdvel. Caso e seja pequeno, e < 1,5, deve-se observar no
gréfico ou na tabela, para os valores de e e de g do problema, qual a estimativa de

DMP para se avaliar se é mais adequado considerar a férmula com ou sem

aproximacao. No caso dos Exemplos 2.3 e 2.4 analisados tem-se:
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Tabela 2.6 — Valores de e e g para os Exemplos 2.3 e 2.4

e g DMP
Exemplo 2.3 1,63 80 0,0001
Exemplo 2.4 0,63 5 0,3950

Analisando os dois casos, percebe-se que a DMP para o Exemplo 2.3 é
praticamente nula, o que sugere que a aproximacdo pode ser bem aplicada para
este caso, conforme ja se podia supor quando foram comparados os resultados
encontrados com e sem a aproximacao. No caso do Exemplo 2.4, a DMP tem um
valor baixo, mas pode ndo ser considerado desprezivel. Neste caso, deve-se
analisar se esta diferenga € significativa ou ndo para o problema real, lembrando
que quando comparados os resultados dos exemplos com e sem a aproximagao foi
encontrada uma diferenca de resultado para o lote 6timo Q, indicando que este
caso possa exigir a utiliza¢do da formulagdo completa, sem a aproximacao.

A diferenca entre os dois exemplos foi a relacdo entre o custo de falta k e o
custo de manter & que estd diretamente relacionado ao valor de g. Sendo assim,
neste caso também a relacdo entre os custos de falta e de manutengdo de estoques

€ importante para avaliar se se deve ou nao utilizar a aproximacao.

2.3 Inclusao da Variabilidade do Tempo de Reposicao no Calculo

Até o momento, para o desenvolvimento do sistema de controle (Q, r), foi
suposto que o tempo de reposicao ¢ € fixo. Neste caso, toda a variabilidade do
sistema estava ligada a demanda. Entretanto, na pratica, o tempo de reposicdo ¢
também pode ter variabilidade. Como exemplo, pode-se citar um fornecedor que
entrega o produto com atraso ou até mesmo antecedéncia em relagdo ao previsto.
O principal efeito da consideracdo da variabilidade do tempo de reposicdao é
aumentar o desvio padrio da demanda durante este periodo ¢. Para incluir esta
fonte adicional de variabilidade no cdlculo, deve-se considerar uma férmula que

incorpore a variabilidade do tempo de reposi¢ao em a.

Para desenvolver esta formula, devem-se considerar algumas notacdes

adicionais:
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L = tempo de reposi¢ao ou lead time (em nimero de periodos), uma varidvel
aleatoria;

¢ =E(L) = valor esperado do tempo de reposi¢do (em nimero de periodos);
op = desvio padrao do tempo de reposi¢ao (em nimero de periodos);

D, = demanda no dia ¢ (em unidades), uma varidvel aleatoria. Supde-se que a
demanda seja estaciondria no tempo, assim D; tem a mesma distribuicdo
para cada dia #; também se assume que as demandas didrias sdo
probabilisticamente independentes;

d = E[D,] = valor esperado da demanda em um periodo (em unidades);

op = desvio padrao da demanda por periodo (em unidades).

Conforme defini¢cdo anterior considera-se X a varidvel aleatéria que
representa a demanda durante o tempo de reposicdo. De acordo com a notacao

acima se pode escrever:

X =

L
t=1

Dt
Uma vez que a demanda didria € independente e identicamente distribuida,

pode-se considerar o valor esperado da demanda durante o tempo de reposi¢cdo

como sendo:

E[X]=E[LIEID,]=/(d =6 (2.23)

O resultado acima € o que se havia utilizado anteriormente, mas um tempo
de reposi¢ao varidvel altera a variancia da demanda durante o tempo de reposicao.

Pode-se demonstrar que (p. ex. Hadley & Whitin (1963, pg 153)):
Var(X) = E[L\Var(D,)+ E[D,’Var(L) = (o, +d’0; (2.24)

Embora as unidades da Equacdo (2.24) parecam inconsistentes, ou seja, 0
primeiro termo aparentemente possui unidades de tempo enquanto o segundo
aparentemente possui unidades de tempo ao quadrado, ambos os termos siao
igualmente adimensionais. O motivo disto é que L € definido como uma varidvel
aleatdria representando o nimero de periodos (grandeza adimensional) a ndo os

proprios periodos (dimensdo tempo), ndo sendo a média e a variancia de L
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necessariamente valores inteiros, enquanto cada ocorréncia de L deve ser um valor
inteiro. Desta forma, pode-se observar um tempo de reposi¢ao de 5, 6 ou 3 dias,
resultando em uma média de 4,67 dias, mas ndo se pode observar 0,71 ou 0,86 ou
0,43 semanas e calcular a média. Entao o desvio padrdo da demanda no tempo de

reposicao é:

o= WVar(X) =lc? +d*c? (2.25)

Sendo assim, para incluir a variabilidade do tempo de reposi¢do no calculo
deve-se apenas considerar o novo o encontrado na Equacdo (2.25) e usa-lo nos

modelos das Secdes 2.1 e 2.2
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