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1
Introducao

Sistemas fisicos sao de natureza nao-linear. Os problemas lineares sao casos
particulares dos nao-lineares e, portanto, a aplicabilidade da solucao nestes
casos é limitada. Em engenharia, muitas vezes, essas condicoes particulares
nao se aplicam e o problema é entao formulado para um caso mais geral, o que
conduz a equacoes diferenciais nao-lineares.

Em engenharia de estruturas, as nao-linearidades podem ser de natureza
fisica, quando o material nao possui uma relacao linear entre tensoes e
deformacoes, ou geométrica, quando o material se comporta linearmente mas
os deslocamentos da estrutura nao seguem uma lei linear. As nao-linearidades
podem ser de origem elasticas, inerciais, ou dissipativas e geralmente sao
aproximadas por polindmios que podem conter termos quadraticos e cibicos
ou de ordem superior.

Em estruturas sujeitas a grandes deslocamentos e pequenas deformagoes,
geralmente apenas os efeitos da nao-linearidade geomeétrica sao considerados.
No estudo do movimento de uma viga plana, por exemplo, se a discretizacao
contemplar um tnico grau de liberdade e considerando certas simplificacoes,

se chega a uma equacao de movimento do tipo Duffing,
i+ wo'r + B’ = F(t) (1-1)

Em vibracoes, a analise da resposta permanente de sistemas sob a acao
de cargas harmonicas recebe uma atengao especial. Sabe-se que sistemas nao-
lineares comportam-se diferentemente de sistemas lineares. Miltiplas solucoes,
pontos de bifurcacao, onde a resposta qualitativamente sofre mudancas brus-
cas, respostas com periodo diferente ao da excitacao, sensibilidade as condicoes
iniciais, ressonancias super e sub-harmonicas, sao alguns dos fené6menos pre-
sentes em sistemas nao-lineares que vém sendo amplamente estudados nas
ultimas décadas.

Os fendémenos que ocorrem em sistemas nao-lineares tornam-se mais fa-
ceis de serem visualizados quando uma analise paramétrica é realizada. Na

analise paramétrica um determinado parametro é escolhido como parametro
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de controle. Geralmente adota-se a amplitude ou a freqiiéncia da excitacao
como parametros de controle, e os demais parametros do sistema sao mantidos
constantes enquanto que o parametro de controle é lentamente modificado.
Isto fornece ao projetista um completo entendimento do que pode ocorrer com
o sistema quando se varia determinado parametro. Se algumas propriedades
do sistema forem utilizadas como parametro de controle, pode-se encontrar
uma faixa segura em que a excitagdo, ao variar, nao ird provocar uma resposta
cadtica ou com grandes deslocamentos. Sendo assim, a andlise paramétrica
busca revelar a faixa de valores que determinados parametros podem assumir,
sem que o sistema apresente vibracoes com amplitude excessiva ou sensibili-
dade as condicgoes iniciais.

Segundo Ren (1995)[2], as analises paramétricas sdo comumente realizadas
pela integracao no tempo, que ¢ menos atraente devido ao seu alto custo
computacional. Para Lau e Yuen (1993)B| a analise no tempo ¢ ineficiente em
estudos parameétricos e extremamente lenta para pequenos amortecimentos.
Para Xu et. al. (2003)[4], ela consome muito tempo, principalmente quando a
taxa de convergéncia é lenta.

Para uma equacao diferencial nao-linear, dificilmente é possivel obter uma
solugdo analitica exata. Segundo Mickens (1984)F], exceto em casos especiais,
solucoes fechadas nao existem. Geralmente, a tnica forma de obter a solucao
exata ¢ através da integracao numérica das equacoes diferenciais no tempo,
mas apenas respostas estaveis sao obtidas, e algoritmos especiais, tais como
o método da continuacdo ([6],[7]), devem ser usados para se obter trajetorias
instaveis.

Felizmente, existem varios métodos aproximados para resolver uma equacao
diferencial nao-linear, que resultam em solucoes analiticas aproximadas.
Dispondo de uma solucao analitica, a analise paramétrica torna-se mais simples
e rapida. Segundo Lewandoeski (1992)R]|, os métodos mais populares sao os
métodos de perturbacdo e o método do Balango Harménico (Harmonic Balance
Method - HBM). Dentre os métodos de perturbagao pode-se considerar como
mais populares os métodos de Lindstedt-Poincaré (LP), Krilov-Bogoliubov-
Mitropolki (KBM) e Multiplas Escalas (Method of Multiple Scales).

Uma outra razao para dar preferéncia a uma solucao analitica frente a uma
numérica é que, como mostrado por Tongue (1987)B], uma escolha indevida do
tamanho do passo de tempo na integracao numeérica pode conduzir a resultados
espurios. Através de mapas de Poincaré, Tongue mostra um exemplo em que o
movimento pode ser erroneamente classificado como caético quando se utiliza
um determinado At e corretamente classificado como de periodo cinco quando

se utiliza um At quatro vezes menor.
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Apesar das vantagens dos métodos analiticos em relacdo aos métodos
numéricos, eles nao fornecem solucoes cadticas ou quasi-periddicas, mas so-
mente solugoes periddicas.

O HBM ¢, sem duvida, o método mais utilizado. Ele possui a forma mais
simples de aplicacao, e apresenta resultados precisos. Assim como no método
de Galerkin-Urabe, escreve-se a solucdo permanente em uma série de Fourier.
O 1nico inconveniente é definir quantos termos sao necessarios para uma boa
aproximacao. Geralmente poucos termos sao necessarios. Porém, a quantidade
de termos presentes altera qualitativamente a solucao, como alertado por Leung
(1991)[10]. De acordo com Leung (1990)[11], se um namero insuficiente de
harmonicos for utilizado, pode-se obter resultados incorretos, e, se um nimero
excessivo for usado, o custo computacional é desnecessariamente aumentado.
Leung afirma que o nimero de harménicos presentes na solucao aproximada
deve atender a dois critérios: completabilidade e balanceabilidade. A condicao
de completabilidade obriga que todos os harmonicos da expansao de Fourier
necessarios sejam considerados. Assim, na anélise de uma ressonancia sub
ou superharmonica de ordem p, a solucao aproximada deve conter o termo
constante e o p-ésimo harmonico, totalizando p + 1 termos. A condicao de
balanceabilidade diz respeito a importancia dos harmonicos nao considerados.
Como a solucao encontrada é aproximada, ela produz um residuo quando
inserida na equacao diferencial do problema. Os residuos dos harmoénicos nao
considerados devem ser pequenos.

Segundo Hassan e Barton (1995)[12], encontrar a “mistura” de harmonicos
que conduz a resultados qualitativamente corretos é algo complicado. Quando
poucos harmonicos sao utilizados, as seguintes falhas, que também sdo apon-

tadas por Rapp e Mees (1977)[13], podem ocorrer:

— falha por nao prever a existéncia de certas solucoes periddicas;

— falha por prever solucoes periddicas que nao existem;

Uma critica que é feita ao HBM é que é necessario conhecer a priori
quais harmonicos devem ser incluidos na anélise. O conhecimento a priori
dos harmonicos que deverao estar contidos na solucao aproximada é fornecido
pelas nao-linearidades do problema, pela excitacao, e pela presenca ou nao
do amortecimento. Lau et. al.(1990)[14] apontam que, para encontrar uma
solucao satisfatoria, o residuo correspondente aos harmonicos utilizados deve
ser estimado, mas também o residuo correspondente aos harmonicos de mais
alta ordem nao incluidos deve ser controlado.

Lau et. al.(1983)[15] citam ainda que a formulagdo do HBM é muito

tediosa se o sistema nao-linear possuir muitos graus de liberdade e com
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altos harmonicos sendo considerados. Segundo estes autores, uma alternativa
para contornar estes problemas seria a formulacao incremental do método do
Balanco Harmonico (IHBM), que é mais simples e economica porque apenas
equagoes linearizadas sao criadas e resolvidas em cada passo. Segundo Lau
et. al.(1991)[16], sempre que houver necessidade de aumentar a precisao da
solucao, o sistema linearizado permite inserir mais harmoénicos na aproximacao
em curso de uma forma bastante simples. Mas, segundo Ferri, [[7], o IHBM é na
verdade o HBM executado na ordem inversa. No HBM, a solucao aproximada
é inserida na equacao diferencial e um sistema de equacgoes algébricas nao-
lineares é obtido e resolvido, aplicando-se Newton-Raphson. No THBM, o
primeiro passo ¢ a expansao da equacao diferencial nao-linear em séries de
Taylor. Em seguida, os termos de mais alta ordem sao desprezados e a solucao
aproximada é inserida na equagao diferencial. Os harmoénicos sao coletados ou
o método de Galerkin é aplicado para minimizar o residuo. Assim, chega-se
ao mesmo sistema linear que seria obtido ao se aplicar Newton-Rapshon ao
sistema nao-linear obtido com o HBM.

Sistemas nao-lineares sujeitos a cargas harmonicas podem apresentar diver-
sas solucOes estaveis para certos parametros. A resposta que o sistema, iré apre-
sentar depende das condicoes inicias do problema. De acordo com Lewandoeski
(1997)[18], a parcela permanente dessas respostas pode ser harmonica, sub-
harmonica, superharmonica, quase periddica ou cadtica. Quando uma solucao
aproximada é encontrada, é necessirio determinar sua estabilidade, pois os
métodos aproximados, com excecao da integragao numeérica, fornecem tanto
solugoes estaveis quanto instaveis. Segundo Hassan (1996)[[9], dependendo do
grau de aproximacao da solucao aproximada, a andlise da estabilidade pode
conduzir a resultados incorretos ou interpretacoes erradas.

Para determinar a estabilidade de uma solugao periddica, inicialmente
aplica-se uma pequena perturbacao a esta solugcao e em seguida a solucao
perturbada ¢ inserida na equagao nao-linear do problema, o que conduz a uma
nova equacao, tendo agora como variavel dependente a perturbacao. Esta nova
equacao ¢ linearizada para poder fazer uso da teoria de Floquet de sistemas
lineares. Se a perturbacao crescer exponencialmente ao longo do tempo, o
sistema é instavel. Se a perturbacao tender a zero com o passar do tempo,
entao o sistema é assintoticamente estavel. A equacao diferencial linearizada
apresenta coeficientes variaveis no tempo (equacao de Hill). Transformando a

equacao de Hill em um sistema de equacoes de primeira ordem do tipo,

o= A(t)d (1-2)
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Resolvendo o sistema (I=2)) via integragao numérica, ou por aplicagao de
qualquer método aproximado, para diferentes condicdes iniciais ortogonais,
constroéi-se uma matriz de solugoes, cujos autovalores sao chamados de multi-
plicadores de Floquet e identificam o comportamento da perturbacao ao longo
do tempo.

Varios autores ja compararam métodos de solucoes aproximados. Hamdan
(2001)[20] comparou o MMS com o HBM. Ele mostra que o MMS falha para
amplitudes relativamente pequenas nos casos de forte nao-linearidade. Hassan
(1995)[21] mostra que algumas solugoes de segunda ordem determinadas pelo
MMS na realidade nao existem. Hamdam e Burton(1993)R2] apresentam duas
deficiéncias dos métodos de perturbacao em relagcao ao HBM. Uma delas é
que os métodos de perturbacao podem nao convergir para certos valores dos
parametros. Assim, adicionando mais termos & solucao aproximada, pode-
se piorar quantitativamente o resultado. A outra é que, ao adicionar mais
termos & solucao aproximada, o HBM acomoda mudancas qualitativas na
resposta devido ao acoplamento das equacgoes, enquanto que nos métodos
de perturbacao, o comportamento qualitativo das solucoes de baixa ordem
¢ mantido ao se adicionar mais termos.

Vérios autores comentam que os métodos de perturbagao s6 podem ser
aplicados quando as nao-linearidades sao pequenas, Bl 3, 8, [12] 14l 22| 23] 4.
Porém, a definicao de pequena nao-linearidade nao é algo simples, sendo
preferivel que estes métodos sejam evitados ou comparados com integracao
numérica, pois pode-se obter solucoes quantitativamente e qualitativamente
incorretas caso a nao-linearidade seja na verdade uma nao-linearidade mode-
rada ou se a amplitude dos deslocamentos for relativamente grande. E prefe-
rivel utilizar uma técnica geral e que apresente resultados precisos, tal como
o HBM. Conforme Lau e Yuen (1993)B], um engano comum é considerar a
nao-linearidade pequena quando de fato ela nao é.

Os métodos mencionados anteriormente tém sido amplamente aplicados a
anélise de sistemas dinamicos com nao-linearidades quadraticas e cabicas (f,
[24]). Entretanto, muitos sistemas fisicos podem ser modelados de uma forma
mais precisa por nao-linearidades nao-polinomiais, tais como nao linearidades
fracionarias e nao-linearidades descritas por fun¢oes transcendentais tais como
as fungoes trigonométricas e hiperbélicas. Entretanto, a aplicagao dos métodos
classicos a estes sistemas é bastante complexa (R3], [1]), exigindo grande
manipulagao algébrica, ou mesmo impossivel. Um dos objetivos desta tese é

apresentar alguns métodos capazes de resolver esta classe de problemas.
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1.1
Conceitos Basicos em Oscilacées Nao-Lineares

Uma equagao diferencial e as condicoes iniciais associadas definem o que é
chamado de problema de valor inicial (PVI). O ntmero de condigoes iniciais
necessarias para definir a unicidade da solugao é igual a ordem da mais alta
derivada presente na equacdo diferencial. Elas envolvem a fungao e suas(n—1)
primeiras derivadas.

Ao contrario de sistemas lineares, sistemas nao lineares geralmente nao
apresentam solucoes analiticas exatas. O método aproximado mais utilizado
para se resolver equacgoes diferenciais nao-lineares ainda é a integracao
numérica devido a sua precisao. Na integracao numérica, cada PVI é re-
solvido separadamente ao se integrar as equacoes diferencias numericamente
no dominio do tempo. A integracao numérica é realizada atribuindo-se um
valor pequeno para o passo de tempo e novas configuracoes de deslocamento e
velocidade sao obtidas ao final de cada passo de tempo.

A nao-linearidade mais simples é a cubica, presente na equacao de Du-
ffing, (I=1)). A presenca do parametro [ faz com que o sistema mude sua fre-
qiiéncia natural em funcao da amplitude dos deslocamentos. Em problemas
lineares, a freqiiéncia natural é uma caracteristica do sistema, mas em pro-
blemas nao-lineares ela depende da amplitude dos deslocamentos e do tipo de
nao-linearidade. A figura[lT] exibe a relagao entre a freqiiéncia da resposta e
o deslocamento inicial para diferentes valores do parametro nao-linear § em
[I=1). E possivel observar que, quando o parametro de nio-linearidade é ne-
gativo, um acréscimo no deslocamento produz um decréscimo na freqiiéncia
da resposta, conseqiientemente diz-se que ocorre uma diminuicao na rigidez do
sistema. Quando (3 é positivo, hd um ganho no valor da rigidez e o conseqiiente
aumento na freqiiéncia natural toda vez que o deslocamento cresce.

O mesmo fendmeno é ilustrado na figurall.2] onde pode-se observar, através
da resposta no tempo, a diminui¢cao no periodo da resposta a medida em que
crescem o parametro de nao-linearidade e a condicao inicial de deslocamento.

Como a resposta no tempo de um sistema nao-linear sob vibracgao livre
nao pode ser representada por um tnico harmoénico, mas sim, por uma série
de Fourier que contém infinitos harmonicos, é de se esperar que em sistemas
forcados pouco amortecidos, a curva de ressonancia apresente diversos picos,
pois a freqiiéncia da excitacao pode ser igual a qualquer miltiplo de freqiiéncia
presente na série de Fourier da resposta em vibracao livre. Vale lembrar que

no caso linear, s6 h4 um pico na curva de ressonancia, que acontece quando
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Figura 1.1: Relagao freqiiéncia-deslocamento inicial, eq. ([=I]), sendo wy = 1 e
F(t)=0.0,8=0,+08>0,0,3<0.

Figura 1.2: Oscilagao livre nao-amortecida, eq. (1), wo = 1 e F(t) = 0. [,
ro=1ef=0;+20=1ef=1,0,20=1,0e =1

hé igualdade entre as freqiiéncias excitadora e fundamental.

Na anélise de sistemas nao-lineares for¢cados, a curva de ressonancia sofre
um dobramento, fazendo com que seja possivel se ter mais de uma solucao
para determinados parametros. Além disso, a auséncia de amortecimento nao
implica em deslocamentos infinitos para freqiiéncias de excitagao bem préximas
a freqiiéncia natural. Considerando a equagao de Duffing for¢ada, eq. [[=1]), um
[ positivo provoca um comportamento do tipo hardening, em que h& ganho

de rigidez com o aumento dos deslocamentos, e 3 negativo faz com o sistema
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perca rigidez & medida que os deslocamentos aumentam (softening), ou seja, é
o mesmo comportamento do problema de vibracao livre. Isto ocorre porque a
excitacao é, na verdade, uma perturbacao imposta a solucao livre. Portanto, a
solucao forcada deve ficar proxima a solugao livre, como mostra a figura[l.3]
onde trés curvas de ressonancia sao apresentadas. Para os casos nao-lineares,
as respectivas solucoes em vibracgao livre sao exibidas em linha tracejada.

3 —

Xmax T

Figura 1.3: Curvas de ressonancia para diferentes valores de nao-linearidade

do problema (I=I]).

Uma ferramenta muito importante numa analise temporal foi desenvolvida
por Henry Poincaré. Chamada de mapeamento de Poincaré, ela mostra o fluxo
da solucao no espaco de fase. Esta técnica consiste em verificar a posicao
e velocidade dos n graus de liberdade em intervalos de tempo igualmente
espacados. O intervalo de tempo corresponde ao periodo da excitacdao ou entao
a um multiplo dela.

O niimero de pontos no mapa de Poincaré da solucao permanente de um
sistema forcado revela a periodicidade da resposta. Quando os pontos presentes
no mapa de Poincaré se repetem, eles sao chamados de pontos fixos e a resposta
é periddica, quando h4 um nimero infinito deles, a resposta pode ser cabtica
ou quase-periodica.

Caos é o nome dado ao tipo de comportamento que alguns sistemas
deterministicos nao-lineares podem apresentar. Sistemas desse tipo apresentam
uma grande sensibilidade a mudangas nas condicoes iniciais. Visto que erros
em medicoes do estado inicial de um sistema sempre podem ocorrer, a
previsibilidade destes sistemas é muito dificil. A figurall.4l exibe um caso de
sensibilidade as condicoes iniciais, onde a diferenca entre as condigoes iniciais

é le-5 no deslocamento.
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Figura 1.4: Respostas caoticas. Condigoes iniciais: O, (1;0); +, (0,99999;0).
(a) Instantes iniciais; (b) Intervalo de tempo mais distante do instante inicial.

O mapeamento de Poincaré obtido por integracao numeérica fornece ape-
nas os pontos fixos associados as trajetorias estaveis, ja que as trajetorias
instaveis nao sao solugoes possiveis na integracao numérica. Como mostrado
por Gongalves e Machado (1995)R6], através de um mapeamento do espago
de condigoes iniciais associado ao método de Newton-Raphson e integracao
numérica, é possivel obter os pontos fixos associados a trajetorias estaveis e
instaveis. Os pontos fixos instaveis sao importantes pois suas variedades es-
taveis definem as fronteiras das bacias de atracao das respostas estaveis. A
classificagao da estabilidade de um ponto fixo pode ser feita utilizando inte-
gracao numeérica: se um possivel ponto fixo estavel for tomado como condicao
inicial, ap6s um certo ntimero de periodos, a resposta deve retornar a este
mesmo ponto, caso contrario o ponto fixo é na verdade instéavel.

A medida que um parametro do problema é variado, mudancas qualitativas
no comportamento do sistema podem ocorrer. Quando isto acontece diz-
se que o sistema sofreu uma bifurcacao. Se o parametro de controle for
a amplitude do carregamento, por exemplo, o valor da carga que faz o
sistema atingir o ponto de bifurcacao é chamado de carga critica dinamica. A
figura[l.5(a)] apresenta um diagrama de bifurcagao, onde o eixo vertical contém
a coordenada de deslocamento do ponto fixo, tal como apresentado por Van
Dooren e Janssen(1996)27], enquanto que na figura[Ll.5(b)] tém-se a amplitude
maxima dos deslocamentos. A figura[LLfl exibe o diagrama de bifurcacao em
3d, o que da uma idéia de como ocorre a variacao da posicao dos pontos fixos

no mapa de Poincaré.
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Figura 1.5: Z+x+a® = 3+ F} cos t: (a) Diagrama de Bifurcagao; (b) Amplitude
maxima.

F,

Figura 1.6: Diagrama de Bifurcacao em 3d.

1.2
Objetivos

No estudo de oscilagoes nao-lineares de sistema dinamicos descritos por
equacoes diferenciais ordinarias no tempo, ou se obtém uma resposta por
integracao direta das equacoes diferenciais, ou se usam métodos aproximados
que permitam obter solugoes analiticas para as equagoes de movimento.

O objetivo deste trabalho é o de comparar os métodos aproximados mais
utilizados e propor duas novas metodologias para andlise de sistemas dinami-

cos nao-lineares que permitem a analise de sistemas com nao-linearidades mais
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gerais, diferentemente dos métodos classicos que sao preferencialmente utiliza-
dos nas andlises de sistemas com nao-linearidades polinomiais. Para comparar
os métodos aproximados, tomou-se a equacao de Duffing por ser esta, muito
utilizada para representar de forma aproximada estruturas tais como porticos,
vigas, arcos, placas, etc.

Como um segundo objetivo deste trabalho, tem-se a automacao dos méto-
dos classicos mais utilizados, o que permite obter aproximagoes de ordem ele-
vada para problemas que apresentem um alto grau de nao-linearidade. De
forma um pouco diferente da automacao em algebra simboélica em Maple apre-
sentada por Nayfeh e Chin (1999), [28], alguns dos métodos automatizados em
Maple possuem a finalidade de gerar um arquivo de saida em linguagem C-++-,
para que a solucao do problema faca parte de um programa independente que
faz a analise paramétrica a partir de um arquivo de entrada de dados. Assim,
nos programas em Maple os inicos dados de entrada sao a equacao e a ordem
da solucao desejada, enquanto que nos programas em C-++ os dados sao os
valores dos parametros e a faixa de valores e o incrementos dos parametros
que serao variados na analise. No anexo A tem-se a automatizacao do método

de Lindsted-Poincaré modificado.

1.3
Novos Métodos Propostos

No primeiro método proposto, a solucao aproximada da equacao de movi-
mento é escrita em um série de poténcias de t. Os coeficientes da série sao
determinados igualando as derivadas da solugao em série, avaliadas no instante
inicial, com a solucao exata desconhecida e suas derivadas, também avaliadas
no instante inicial. Isto faz com que a solucao em série de poténcias assuma a
forma da série de Taylor da solucao exata, com centro em torno do instante ini-
cial, onde os dois primeiros coeficientes sao as condicoes iniciais do problema.
Os demais termos da série contém derivadas de mais alta ordem da solugao,
que sao obtidas a partir da equacao diferencial.

A medida que mais termos sdo adicionados a série, maior é o intervalo de
tempo em que a aproximacao e a solucao exata sao coincidentes, pois ap6s um
determinado instante, as poténcias de t presentes na solucao em série fazem
com que a aproximagao divirja. Se a solucao em série possuir um ntimero de
termos que garanta a convergéncia dentro de um intervalo, no minimo, igual
ao periodo da solucao exata, entao se pode utilizar a solucao em série para

escrever que as condicoes iniciais de deslocamento e velocidade se repetem
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ap6s um periodo de tempo T', ou seja,

permitindo se determinar a freqiiéncia da resposta, no caso de vibracao livre,
ou, no caso de vibracao forcada, as coordenadas do ponto fixo, associado ao
instante inicial, da solugao periédica.

Geralmente as energias cinética e potencial, utilizadas para se escrever as
equagoes de movimento, apresentam alguma simetria. Esta simetria é refletida
no espaco de fase da solucao, o que permite se avaliar as solucoes em série em
instantes menores que 7', o que aumenta a precisao dos resultados obtidos para
a freqliéncia da resposta, no caso de vibracao livre, e coordenadas do ponto
fixo, no caso de vibracao forcada, alem do que, diminui o nimero de termos
necessarios na série, ja que nao é mais necessario que a solucao em série seja
coincidente com a solucao exata ao menos durante um periodo da resposta.

No segundo método, a solugao aproximada é escrita em série de Fourier
e as equacoes sao obtidas da mesma forma com que sao obtidas as equacoes
utilizadas para determinar os coeficientes da série de poténcias do primeiro
método. Isto é, a solucao exata desconhecida e suas primeiras derivadas,
avaliadas no instante inicial, sao igualadas com a solucao aproximada e suas
primeiras derivadas, também avaliadas no instante inicial. As n primeiras
equacoes sao utilizadas para escrever um sistema linear que fornece asn
amplitudes dos harmonicos. A freqiiéncia da resposta, no caso de vibracao
livre, ou as coordenadas do ponto fixo, no caso de vibracao forcada, sao obtidas
resolvendo as equacoes restantes, isto é, a partir da equacaon + 1 em diante.
Estas equacoes adicionais também sao nao-lineares e por isso sao resolvidas

iterativamente.

1.4
Histérico

Nesta segao apresenta-se um historico das pesquisas em métodos de solugoes
analiticas para sistemas nao-lineares com énfase nas contribuigoes que foram
consultadas durante este trabalho.

Os métodos aproximados permitem obter solucoes analiticas para as
equacoes de movimento que podem ser usadas com eficiéncia em uma analise
paramétrica. Quanto aos métodos aproximados, temos basicamente duas

grandes familias: (1) os métodos de perturbagao, tais como o MMS, LP, KBM,
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dentre outros, e (2) métodos que independem de um parametro de perturbagao,
como, por exemplo, o HBM e de Galerkin-Urabe.

Segundo Sanchez (1996)29], os primeiros esfor¢os para determinacao de
uma solucao analitica para uma equacao nao linear foram feitos por Euler em
1772, descritos em um trabalho de 775 paginas sobre o movimento lunar (B0]).
Ele expandiu as coordenadas da lua numa série de poténcias de excentricidades
da orbita da lua em torno do sol e da inclinacao de sua orbita (B1]).

Segundo Hagedorn(1984)[32], foi na mecénica celeste onde os métodos
de perturbacao foram utilizados pela primeira vez. As solugoes continham
termos que cresciam indefinidamente com o tempo, e esses termos passaram
a ser chamados de termos seculares. Giorgilli (1998)B3| comenta que os
termos que possuem coeficientes ¢, t2,..., sdo tradicionalmente chamados de
termos seculares porque nos movimentos dos planetas eles corresponderiam as
diferencas das o6rbitas e da posicao dos eixos, que sao observados pela medicao
ao longo de alguns poucos séculos, em relacao a teoria de Kepler. Em 1882,
o astronomo Lindstedt desenvolveu uma técnica que evitava o surgimento
de termos seculares na solucao. Ele percebeu que a freqiiéncia do sistema
era afetada pela amplitude do movimento e entao resolveu escrevé-la em um
série de poténcias da perturbagdo. Mais tarde, Poincaré (1892) provou que a
expansao obtida por Lindstedt era assintotica e hoje o método geralmente é
chamado de Lindstedt-Poincaré. Segundo Nayfeh (1973)B4|, Bohlin (1889) e
Gyldén (1893) também desenvolveram técnicas para evitar o surgimento de
termos seculares.

Segundo Roy (1994)[35], o método devido a Krylov e Bogoliubov é na
verdade, a forma moderna do método da média (Averaging Method). De acordo
com Nayfeh [34], Krylov e Bogoliubov desenvolveram a técnica em 1947. Ela foi
depois ampliada por Bogoliubov e Mitropolski em 1961 e extendida a solucoes
nao estacionarias por Mitropolski em 1965, desde entao o método é chamado
de Krylov-Bogoliubov-Mitropolski (KBM).

O MMS [34, 36], 29] surgiu durante a década de 60. Nayfeh tem contribuicao
destacada no desenvolvimento do método. Em um de seus livros sobre métodos
de pertubagao (vide [34]), ele faz um apanhado contendo iniimeros problemas
que foram tratados com o MMS. Hassan (1997)B7] mostra que os resultados
obtidos pelo KBM e o MMS sao idénticos para qualquer ordem de aproximacao.
Ele d& preferéncia ao KBM, por apresentar algumas vantagens na manipulacao
algébrica.

Urabe e Retter (1966)[38| apresentam véarios exemplos numéricos resolvidos
com o método hoje denominado Galerkin-Urabe. Eles afirmam que aproxima-

coes com 15 a 20 termos apresentam resultados suficientemente precisos e de-
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senvolvem um método para estimar o erro da solucao aproximada. Utilizando
a equacao de Van Der Pol harmonicamente forcada, eles mostram que, para
certos valores dos parametros, a primeira aproximacao dada pelos métodos
de perturbacgao nao apresenta bons resultados mesmo para a determinagao da
existéncia e estabilidade da solucao perioddica.

Rapp e Mees em 1977[13] apresentam um exemplo em que o HBM apresenta
solugoes espirias. Eles apontam que o HBM é provavelmente a técnica mais
utilizada no estudo do comportamento de ciclos limites e também sao citados
alguns exemplos, de décadas anteriores, em que o HBM falha por nao prever
a existéncia de solucoes periodicas.

Nayfeh (1983)[39] estudou a resposta de uma equagdo que governa um
problema de uma bolha de gas imersa em um liquido, sujeita a um campo
de som harmonico. A equacao possui nao-linearidades quadréticas e ctbicas.
Utilizando uma aproximacao de segunda ordem no MMS, ele encontra as
solucoes permanentes corretas e determina sua estabilidade.

Atadan e Huseyin (1984)[40] apresentaram um método de analise que é
um misto de perturbacao e balanco harmonico. A solucao é escrita como um
somatorio de harmonicos em que a freqiiéncia e a amplitude sao funcoes de
um parametro de perturbacao. Os autores afirmam que, com o método, evita-
se o perigo de omitir qualquer contribuicao importante dos varios harménicos
de uma aproximagao e, para comprovar a eficiéncia do método, utilizam um
exemplo bem conhecido em que a solucdo da equacao de Duffing com nao-
linearidades quadratica e ctbica é inicialmente considerada como tendo um
tnico harmonico.

Bajkowski e Szemplinska-Stupnicka (1986), 1], estudaram em sistemas de
dois graus de liberdade os efeitos da ressonéncia interna, segunda freqiiéncia
natural de vibracao sendo trés vezes maior que a primeira freqiiéncia natural
(wo2 = 3wpl). Foram utilizados 0 método da média e o método de Ritz. Eles
mostram que o método da média falha ao prever o comportamento do sistema,
enquanto que o método de Ritz produz resultados precisos.

Bajkowski e Szemplinska-Stupnicka (1986), 2], estudaram respostas caoti-
cas da equacao de Duffing amortecida e com nao-linearidades quadraticas e
cibicas. Eles mostram que o movimento cabdtico aparece na vizinhanca da
regiao proxima ao limite de estabilidade da primeira ressonancia subharmonica.
Eles utilizaram o HBM com um nimero minimo de harmoénicos na expansao.

Nayfeh e Zavodney (1986)43| utilizaram o MMS para construir uma
expansao de primeira ordem de um sistema de dois graus de liberdade com nao-
linearidades quadraticas. Eles estudaram a ressonancia interna nos casos em

que a segunda freqiiéncia natural é duas vezes maior que a primeira freqiiéncia
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natural, sendo que a freqiiéncia da excitacao era dada pela soma das duas
freqiiéncias naturais e também igual a primeira freqiiéncia. Eles mostram que
os resultados descrevem qualitativamente a resposta exata para os parametros
escolhidos, porém quantitativamente ocorre um erro de66% na amplitude do
deslocamento da segunda coordenada.

Leung e Fung (1989)[44] aplicaram o IHBM para obter regides cadticas.
A estabilidade das solucoes foi determinada através da aplicacao da teoria de
Floquet e os diagramas de bifurcagao foram obtidos descartando-se os ramos
instaveis. As regioes caoticas foram entao determinadas como sendo os trechos
com auséncia de solugoes periddicas estaveis de alto grau. O movimento cadtico
destas regioes foi entao confirmado pela integragao numérica. Uma vantagem
de utilizar o critério da estabilidade das solucoes periddicas obtidas pelo HBM
para definir as regides caodticas é que, como mostrado por Tongue (1987)p],
uma escolha indevida de um passo de tempo na integracao numérica pode
conduzir a resultados espturios com respeito a existéncia ou nao de solugoes
caodticas.

Nayfeh et. al. (1989)[45] estudaram a equacdo de Duffing com nao-
linearidades quadraticas e cibicas. Uma expansao de segunda ordem foi uti-
lizada e levou ao mesmo ntimero de solugoes estaveis obtidas por integracao
numérica. Como observado por eles, as solucoes aproximadas tornavam-se mais
imprecisas a medida em que se aumentava a nao-linearidade.

Laurence e Cartee (1990)[46] estudaram o escape de um vale potencial da
equacao de Duffing com nao-linearidade ctibica. Eles compararam os resultados
dos métodos aproximados: MMS (aproximagao de segunda ordem) e do HBM
(aproximacao de primeira ordem). Eles afirmam que, para propostas praticas,
a solucao contendo apenas um tnico harmonico no HBM conduz a uma boa
estimativa do valor do parametro que causara o escape.

Lau et. al.(1990), [14], aplicaram o IHBM a sistemas tipo Duffing com
nao-linearidades ctbicas. Um método incremental de comprimento de arco foi
utilizado para tracar as curvas de respostas automaticamente e a estabilidade
das solucoes periddicas encontradas foram determinadas através do método de
Hsu.

Lau et. al.(1991)[T6] analisaram um sistema de um grau de liberdade
sujeito a uma excitacao periddica com o IHBM. Todas as possiveis ressonancias
harmonicas, subharmonicas e superharmoénicas foram encontradas. Os pontos
de bifurcacao também sao encontrados e os resultados sao comparados com a
literatura.

Lewandoeski (1992)[8] combinou elementos finitos e o HBM. Ele apresenta

uma formulacao baseada no Lagrangiano total para o comportamento elastico
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de um elemento sujeito a grandes deslocamentos e pequenas deformacoes.
As equacoes de movimento sao obtidas seguindo a metodologia usual do
Método dos Elementos Finitos e a solugao no tempo é assumida ser uma
série de Fourier. Entao aplica-se o HBM para se obter o sistema de equacgoes
nao-lineares. As poténcias e produtos trigonométricos sao transformados em
somatorios de harmonicos.

Hamdan e Burton (1993), [22], utilizaram o HBM para estudar as respostas
permanentes de um oscilador de Duffing. Através de diagramas de bifurcacao,
eles demonstram que assumir a solucao aproximada com dois harmonicos pro-
duz resultados qualitativamente diferentes dos obtidos com uma solugao con-
tendo um tnico harmoénico. Eles também comparam os resultados numéricos
e da solugao com dois harmonicos com a solucao de segunda ordem dada pelo
MMS modificado, apresentado por Burton e Rahman |7)]. Eles afirmam que o
MMS diverge do verdadeiro comportamento da resposta, e, além disso, apre-
senta resultados piores que os dados pela aproximacao de primeira ordem deste
mesmo método.

Hassan (1995)[21] comparou as aproximagoes de primeira e segunda ordem
dadas pelo MMS e o método da expansao da freqiiéncia amortecida. Ele mostra
que ambos os métodos apresentam solucoes estranhas para a expansao de
segunda ordem. Hassan ainda afirma que a razao pela qual o HBM apresenta
resultados mais precisos para uma regiao bem maior dos parametros é que, ao
se aumentar o nimero de termos, corrige-se automaticamente a contribuicao
dos termos de mais baixa ordem. Isto nao ocorre nos métodos de perturbacao,
onde ao aumentar a ordem da solucao, somente adiciona-se mais um termo a
solucao, sem alterar os termos ja existentes.

Hassan e Barton (1995)[12] apresentam um exemplo em que algumas
solucoes perioddicas existentes nao sao previstas pelo HBM, enquanto que algu-
mas solucoes previstas na realidade nao existem. Eles afirmam que os residuos
dos harmonicos de ordem mais alta podem ser usados para estimar a importan-
cia dos harmonicos omitidos. Entretanto, isto é de pouca ou nenhuma ajuda
quando deseja-se detectar uma falha qualitativa da aproximagao. Portanto eles
recomendam que, para evitar resultados erroneos, deve-se comparar com re-
sultados numéricos ou aumentar a ordem da aproximagcao.

Sarma (1995)[48] estudou os casos de vibragoes livres da equagao de Duffing
com nao-linearidades quadraticas e ctibicas. Ele comparou os resultados obti-
dos com LP e HBM com os resultados provenientes de integracao numeérica.
Ele comenta que, em todos os casos analisados, o HBM com quatro termos
apresenta resultados muito proximos da solucao exata e que a técnica de LP é

trabalhosa e pode ser aplicada apenas para pequenas amplitudes.
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Ao invés de utilizar fungoes trigonométricas como solucao aproximada,
alguns métodos utilizam fungdes elipticas. Chen e Cheung (1996)f9)] citam
o método do Balanco Harmonico eliptico, o Krylov-Bogoliubov eliptico, o
Averaging eliptico, e o Galerkin eliptico. A maioria destes métodos dao
apenas aproximacoes de primeira ordem e, para grandes amplitudes, podem
produzir erros inaceitaveis. Chen e Cheung apresentam um método que usa
funcoes elipticas Jacobianas. As solucoes aproximadas sao comparadas com a
integracao no tempo e com alguns outros métodos elipticos. Como o método
proposto pode dar aproximagoes de segunda ordem, os resultados acabam
sendo melhores que as aproximagoes de primeira ordem dos outros métodos.

Lewandoeski (1997), [I8], mostra uma formulacao geral para analise de es-
truturas com nao-linearidades geométricas sujeitas a carregamentos harmoni-
cos. B mostrada a equivaléncia dos métodos de Galerkin, Ritz e Balanco Har-
monico na montagem do sistema nao-linear de equagoes, o que conduz a idén-
ticas solucoes quando os mesmos harmonicos sao tomados na solucao aproxi-
mada.

Blair et. al. (1997)[50] utilizaram Newton-Raphson com comprimento de
arco para resolver o sistema algébrico nao-linear obtido pelo HBM. Em seguida,
a andlise de Floquet foi utilizada para determinar a estabilidade da resposta.
O método do comprimento de arco consiste em adicionar mais uma equagao
ao problema. Assim, para certos conjuntos de parametros em que o sistema
original nao converge, o parametro de controle passa a ser incognita no sistema
com a equagao adicional (comprimento de arco) e é possivel encontrar uma
solucao.

Franciosi e Tomasiello (1998)[b1] apresentam um coédigo automatizado
no programa Mathematica que utiliza o LP modificado proposto por Chen
e Cheung[52| para tratar problemas de dois graus de liberdade com nao-
linearidades cubicas. Os exemplos numeéricos comparados com outros resul-
tados da literatura apresentaram bons resultados.

Khanin et. al. (2000)[53] apresentam uma implementacao computacional
geral do MMS usando o programa Mathematica.

Andrianov e Awrejcewicz (2000)b4] estudaram a equacdo de Duffing em
vibracao livre. Eles compararam resultados numéricos com os dados por Nayeth
[34], para o MMS e para o LP. Eles afirmam que o acréscimo no niimero de
termos da aproximacao pode levar a um decréscimo na precisao da resposta.
Segundo Amore et all (2004)[55], métodos de perturbagao freqiientemente
conduzem a séries assintoticamente divergentes.

Intimeras modificacoes nos métodos classicos, visando melhorar quantitati-

vamente os resultados tém sido propostas. Hu (2004)p6] atenta para o fato de
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que ja existe um método de perturbagao classico que ¢ valido para grandes nao-
linearidades (LP Modificado). Ele compara os resultados deste método com
dois outros métodos propostos e com a solucao exata na analise da equacao
de Duffing nao amortecida e com apenas nao-linearidade cibica. O método
apresentado por Hu é o que produz os melhores resultados.

Recentemente Mickens (2001)57] estudou o problema de vibracao livre
com nao-linearidade fracionaria. Apos isolar o termo que apresenta nao-
linearidade fracionéria na equacao diferencial, Mickens elevou ambos os lados
da equacao a uma poténcia de forma que a poténcia fracionaria passa a ter
valor unitario e entao ele aplicou o HBM com um tinico harmoénico na solucao
aproximada e obteve uma solucao analitica geral para a relacao freqiiéncia-
deslocamento inicial para nao-linearidades fracionarias onde ambos, numerador
e denominador, sao impares.

Atraves do HBM, Gottlieb (2003)[I] obteve uma solugao de primeira ordem
sem a manipulacao prévia da equacao diferencial realizada por Mickens, que,
como mostrado por Gottlieb, altera o balanco dos harmonicos, piorando os
resultados. Na solucao obtida por Gottlieb, a freqiiéncia é dada em termos de
uma funcao Gamma e obtém-se resultados mais precisos que a solucao obtida
por Mickens. Entretanto, se mais harmonicos sao adicionados a aproximacao da
equacao manipulada conforme Mickens, melhores resultados sao obtidos, como
mostrado por Mickens (2002)58| na aproximagao contendo dois harmonicos.

He (1999)[59] apresentou um novo método de perturbagio baseado na téc-
nica de Homotopia. A técnica da homotopia é originalmente utilizada na re-
solucao de sistemas algébricos nao-lineares, que podem apresentar multiplas
solucoes e divergem rapidamente dependendo das condicoes iniciais. A dificul-
dade na convergéncia que pode ocorrer com certas condicoes iniciais ¢ con-
tornada com a técnica da homotopia. O procedimento consiste de inserir no
problema um novo parametro, A\, que varia de 0 a 1, sendo que para A = 0
tem-se um sistema simples, de facil resolucao e para A = 1 tem-se o sistema
original para qual deseja-se encontrar a solucao. O parametro\ é entao variado
lentamente de 0 a 1 e para cada valor de A a solugao é obtida. Quando A = 1,
tem-se a solucao desejada.

No método de He, chamado de Homotopy Perturbation Method (HPM),
um novo parametro p, que por definicao varia de 0 a 1, é inserido no problema
e escreve-se a funcao de homotopia. Quandop = 0, tem-se o problema linear,
e quando p = 1 tem-se o problema nao-linear original. Em seguida, a solucao é
escrita como uma série de poténcias dep, e substituida na funcao de homotopia.
Os termos de mesma poténcia em p sao coletados e um sistema linear de

equacoes diferenciais é obtido. O parametrop é feito igual a 1 e entao tem-se
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a solucao desejada. Para um oscilador tipo Duffing, He (1999), (9], utilizou
apenas uma solucao de primeira ordem e determinou a freqiiéncia da resposta
ao igualar a zero os coeficientes de cost da segunda equacao, o que impede
o aparecimento de termos seculares na proxima iteracao. Ele mostra que a
aproximacao para a freqiiéncia da resposta apresenta um erro menor deb, 4%
para qualquer valor de nao-linearidade.

Como apontado por He (2004), [60], solugoes de alta ordem nao sao
obtidas porque os termos seculares que surgem nestas solu¢oes nao podem ser
retirados e entao ele contorna esta limitacao expandindo também a freqiiéncia
da resposta em série de poténcias. Porém ha duas formas de aplicar este
método em que a fregiiéncia da resposta também é expandida em série, que
sao desprezando ou nao a solu¢ao homogénea que surge em cada integragao.
He (2006), |61] obtém a solu¢do da equagao de Duffing igualando a zero as
constantes de integracao que surgem em cada passo. Desta forma ele obtém
uma aproximacao para a freqiiéncia da resposta que é pior que a obtida ao
se aplicar o método de Lindested-Poincaré modificado. Se as constantes de
integracao sao determinadas de forma a atender as condicoes iniciais, conforme
Belendez at all (2008) [62], onde a solugao de uma equacao de Duffing com
termo linear nulo é obtida através do HPM, se obtém as mesmas solucgoes, para
o deslocamento no tempo e freqiiéncia da resposta, dadas pelo método de LP
modificado.

Uma forma diferente de aplicar o HPM da forma como é aplicada por He
(1999)[59], na obtengao da solugao da equagio de Duffing, seria a de desprezar
a solucao homogénea e entao determinar a freqiiéncia da resposta através da
condicao inicial de deslocamento. Ao se anular as constantes de integracao,
se evita o surgimento de termos seculares na solucao seguinte. A freqiiéncia
da resposta pode ser obtida através da condicao inicial de deslocamento, mas
as solucoes de mais alta ordem acabam se tornando muito custosas de ser
obtidas. Esta forma apresenta resultados levemente melhores que os obtidos

por He porém piores que os obtidos com o LP modificado.

1.5
Descricao da tese

Esta tese apresenta alguns dos métodos cléssicos de resolucao de equagoes
diferenciais nao-lineares e propoem dois novos métodos. As solucoes de cada
método sao validados através da comparagao com as solucoes obtidas a partir

da integracao numérica das equacoes de movimento. Por ser muito utilizado e
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de facil implementagao, o Runge Kutta (RK) de quarta ordem foi o método de
integracao numeérica escolhido para fornecer as solucoes de referéncia. Detalhes
da formulagao deste método podem ser obtidos no livro de Craig (B3]).

O capitulo 2 apresenta a metodologia comumente usada no estudo da
dinamica nao-linear de estruturas continuas. Utilizando uma viga como exem-
plo, as equagoes de movimento dos casos linear e nao-linear (Duffing) sao
obtidas.

Embora exista uma vasta literatura sobre métodos analiticos aproximados
para solucao de sistemas dinamicos nao-lineares, poucas sao as obras que
apresentam os diversos métodos de solucao e suas variantes, permitindo assim
uma comparacao entre os diversos procedimentos. Assim, no Capitulo 3 sao
apresentados os métodos de perturbacao de Lindstedt-Poincaré tradicional e
modificado e miltiplas escalas. Os métodos sao apresentados em exemplos de
vibracao livre, forcada e forcada amortecida.

No Capitulo 4 apresentam-se os métodos do Balanco Harmoénico, Galerkin-
Urabe e Balanco Harmoénico Incremental, juntamente com exemplos de apli-
cagao.

No capitulo 5, apresenta-se a teoria da estabilidade de solucoes periddicas.

No capitulo 6 apresentam-se o método de Taylor e o método de Taylor
escrito em séries de Fourier, propostas deste trabalho.

No capitulo 7, varios exemplos contendo nao-linearidades nao-polinomiais
sao apresentados e analisados usando-se as metodologias propostas neste
trabalho.

O primeiro exemplo trata do problema envolvendo nao-linearidade fra-
cionaria estudado recentemente por Mickens (2002), B8], Swamy et al (2003),
[64], van Horssen (2003) e Gottlieb (2003), [I], entre outros. Os resultados
apresentados por Gottlieb sao comparados com os obtidos com os métodos
propostos, onde se verifica que as aproximagcoes em série de Taylor a partir de
cinco termos ja apresentam resultados melhores.

O segundo exemplo trata da nao-linearidade devida a funcao trigonométrica
presente na equacao de movimento do péndulo plano. A aplicacao dos métodos
tradicionais neste tipo de problema geralmente é feita apos se substituir,
na equacao diferencial, a funcao trigonométrica por sua série de Taylor, o
que resulta em uma equacao com nao-linearidades polinémiais e impares. A
aplicacao do método de Taylor permite se obter expressoes analiticas para
a freqiiéncia da resposta levando em conta a nao-linearidade original dada
pela funcao trigonométrica. Os resultados obtidos para vibracao livre sao
comparados com integracao numeérica e verifica-se a proximidade das solugoes,

até mesmo para grandes angulos sendo tomados como condigoes iniciais.
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Também a influéncia dos parametros na freqiiéncia da resposta é estudada
e comparada com a integracao numeérica.

Como terceiro exemplo tem-se um péndulo eliptico, onde um péndulo é
preso a uma massa livre para se deslocar horizontalmente. As equacoes de
movimento apresentadas por Ge e Lin (2007), B3], sao obtidas aplicando o
principio de Hamilton e verifica-se a presenca de nao-linearidades inerciais. As
relacoes freqiiéncia-amplitude sao obtidas utilizando os métodos propostos e
os resultados sao comparados com integracao numeérica.

O quarto exemplo trata da equacao com nao-linearidades nao-polinomiais
que descreve o movimento de uma viga bi-apoiada. Esta equacao é obtida
na secao A curva freqiiéncia-amplitude é tracada utilizando diferentes
aproximacoes e comparada com integracao numérica.

O quinto exemplo é o estudo do escape de um vale potencial de um arco
abatido sujeito a um carregamento brusco, estudado por Lin e Bradford (2008),
[66]. Através da curva freqiiéncia-amplitude obtida com os métodos propostos,
é possivel verificar a mudanca de comportamento que ocorre quando a carga
atinge o valor que provoca o escape do vale potencial.

Finalmente, no ultimo exemplo, tem-se o estudo da estabilidade de solugoes
periodicas através da equacao nao-linear de Mathieu. Esta equacao é obtida
ao se aplicar uma perturbacdo € & uma solugao periddica z(t) da equagao de
Duffing. Trés solugoes periddicas sao analisadas e para a solucao instavel se
obteve uma solucao periddica para a perturbacgao coincidente com a integracao
numérica.

No capitulo 8, sao apresentados as conclusoes e sugestoes para trabalhos
futuros.

Finalmente, apresenta-se a bibliografia consultada para o desenvolvimento

desta pesquisa.
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