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Proposta de obtencao de novos pesos

Como apresentado anteriormente, h&d duas maneiras equivalentes de
caracterizar os filtros de Henderson:
i) simétricos,
ii) preservando tendéncias cubicas e
iii) com minima variancia da diferenca terceira da série depois de aplicada a

média movel;

ou, 0 que é equivalente:

I) e il) como descrito anteriormente e,
iii") com minima soma dos quadrados da terceira diferenca dos coeficientes da

média mével.

A proposta é construir filtros que:
i) ndo necessitem ser simétricos,
ii) preservem tendéncias de qualquer ordem,

iii) tenham minima variancia,

e compara-los com os filtros de Henderson.

4.1

Analise no dominio da frequéncia

41.1

Introducéo

Uma série temporal pode ser considerada do ponto de vista do tempo ou do

ponto de vista das frequéncias.
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A anélise no dominio do tempo considera a série {X,} como uma sucessio

de T valores observados nos instantes t, t variando de 1 a T. Os modelos
paramétricos sdo utilizados para descrever uma serie temporal. A anélise no
dominio da freqliéncia descreve uma série temporal pelo comportamento ciclico

nas Vérias freqiiéncias, isto €, expressa a série {X, }como uma soma de fungdes

senoidais. Calcula-se, para cada freqiiéncia, a sua importancia na composicéo da
série. O gréfico que associa a cada frequiéncia sua importancia na série € chamado
de espectro da série. Os graficos 4.1 e 4.2, a seguir, apresentam a evolugédo da
série de producdo industrial no tempo (repetiu-se o grafico ja apresentado
anteriormente por motivo apenas didatico) e o espectro desta mesma série.

O gréfico da evolucdo da série no tempo mostra uma forte componente
sazonal que traduz uma queda na producéo industrial em janeiro e fevereiro e um

pico de producdo nos meses de agosto a outubro.
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Gréfico 4.1 — Gréfico da série no dominio do tempo.

Este espectro evidencia uma forte contribuicio — pico espectral — da

freqiiéncia %2 e seus multiplos.
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Gréfico 4.2 — Grafico do espectro da série.

Esta secdo concentra-se na analise no dominio da frequéncia que permite
filtros serem representados em termos de ciclos. Em particular, os conceitos de
analise espectral, funcdo de ganho e defasagens sdo introduzidos. A analise
espectral permite investigar os ciclos que estdo presentes na série. Propriedades
dos filtros lineares podem ser investigadas utilizando funcdo de ganho e fungbes
de fase. O ganho e a fase resumem o comportamento de casos particulares, tais
como os ciclos econdmicos, o0s ciclos sazonais e o ruido quando um filtro linear é
aplicado.

Alguns conceitos preliminares sdo uteis. Definem-se autocovariancia
(Australian Bureau of Statistics, 2001), transformada Z (Diniz, 2004),
transformada de Fourier (Diniz, 2004) e anélise espectral de uma série (Australian
Bureau of Statistics, 2001), além de funcdo de ganho (Australian Bureau of
Statistics, 2001), e de funcédo de fase(Australian Bureau of Statistics, 2001),.
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4.1.2

Autocovariancia

Considere um processo estacionario {Y,}, com média constante E(Y,)= u,
variancia constante Var(Y,)=E(Y, — u)° =c? e covariancia Cov(Y,,Y,) que &
funcdo da diferenca |t—s|. A funcéo de autocovariancia, y,, é definida como a
covarianciaentre Y, e Y,,, .

7. =Cov(Y,,Y..\)

= E[(Y - u)¥rpx — )] (4.1.1)

Para uma dada seqliéncia de autocovariancias y,, k =0,+1,+2,---, a fungdo

geradora de autocovariancia € definida como:

#(B)= Y 7,8" (4.1.2)

sendo B o operador retrocesso, definido como: B*x, = x,_, .

Seja Z, com média zero, Z, =Y, —u. Z, pode Sser expresso como uma

combinacéo linear de variaveis aleatdrias

Z,=0(Ba, =>0a_, (4.1.3)

j=0

sendo 6, os coeficientes e a, com média 0 e variancia o . Entéo

i=0

Var(Zt)=Var[i€j at_sz inef
e
Tk = E[(Zt —OXZt+k —0)]= E(Zi-Z) =

= E(Zejatj 'Zejauki] =05 . 00;.
j=0 i—0

j=0
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=520(B)o(B™) (4.1.4)

sendo j=i+k e @, =0 para j<0. Isto pode ser aplicado para qualquer

combinacéo linear de pesos da forma dada em (4.1.3)

4.1.3

Andlise de Fourier

Analise de Fourier ¢ uma forma de analise no dominio da fregliéncia que
pode ser utilizada para representar qualquer funcdo periédica como uma série de
sendides harmonicamente relacionadas.

A transformada de Fourier de uma fungéo discreta no tempo Y,, tal que

Y, =0para [t| > M é definida como:

f(@)= Zw:Yke“”k sendo ~7 <@ <7 (4.1.5)
k=-00

O espectro de um processo estacionario é a transformada de Fourier da

funcéo de autocovariancia do processo.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0321239/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0321239/CA

138

4.1.4

Analise espectral

Se Y, €& um processo estacionario com seqliéncia de autocovariancias y, ,
isto significa que a soma do processo y, existe e tem duracdo finita e, portanto, a

transformada de Fourier existe.

Substituir y, em (4.1.5) fornece a série de espectros da serie Y, com

autocovariancia y, .

(o) = ki;}/ke‘iwk - kiyk(cos(—zvk)ﬂsen(—zvk)):

=y, + Zi;fk cos (k) (4.1.6)

k=1

sendo y, =y ,e0<@<rx.
sen(0)=0

sen(a(—k)) = —sen(ak )
cos(@(—k)) = cos(ak)

e ™ = cos(— ak ) +isen(—ak)

Pode-se relacionar a funcdo geradora de autocovariancia definida em (4.1.2)

com o espectro definido como em (4.1.6).

f(@)= )
Isto significa que uma vez conhecida a fungdo geradora de autocovariancia

para um processo pode-se chegar ao espectro do processo.

De outro modo, a sequéncia y, pode ser redescoberta pela inversa da

transformada de Fourier definida como:
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T

-

Vi = U f(@)e'™d WJZL

Fazendo k =0 obtém-se a variancia do processo Y, como:

Isto mostra que o espectrof(w) pode ser interpretado como a

decomposi¢cdo da variancia do processo. Um pico no espectro indica uma
importante contribuicdo a variancia por parte das componentes com frequéncias
no correspondente intervalo. As baixas freqiiéncias correspondem essencialmente
as componentes que evoluem lentamente, como a tendéncia e o ciclo. As altas
freqiiéncias correspondem as componentes que evoluem mais rapidamente, como
por exemplo a componente irregular. Note que a irregular é “branca”, portanto

tem tanto altas como baixas freqiiéncias.

4.1.5
Funcéo de ganho

Geralmente, informagdes econdmicas sdo formadas por uma grande
variedade de ciclos econdmicos, ciclos sazonais e ruido. A funcdo de ganho pode
ser utilizada para procurar o efeito do filtro linear até a freqiiéncia de amplitude do
ciclo de uma dada série. Em outras palavras, isto mostra 0 que acontece com a
amplitude de um dado ciclo depois de aplicada uma média movel.

Teoricamente, as propriedades de um filtro linear podem ser estudadas

analisando a transformada de Fourier definida em (4.1.5) como:

f(z)= iwje“‘aj

j=—my
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sendo w_, ,---,w, 0s pesos do filtro e = a freqliéncia com -~z <@ <7z.A

funcdo de resposta da frequéncia pode ser escrita em termos da contribuicao das
fungdes de senos e co-senos como segue
f(@)=Cl(a)+iS(w)

sendo:

Clo)- iwj cos(a)

S(@)= > w; sen(ad)

j=—mg

A fungdo de ganho de um filtro com pesos w_, ,---,w,, € definida por:

1
G(o)=(Cl@) +S(@) )
Para uma média movel simétrica de tamanho 2m+1sendo m, =m, =m e

w_, =w, , & funcdo de ganho pode ser simplificada para:

G(w)z

m
Wy + 2w, cos(@ k*
k1

O ganho pode ser tanto positivo como negativo. O ganho igual a —1
significa que os picos se transformaram em vales e vice-versa. O tamanho da
magnitude entre um vale e um pico ainda é o mesmo. O ganho é simétrico sobre
as freqliéncias de —z a . Por esta razdo, o ganho é tipicamente plotado de 0O a

T.

Se 0 processo Y,tem espectro S, (w), entdo o espectro de uma fungéo
filtrada, S, (=), é dado por:
S; (w) = Gz(w)x Sy (ZD')
O espectro é utilizado para analisar somente séries temporais estacionarias.

Se a série € ndo-estacionaria, recomenda-se tornar a serie estacionaria, por meio

de uma transformacao, para depois obter o espectro.

O gréfico 4.3, a seguir, mostra a funcdo de ganho para uma média movel de

2X12, ou seja, uma media mével centrada de 12 termos. A fungédo foi plotada
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mostrando os periodos e as freqliéncias no eixo dos x. Para converter

frequiéncias (@ )em periodos (p)a seguinte relagio pode ser utilizada.

09

05

07 A

05

05

04

0.3

02+

01

]

Freq 30 B0 a0 120 150
Perioda 12 B 4 3 24

Gréfico 4.3 — Exemplo de fungdo de ganho para uma média mével de doze termos.

A funcdo de ganho representada no Grafico 4.3 mostra que essa média
movel anula as freqiéncias 30°, 60°, 90°, 120°, 150° e 180°. Essa média mdvel
conserva as retas e elimina a sazonalidade mensal que corresponde a frequéncia
30° =21t /12 = 1/6, por amostra, rigorosamente

Como descrito anteriormente, as médias moveis podem conservar ou
eliminar algumas frequéncias. Especificamente na se¢do 3.1 mostra-se que para
uma média mével conservar um polinbmio de grau dé necessario que seus
coeficientes satisfacam as condices (3.2) e (3.3).

As médias mdveis podem também eliminar algumas frequéncias e, em
consequéncias, certas componentes sazonais. A funcdo de ganho é uma
ferramenta que permite identificar as frequéncias que séo eliminadas por uma

média mével.
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De forma geral se pode afirmar que uma média movel simples de ordem k

com todos os coeficientes iguais a % elimina as sazonalidades fixas de periodo

x a2

k , de modo que a funcéo de ganho se anula para as freqiiéncias "k
A média movel transforma a componente irregular, que é usualmente
modelada como ruido branco, ou seja, sucessdo de variaveis aleatorias a, com
média zero, ndo correlacionadas e com varidncia o em uma sucessdo de

variaveis aleatorias,

Desse modo: Var(Z,) :Var[z 6, a[_jJ =0’ 0
j=0 j=0
Utilizando as técnicas oriundas do dominio da freqténcia é facil ver que

minimizar Zef é diferente de
=0

30 V2 _ 2 2 2 2
(A%6,) =02,+9-02,+9-67,+6076-6,,0,,,+6-6,.,6, .5+
-2:6,6,,;,-18-0,,,6,,,+6-6,6,,,-6-6,0,, |

minimizar
como fez Henderson.
O espectro de A6, ndo é plano como o espectro de um ruido branco, a

transformada Z do operador A® é (1—2‘1)3 e a transformada de Fourier € dada

@ 3
por: (1—e" ) = (2i)3e_3lzsen(%j

A funcdo de ganho, como pode ser visto no Grafico 4.4, enfatiza bastante as
altas frequiéncias, e gera um ruido com o espectro longe de ser plano, logo, uma

sequéncia longe de ser descorrelacionada.
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Gréfico 4.4 — Funcdo de ganho de A°.

4.1.6

Funcéo de fase

A quebra de fase ocorre quando o tempo de retorno é distorcido. Considere
asérie X, = sen(%} e a média movel assimétrica definida como:
Xig+ X+ Xt)

M(xt)=( 2 .

O resultado deste amortecimento pode ser observado no Gréafico 4.4 a

sequir:
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054

—— Série bruta
—————— Série amortecida

oo
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Gréfico 4.5 — Amortecimento da série utilizando a média moével assimétrica.

Observa-se, na ilustracdo acima, grafico 4.5, a reducdo de amplitude na
série, 0 que é o reflexo da aplicacdo do filtro de médias méveis. Observa-se
também uma defasagem no tempo, isto é, os pontos de inversdo ndo ocorrem na
mesma época para a serie bruta e para a série amortecida.

Para generalizar o exposto acima, seja a série X, :Rsen(wt+¢) de
frequéncia @ (ou de periodo 2%), de amplitude R e de fase ¢. E seja também

o mesmo filtro de médias mdveis utilizado anteriormente.

Xig+ X+ Xt)
3

M (x,)-

Entdo:

M (X,)= M (Rsen(at + ¢)) =

_ Rsen(a(t-2)+¢) ) Rsen(a(t —1)+ @) ) Rsen(a(t)+ ¢)
3 3 3

:%R[sen(w(t—2)+¢)+sen(w(t—1)+¢)+Se“(w(t)+¢)]=
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_ %R[Zsen(w(t ~1)+ ¢)cosa@ + sen(w(t —1)+ 4)] =

- %(1+ 2cosa )Rsen(a(t —1)+ ¢) =

= G(w)Rsen(at + ¢ — ) =

—
Amplitude

= G(w) Rsen[wt +o+ 1;(@ J

Defasagem

G(e) é chamada funcéo de ganho da média movel.

A funcéo F(w) é chamada funcédo de defasagem da média mével.

4.2

Filtros 6timos conservando tendéncia de ordem arbitraria

Como descrito anteriormente, um filtro de comprimento N com resposta no
tempo f(n)eR, —p<n<N-p-1 que conserve uma tendéncia de ordem

tdeve ser tal que:

N-p-1
> n*f(n)=05(k), k=01t (4.2.1)
n=—p

sendo: §(k)={(1)’ l:;(())

Definindo a transformada z de f(n) como:

N-p-1

F(z2) = if(n)z‘”: 3 f(myz™" (4.2.2)

N=—00 n=—p

As condicgdes da equacdo (4.2.1) sdo equivalentes a:
F)=1 e (4.2.3)

9 20 k=1t (4.2.4)
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Uma funcdo F(z) que satisfaz as equaces (4.2.3) e (4.2.4) é:

F@)=1+0-2"6() (4.2.5)

Como f(n)é ndo nula apenas de n=—p até n=(N - p-1), entdo g(n) &
ndo nulade n=—p até n=(N — p—t—2). Assim, G(z) é dado por:

N-p-t-2
G(®= > gmz™ (4.2.6)

n=—p

Definindo-se L como sendo o comprimento de G(z) (“grau”mais 1), isto é,

L=N-t-1 (4.2.7)
entdo:
L-p-1
G(2)= Y gmz™" (4.2.8)
n=—p

Deseja-se que o resultado gerado quando o filtro € aplicado a uma sequiéncia

ndo correlacionada tenha soma dos quadrados minima®.

Isto é equivalente a encontrar os coeficientes f(n) (ou g(n)) que resolvem

qualquer uma das duas minimizagGes abaixo:

N-p-1
min { > f(n)z} (4.2.9)

f (n)vn:_ p!"'vN_p_l n=—

N-p-1
sujeitoa > n*f(n)=5(k), k=01t
n=—p

ou

g(n)|n:_ P, "rL_ p_l

min {T‘F(e j"")‘zdw} (4.2.10)

—T

%Como descrito na secdo 4.1.5, a média movel transforma a componente irregular, que é

usualmente modelada como ruido branco, ou seja, sucessdo de variaveis aleatorias a, com média

zero, ndo correlacionadas e com variancia &2 em uma sucessdo de varidveis aleatorias,

8

Z,=6(B)a, = ZQJ a,_; - Desse modo: Var(Z,) =Var(i9i at_j] = Gazi@jz
j=0 j=0

j=0
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dado que F(z)=1+ (1— z‘l)HlG(z)

Optou-se por resolver o problema utilizando a equacéo (4.2.10).

Define-se a norma quadratica de F(e jW) , COMo:

Fem[ -5

jW)‘ dW—— J'F(eJW)F (eJW)dW (4.2.11)

Sendo F~ o transposto do conjugado de F .

Da equacéo (4.2.5) tem-se:

Fie)=1+@1-e "))

L w(t+1) w —jﬂ _
L w(t+1) W t+1 _
=1l+e 2 (2j)‘+1(sen5j G(e!™) (4.2.12)

Pode-se escrever a equacdo (4.2.8) como:

g(-p)

G(Z):[Zp S Z—(L—p—l)] 9(‘f)+1) (4.2.12%)

0 que implica:

G(e jw): [e wp g iw(p-1)

Definindo-se:

g(L-p-1)

g(-p)
e—jw(L—p—l)] g(- I:0+1)

g(L —.p—l)
g(-p)

e—jw(L—l)] 9(- P+1) (4.2.13)

g(L—'p—l)

e‘jW(L‘l)F uma matriz (L x 1) (4.2.14)

g(L—p-1)]" uma matriz (L x 1)
(4.2.15)
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a equacéo (4.2.13) pode ser rescrita como:

Gl )=eMET (w)g (4.2.16)

substituindo G(e ™) da equagdo (4.2.16) na equacio (4.2.12), tem-se:

. _jM W t+1
F(e’w):1+e 2 (2j)t+1(sen5j e"PET (w)g (4.2.17)

Definindo-se s(w, p,t)como

_JM W t+1
s(w,p,t)=e = 2 (2j)t+1(senzj e WP (4.2.18)
tem-se:
F(e J"’V)=1+ s(w, p,t)ET (w)g (4.2.19)

Assim, como os coeficientes g(n)so reais,
Fle ) o)~ b s e (wlg)[ 1+ 9E ™ (k" 1) -
=L st p.1ET (W) L+ 5" (. p.1)g"E (w) -
~ {+ s(w.p.OET (w)g {1+ (w p.t)gTE” () -

~ sl p.ET (w5, p.OE" (Wlg)-

=1+s(w, p,t)ET (w)g +5s" (w, p,t)E"(w)g +
+ (|s(w, p,t)° (ET (W)QIQT 3 (W)D =
=1+s(w, p,t)ET (w)g +s" (w, p,t)E (w)g +

+[stw. p.t)2 0™ E(W)E" (w)o)
(4.2.20)

Pela equacéo (4.2.11) tem-se:
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HF(e J'W)H2 _ i ]E {l+(S(W, pHET (W)+5s"(w, p,t)E*T (w)jg + (gT Is(w, p,t)|2 E"(wE' (w)g)}dw

—-T

(4.2.21)

Entao:

”F(e j"")”2 = % ][ dw+% ][ (s(w, pOET (w)+s"(w, p,t)E*T (w))g dw +

- (o Istw,p. )2 E" (W)ET (wo Jow=

:“{% J (st p.0ET 1)+ 5", pE” de}g '

gne
g % (s, pty?E" (wET (W))dw}g (4.2.22)
Definindo-se o operador V4, gradiente em relacao a g, tal que:
oh oh oh T
voth)- {89(— p)' dg(-p+1) " og(L- p—l)} 22
a minimizacao da equacéo (4.2.10) ocorre quando:
Vg(HF(e iW]m -0 (4.2.24)
Pode-se mostrar que:
voaTg)=a (4.2.25)
Vlo"Ag)=(A+AT g (4.2.26)

Assim, aplicando-se as propriedades das equacOes (4.2.25) e (4.2.26) na

equacdo (4.2.22), torna a equacao (4.2.24) em:

Vg ("F(e jw)"Zj = {i ][ (s(w, p,ET (W)+s"(w, p,t)E™ (w)) dw}T +

2r *

+ H% _ﬂs(w, p,t)|2 E"(w)E" (w))ﬂw} +
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{ 1 ]E( s(w, p,t)E(w)+s" (w, p,t)E*(W))dW}+

+{% ]E (|s(w, p,t)|2(E*(W)ET (w)+E(w)E” (W)de}g =0 (4227

O valor de g que resolve a equacdo acima é:

g= —{% 7.|E|S(W, p,t)|2(E*(W)ET (w)+ E(w)E™ (W))dw}_ :

{zi [ (s(w, p.)E(w) + 5" (w, p,t)E*(w)dw} _

T
-

{’ﬁsw p. [ E"(WET (w)+ EGw)E” (w >jdw}l-

{ Ts(w, p,HE(W)+s" (w, p,t)E*(W)dW} =

-7

{IISW p.t) Rele" (WET (w }dvv} { s(w, p,t)E(w )}dw} (4.2.28)

-7

Definindo-se as seguintes matrizes:

= { ]r|s(w, p,t)° Re{E*(w)ET (W)}dw} ; matrizL x L, (4.2.29)

-

b(p,t)= { ]zRe{s(W, p,t)E(W)}dW}; matriz L x 1, (4.2.30)

-
tem-se que:

g=-A""b; matriz L x 1, (4.2.31)
Considere que as linhas e colunas de A e os elementos de b estdo

numerados de 0 a L-1. Assim, substituindo a equacdo (4.2.14) nas equacdes
(4.2.29) e (4.2.30), tem-se que, para 0<k, I <L -1:

(Al (.0)= [[sw. ) Refle o~ Jaw =

-7
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= _iﬁs(w, p,t)° Re{(e_jw(l_k))}dw

_ [Js(w, p,t)? cosw( - k)i (4.2.32)

-7

Iohe(p.t)= | Rels(w, p,E(w)w -

-7

= TRe{s(W, p,t)e_jwk }iw (4.2.33)

Agora, substituindo a equacdo (4.2.18) nas equacdes (4.2.32) e (4.2.33),
tem-se que, para 0 <k, | <L-1:

v

2(t+1)
Al (pt)= | 22(t+1)(sen %} cosw(l —k dw (4.2.34)

T

bl (p.t)= T Re{ejw[k+t;1pj(Zj)Hl(sengjm}dw:

-

Vs t41 W t+1
j 2j)H cosw(k - pj(sen Ej dw, t impar
J-i

o t+1 w)\t
21 sen k+7—p senE dw, t par

Particularizando para o caso em que o filtro deve preservar a tendéncia

(4.2.35)

cuUbica, isto &, t = 3, temos que:

{Ah(p3)= j 256(sen st cosw(l —k)dw =

= I 256(1_C203Wj cosw(l —k Jdw =

=16 T(l—cosw)“ cosw(l —k dw (4.2.36)

-

b}, (p.3)= ]E 16cosw(k +2— p)(sen %fdw =

-7
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T 2
= J. 16cosw(k +2— p)(l_CZOSWJ dw =
=4 Icosw(k +2-p)i- cosw)zdw (4.2.37)
-z
Como:
2 3 1
(1—cosw) = ~2C08W+2C0S2W (4.2.38)
(1-cosw)* = % -7 cosw+%cos 2W — COS 3w+%cos 4w (4.2.39)

Entdo as equagdes (4.2.36) e (4.2.37) transformam-se em:

T
{Ab(p.3)=16 J. (%— 7COSW+%COSZW—COS3W+%COS4W)COSW(| —kJdw =

-

v
=2 [(35-56cosw+28¢0s 2w—8cos 3w+ cos 4w)cosw(l —k)dw  (4.2.40)

-7

{b}k(p,3)=4j' cosw(k +2 - p)(%—Zcosw+%cosijdw:

T

=2 Icos w(k +2 — p)(3—4cosw + cos 2w Jdw (4.2.41)

T

Pode-se mostrar que:

” 2z, [k|=I|=0
Icoskwcoslde: 7, |kl=|Il=0
_” 0, [k|=l
= |5 (k| = [1])+ 5 (k| +|1])] (4.2.42)

Desse modo, as equacdes (4.2.40) e (4.2.41) tornam-se:

{Ahq (p.3)= 22[705(1 — K[)-565(1 — k| 1)+ 285(1 K| -~ 2)-85(1 —K|—3)+ (1 —K| - 4)]

(4.2.43)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0321239/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0321239/CA

153

b}y (p3)=2z[65(k + 2 p|)-45(k +2— p|-1)+ 5(k +2— p|-2)]  (4.2.44)

Assim, Aé uma matriz simétrica de dimensbes L X L, com todas as
diagonais constantes. Apenas as 9 diagonais centrais sdo ndo nulas. Supondo que
as linhas sdo indexadas a partir de k =0até k =(L—1), e as colunas a partir de
=0 até | =(L-1), e definindo-se a diagonal d como os elementos tais que
k-1 =+d , entdo os elementos das diagonais ndo nulas séo a partir de d = -4 até
d =4,iguaisa

2r, —8x 2, 28X 2w, —56x 27w, T0x 27w, —56% 27, 28x 27w, —8x27 € 2x,
respectivamente.

Ja b é um vetor de dimensdo L com apenas 5 elementos consecutivos ndo
nulos. Supondo que os seus elementos sdo indexados a partir de k =0até
k=(L-1), entdo seus elementos nio nulos valem, a partir de k=p até
k = p—4, respectivamente, 2z, —4x2x, 6X2x, —4x27 € 2r.

De posse de Ae b calcula-seg pela equacdo (4.2.31) e posteriormente,
usando a equacdo (4.2.12% calcula-se G(Z). Finalmente utilizando a equagéo
(4.2.5), calculam-se os coeficientes f(n), =—p,---,(N — p-1).

Para o caso particular de um filtro simétrico que conserve tendéncia cubica

de tamanho 13, tem-se:

70-2z -56-27 28-27 -8-2x 2 0 0 0 0
-56-27r 70-27r -56-27 28-2r -8-2x 2 0 0 0
28-2r -56-27 70-27 -56-2rx 28-2r -8-2rx 27 0 0
-8-27r 28-2r -56-2rx 70-2r -56-27 28-2r -8-2x 27 0
A= 27 -8-27r 28-2r -56-27 70-2r -56-2r 28-2r -8-2x 27

0 2 -8-2r 28-2r -56-2r 70-2r -56-27 28-2r -8-2x

0 0 27 -8-27r 2827 -56-2x 70-27r -56-2r 28-2x

0 0 0 27 -8-27r 2827 -56-2r 70-2r -56-2x

0 0 0 0 2 -8-2r 28-27 -56-27 70-2rx
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E pela equacéo 4.2.31, tem-se que:

g=|-1469

[—0,077]
-0,308
—0,706
—~1175

-1175

—0,706

-0,308
| — 0,077 |

Os coeficientes gerados por este filtro sdo:

[ -0,0769
0,0000
0,0629
0,1119
0,1469
0,1678
0,1748
0,1678
0,1469
0,1119
0,0629
0,0000

| -0,0769 |

154


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0321239/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0321239/CA

155

4.3

Uma abordagem mais geral dos filtros

O procedimento desenvolvido na segdo anterior é generalizado com a
finalidade de obter uma formulagéo que compreenda qualquer valor de filtro para
tendéncia de qualquer ordem de forma imediata.

Como definida pela equagdo (4.2.12%), a funcéo G(z) ¢ descrita como:

g(-p)

G(Z)=[Zp 2(PD Z—(L—p—l)] 9(—P+1)
g(L-p-1)
Ou seja:
G(z)=2"E" (2)g (4.3.1)
sendo: E(z)=p 2% 22 24 @32

Entdo, F(z) em (4.2.5) pode ser escrita como:

Fz)=1+- 2" 2PET (2)g (4.3.3)

Mais adiante utilizar-se-a o Teorema de Cauchy:

S0 = (e | e 439

In=0

Pois: i§ 2"z = (4.3.5)
27 O;n=0
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E para isto deve-se definir: G*(i*j e F*[i*j.
Z YA

O produto F(z)- F*(i*j , fica:
z

o) F [ 2 )bt et @) a2 e o

Y4

+[(1_ )t gT E(Z—l)z—pz pET (Z)g(l— Z_l)t+1} _

:1+[(1— z‘l)mz PET (z)+(1—z2)* 2 PET (z‘l)}g +

+g' [(1— 7))+ E(z‘l)ET (z)(l— 2_1)“1}9 (4.3.8)

Retorna-se ao problema de calcular o minimo de

. 1 1) 4
min —¢F(z)F | = |zdz (4.3.9)
g(n),n:—p,-~-,L—p—1{27Z] § ( ) [Z j }

dado que F(z)=1+ (1— z‘l)le PET(z)g

Seja 1(g) definida como:
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+g" Ziﬂjif{(l—z)”lE(z‘l)ET(z)(l—z‘l)le‘l}dz g (4.3.10)

Pode-se escrever:

1(g)=1+b" g+gT Ag (4.3.11)
e entdo, a minimizagdo ocorre quando:

V,l =o:>b'+(A+AT)g=o (4.3.12)
Segue-se o calculo de b”

b.T :% [(l—z )t+1 pET() 1+(1_Z)t+lz—pETz—1:le:
7

§[1_ t+lzp[1 I I Z-L+1]+(1_Z)t+lz—p[l 2t 722 .. zL—l]T]Z—le

271]
(4.3.13)
Mas
N 1+ l
@-x)" => (-1 "cpx" = ) ZCH 1)z P
n=0
(4.3.14)
e

=>1-2)"zP= Zcm )"z™P (4.3.15)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0321239/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0321239/CA

158

Entao:

t+1
(1_Z—l)t+1ZpET (Z):ictrll(_l)n[z p-n ,p-n-1 p-n-2 Zp-n-L+l]

(4.3.16)
t+1 & —p+m —p+m+l —p+m+2 -p+m+L-1
1-2) th n(= z z ez
(4.3.17)

O k-ésimo elemento de (4.3.16) é:

t+1 1
-7 — — z k=01,---,L -
{(1 ) zPET ()} ) > chi(-1)"z2P " k=01, L -1
n=0

k=01, --,L-1

(4.3.18)

O I-ésimo elemento de (4.3.17) é:

1+l S8 —p+m+l
{(1 z ) sz( )} | —ZCH )z P =00 L1

1=0,1,+-, L~

(4.3.19)

A integral da equacdo 4.3.13 s6 é diferente de zero para os termos z°.

Entdo:

% {(1—2 )”1 PET (2 )} 2%z =clly(-1)P k=041, L1 (4.3.20)
% k

1 _

2 {(1 21 PET 2 )} Taz=c 7 (-1)P1=01,-,L-1 (4.3.21)

Como p-k e p—1I tem que estar entre Oe t+1, pode-se considerar

Cly=0,se x<0ou x>t+1
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Entdo, C{; #0,para 0< p—k <t+1=>-t-1<k-p<0= p-t-1<k<p.

Sep-t-1<k<p = b, =2C *(-1)P™* (4.3.22)
Sejab =20 = b =Cl*(-1)"* (4.3.23)
Seja também, 5(n—p)=[0 0 --- 1. O, matriz (N x 1) (4.3.24)

Esta matriz € numerada a partir do 0 e o elemento 1 encontra-se na p-ésima

linha.

Seja a matriz H tal que:

hj =Cd7 (-1 = {H&(n-p)}, (linha k e coluna p de H) (4.3.25)

{H8(n - P} =Cl ()P . (4.3.26)

A matriz H , tem dimensdes ((N-t-1) x N), e é tal que:

> alinha zero é composta pelos elementos de (1—x)™*;

» alinha 1 é composta pelos elementos de (1— x)t+1 deslocados de 1 para
a direita;
> alinha (N —1) é composta pelos elementos de (1— x)t+l deslocados de

(N —t—1) para a direita.

1 2 t~t t+1
1 Gy Gl (-1 Cpyy (1) 0 0 (4.3.27)
1 t~t t+1
b 0 1 ~Cin (-1)°cy (1) 0
0 0 0 0 1 el (-t

Esta é a matriz de Toeplitz (Tyrtyshnikov, 1994)!
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Desse modo:
b +(A+AT g =0= 20+(A+ AT g =0 = 2H5(n— p)+ A+ AT Jg =0
(4.3.28)

Segue-se o célculo de A.

Como definido em (4.3.10):

A=t [(1— z)t“LlE(z_l)ET (z)(l— z‘l)mz_l}dz .

27

Pode-se escrever:

ziﬂjﬂa(z_l)aT (z)z‘l}jz (4.3.29)

aT(z)=(1— ) th+1 n —nb Z—l Z—2 Z-L+1]:
t+1
:zctrll(_l)n [Z—n Z—n—l Z—n—2 Z-n-L+1]

(4.3.30)

(4.3.31)

Logo:
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Fom ]
1 .| 2™
AL Sema om zcm )2 g,
Zm+L-1
A(z)
(4.3.32)
sendo:
F 0 ]
o t+1 t+1 Zm+1
Alz)=2. > ()™ CiCly| 2™? [Z_nz_n_lz_”_2 ---z'”"-+1]
m=0n=0
_Zm+L1_
(4.3.33)
O elemento i, j, dessa matriz é:
t+1 t+1 . .
AR =YY )" eh (-1 "Clz ™z (43:34)
m=0n=0

A integral da equacdo 4.3.32 s € diferente de zero para as poténcias 0 de z,
ou seja, para:

m+i—-n—j=0=>m-n=j—i

O elemento i, j damatriz A, definida em (4.3.32) é:

Ay =$A@fyz e = (Al =Y Y ()"Cli(-)"Ch (4.3.39)
mzom—nn::?—l
A linha ide A é obtida fazendo:
n-m=i-j
Nn=i—j+m

Logo:
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t+1 . .
Z el () irmel i (4.3.36)

Considerando que C;; =0, x<0 e x>t+1

t+
(L-x)" Z( 1)"cr X" (-1 e (4.3.37)
t+1 t+1
- = 33 Comem (-1relxmx " (4.3.38)
m=0n=0

t+1
A poténcia k de {(1—x)(1—x_1ﬂ ¢ determinada fazendo:

m—-n=Kk = n=m-k. Substituindo o valor de n na equagéo (4.3.38), tem-se:
g Y
Z el (-1) ek (4.3.39)
Se i—j=-k = (4.3.36) e (4.3.39) sdo idénticas.
A €apoténciade j—i de [(1— x)(l— x‘l)]m.

t+1
. - - < -1 <
Quando x é substituido por x la expressao {(1— x)(l— X ﬂ ndo se

altera, entdo A; = A; = A=AT, (4.3.40)

4 t+1
Logo A; é a poténciade i— j de [(1— x)(l— X ﬂ .

De outro modo, utilizando a matriz Hy_;_14y , definida de 4.3.25 a 4.3.27,

vem que:

hy =Cl (1) (4.3.41)
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T N-1 LN N i
(HH ) =2 hi (h)rj = zhirhjr = ZC’HI (_1) Cti (_1) (4.3.42)
ij r=o

=0

_‘
Il

o

-

Fazendo: r —i =m e substituindo na equacéo (4.3.42), tem-se:

N - . .
(HHT )ij = > chi(-y)"el (™ (4.3.43)
m=—i

Considerando que C{; =0, x<0 e x>t+1, as equagles (4.3.39) e

(4.3.43) sdo idénticas se k=i— j.

Entdo:
A=HHT (4.3.44)
Como em (4.3.31) A=A , entdo:

A+ AT =2A (4.3.45)
Substituindo (4.3.45) em (4.3.28) tem-se:

2b+2Ag =0 (4.3.46)
b+Ag=0 (4.3.47)

Como por (4.3.28), b=H&(n—p) e por (4.3.45) A=HH '
Entdo, substituindo em (4.3.46) tem-se:

H(n—p)+(HHT Jg =0 (4.3.48)

g=-(HHT ] ' H5(n- p) (4.3.49)

Calcula-se F(Z) como definida em (4.3.3),

Fz)=1+0-27"6(2)

- o -1 (+1, . - T
A multiplicagéo de G(Z) por \L1-Z é equivalente a multiplicar H " por
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F=6(n-p)+ HTg =500~ p)-HT[HHT " Ha(n - p)

sendo: 5(n—p)=|0 01 0 - of

F :[I —HT(HHT)_lH}§(n— p)

164

(4.3.50)

(4.3.51)

Para o caso de tendéncia cubica, t=3, e tamanho de filtro N=13, tem-se a

matriz a seguir com o filtro simétrico, na posicao

assimétricos.

/’

o

4.4

Resultados

central da matriz e os

0,022 00s2
0,033 0077
0,033 0036
0022 0022
0ooo 0077
0033 oo
oo 0002
0132 0p33
0,198 0115
0275 0363
0363 0728

Os gréaficos a seguir ilustram 0s pesos; ou seja, 0s coeficientes oriundos do

filtro de Henderson e do filtro proposto. Os célculos foram realizados

considerando os tamanhos usuais de filtro utilizados no procedimento X11: 5, 7,

9, 13 e 23 termos; entretanto os coeficientes podem ser obtidos para qualquer

tamanho impar de filtro.
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Flitro de tamanho 5

080

Filtro proposto
0,50

M Filtro de Henderson
0,40
0,30
0,20
0,10 4

0,00 T
- -

010

Grafico 4.6 — Comparagdo entre os coeficientes oriundos do Filtro Proposto e os do Filtro

de Henderson — Filtro de tamanho 5.

Flitro de tamanho 7

035 A Filtro proposto

00 W Filtro de Henderson
025

020

0,15

0,10

N . .
ooo T T T T T T

= 1= = 1= 2= z-
-0,05 4

010

Grafico 4.7 — Comparagdo entre os coeficientes oriundos do Filtro Proposto e os do Filtro

de Henderson — Filtro de tamanho 7.
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0,35

0,30

025

0,20

0,15 4

0,10

005

0,00

005
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Flitro de tamanho 9

Filtro proposto

B Filtro de Henderson I
m= 1=

‘ —
zz- 73 z.

Grafico 4.8 — Comparagdo entre os coeficientes oriundos do Filtro Proposto e os do Filtro

030

025 4

020 4

0,15 4

0,10 4

005 4

005 4

010

de Henderson — Filtro de tamanho 9.

Flitro de tamanho 13

Filtro proposto

B Filtro de Henderson

Gréfico 4.9 — Comparacdo entre os coeficientes oriundos do Filtro Proposto e os do Filtro

de Henderson — Filtro de tamanho 13.
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030

025 4

0,20 4

Flitro de tamanho 23

167

Filtro proposto

B Filtro de Hender
son

L3 L4 Ih IB L7 L

Gréfico 4.10 — Comparacéo entre os coeficientes oriundos do Filtro Proposto e 0s do

Filtro de Henderson — Filtro de tamanho 23.

A funcdo de ganho, como definida anteriormente, permite analisar as

frequéncias que sdo eliminadas e as que sdo conservadas com uma média movel.

As baixas frequéncias correspondem essencialmente as componentes que

evoluem lentamente, como a componente de tendéncia. As altas freqliéncias

correspondem as componentes de evolugdo mais rapida.

Tratando-se de extracdo da tendéncia, o filtro ideal seria aquele que

mantivesse as baixas freqliéncias, ou seja as fungdes periddicas de periodo

superior ao ano e que eliminasse todas as altas freqliéncias que correspondem a

uma periodicidade inferior ao ano.

A seguir a funcdo de ganho para cada um dos tamanhos de filtro cujos

coeficientes foram explicitados acima.
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Filtros de tamanho 5

0g
—+— Filtro Proposto
—a— Filtra de Hendersan
0g
04
02
Fred 30 50 a0 120 150 160
Periaca 12 B 4 3 24 2

Gréfico 4.11 — Comparacéo entre a fungdo de ganho do Filtro Proposto e a do Filtro de
Henderson — Filtro de tamanho 5.

Filtros de tamanho 7

0,8

—— Filtro Proposto
—— Filtro de Henderson

0,6
0,4
0,2
0 —————r—r——r T T R
Freq 30 60 90 120 150 180
Periodo 12 6 4 3 2,4 2

Grafico 4.12 — Comparacéo entre a fungédo de ganho do Filtro Proposto e a do Filtro de

Henderson — Filtro de tamanho 7.
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Filtros de tamanho 9

04
—+— Filtro Proposto
—=— Filtro de Henderson
06
0.4
02
Freg a0 &0 a0 120 130 1a0
Periaca 12 B 4 3 24 2

Gréfico 4.13 — Comparacéo entre a fungdo de ganho do Filtro Proposto e a do Filtro de
Henderson — Filtro de tamanho 9.

Filtros de tamanho 13

1 mem

0s
—s+— Filtro Proposta
—a—Filtro de Henderson
06
04
02
i}
Fren a0 &0 a0 120 130 160
Periocdo 12 B 4 3 24 2

Grafico 4.14 — Comparacéo entre a fungédo de ganho do Filtro Proposto e a do Filtro de

Henderson - Filtro de tamanho 13.
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Filtros de tamanho 23

08

Filtro Proposto

—a—Filtro de Hendersan
05

04

02

AN AT :

Freq 30 &0 a0 120 150 180
Perioda 12 5 4 3 24 2

Gréfico 4.15 — Comparacéo entre a fungdo de ganho do Filtro Proposto e a do Filtro de

Henderson — Filtro de tamanho 23.

Pode-se observar nos grafico 4.11 a 4.15 que o filtro de Henderson tende a atenuar

mais as altas frequéncias do que o Otimo proposto, pois como Henderson
m

minimizou Z(A"*Hk )2, a diferenca terceira dos coeficientes, enfatizou essa
k=—m

suavizacao conforme descrito na secdo 4.1.5 e apresentado no Gréafico 4.4.

No quadro a seguir, apresentam-se 0s coeficientes para os filtros de
tamanhos: 5, 7, 9, 13 e 23, bem como a soma dos quadrados dos coeficientes para

cada tamanho de filtro e o fator de reducdo da variancia.
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Quadro 4.1 — Coeficientes, soma dos quadrados dos coeficientes e fator de reducéo de

variancia — Filtros de tamanho: 5, 7, 9, 13 e 23.

5 7 9 13 23
k Filtro Filtro Filtre Filtro Filtro Filtro Filtro Filtro Filtre Filtro
proposto Henderson |proposte Henderson|proposto Henderson| proposte Henderson|proposto Henderson

-11 0052 -0,004

-10 0026 0011

-9 0,002 0016

-8 0,018 00s

-7 0,037 0,005

-6 0,077 -0ms 0,083 0ms

-5 0,000 0025 0,067 0,039

-4 -0,021 -0,041 0,083 0,000 0,078 0,065

-3 0095 0053 0,061 0,010 0112 0,085 0,087 0,097

-2 -0,086 0,073 0,143 0,053 0,163 0118 0147 0,147 0,093 0122

-1 0,343 0,294 0,286 0,294 0234 0,267 0,165 0214 0,097 0133

0 0,486 0559 0,333 0413 0255 0,331 0175 0,240 0,098 0,144

1 0,343 0,294 0,286 0,294 0,234 0,267 0,165 0214 0,097 0,133

2 -0,086 0,073 0,143 0,083 0,163 0118 0147 0147 0,093 0122

3 0095 0053 0,061 0,010 0112 0,085 0,087 0,097

4 -0,021 -0,041 0,083 0,000 0,078 0,065

5 0,000 0025 0,067 0,039

6 0,077 -0ms 0,053 0ms3

7 0,037 0,005

g 0,018 005

9 0,002 001e

10 0026 0011

11 0052 0,004

Soma 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
Soma dos

quadrades (0,486 0,496 0,333 0387 0255 0283 0175 0,204 0,098 0122
Fator de

redugde da
varidncia 0414 0,504 0,667 0643 0745 0717 0825 0,796 0902 0878

Observa-se que, em todos os casos, o filtro proposto apresenta a soma dos

quadrados dos coeficientes menor que a do filtro de Henderson. Como mostrado

na secdo 4.1.2, Var(Z,)=o02) 67. Desse modo os fatores de reducdo da

j=0

variancia séo calculados fazendo 1— Zef . O filtro proposto em comparagdo com

j=0

0 de Henderson reduz a variancia em: 2,1%; 3,6%; 3,9%; 3,6% e 2,7% para oS

tamanhos de filtro 5, 7, 9, 13 e 23, respectivamente.



DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0321239/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0321239/CA

172

4.5

Simulacao

Esta secdo apresenta um conjunto de simulagdes desenvolvidas para testar a
metodologia proposta neste trabalho. Com o intuito de observar os resultados em
diferentes cenarios foram realizadas 3 simulacfes: tendéncia clubica com ruido
N(0,1); tendéncia elevada a quarta poténcia com ruido N(10, 81) e tendéncia
elevada a quinta poténcia com ruido N(10, 81). Nos trés casos 0 que se espera é
que, quando aplicados os Filtros Propostos e de Henderson, as séries resultantes
sejam 0 mais préximo possivel da série limpa do ruido aleatério. Para testar o
poder dos filtros, subtrairam-se da série simulada com ruidos as séries filtradas
pelos dois processos. Ainda é importante mencionar que as trés séries simuladas
apresentam as condicGes ideais para utilizacdo dos filtros ja& que nenhuma

componente sazonal esta embutida na sua construcao.

45.1

Tendéncia cubica com ruido N(0,1).

Simularam-se 200 observacfes de uma série com tendéncia cubica e
somou-se a essa Série uma componente aleatdria gerada de uma normal com

média 0 e desvio padrao 1.

Série simulada -1

Gréfico 4.16 — Série simulada com tendéncia ctbica e ruido N(0,1)
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Aplicaram-se os dois filtros, o proposto e o de Henderson, de tamanho 13, a
essa série simulada. Para testar o poder dos filtros, subtrairam-se da série simulada
com ruido as seéries filtradas pelos dois processos. Essas séries deveriam estar
muito proximas do ruido gerado (com distribuicdo Normal (0,1)). O Quadro 4.2
mostra as estatisticas.

Quadro 4.2 — Média e desvio padréo do ruido, do Filtro Proposto e do Filtro de

Henderson — Série simulada com tendéncia cubica e ruido N(0,1)

Estatisticas Ruido Filtro| Filtro de

N(10.81)] proposto|Henderson
Media 0.1 0.0 0.0
Desvio padrao 1.0 0.9 0.9
Coeficiente de variagcao 15.1 -85.2 -100.9
Assimetria -0,1 -0.1 0.0
Curtose -0,1 0,2 0.2

Para a série simulada com tendéncia cubica as estatisticas acima ndo

apresentam grandes variagoes.

Os histogramas do ruido estimado pelos dois procedimentos ddo uma idéia
da distribuicdo dos mesmos; observa-se que o histograma construido com o0s
ruidos oriundos do filtro proposto apresentam uma distribuicdo mais préxima da
normal do que os oriundos do filtro de Henderson.
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Filtro proposto

Gréfico 4.17 — Histograma do ruido estimado pelo Filtro Proposto — Série simulada com

tendéncia cubica e ruido N(0,1)

Filtro de Henderson

Gréfico 4.18 — Histograma do ruido estimado pelo Filtro de Henderson — Série simulada

com tendéncia clbica e ruido N(0,1)

O grafico a seguir apresenta a série do ruido gerado e os ruidos oriundos da

filtragem pelos dois procedimentos.
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Filtro Porposto

—Filtro de Henderson

4.5.2

ruido gerado pelos Filtros Propostos e de Henderson

Tendéncia elevada a quarta poténcia com ruido N(10,81).

Gréfico 4.19 — Séries do ruido gerado na série simulada com tendéncia cubica e do

Simulou-se 200 observacdes de uma série com tendéncia elevada a quarta

poténcia e somou-se a essa série uma componente aleatéria gerada de uma normal

com média 10 e desvio padrdo 9. A matriz de filtro para t=4 é obtida através da

equacdo (4.3.51), sendo que o filtro simétrico ocupa a posicdo central da matriz.
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Sétie simulada - 2

Gréfico 4.20 — Série simulada com tendéncia elevada a quarta poténcia
com ruido N(10,81)

Aplicaram-se os dois filtros, o proposto, construido para t=4, e o de
Henderson, de tamanho 13, a essa segunda série simulada. Para testar o poder dos
filtros, subtrairam-se da série simulada com ruido as séries filtradas pelos dois
processos. Essas séries deveriam estar muito proximas do ruido gerado (com

distribuicdo Normal (10,81)). O Quadro 4.3 mostra as estatisticas.

Quadro 4.3 — Média e desvio padrdo do ruido, do Filtro Proposto e do Filtro de

Henderson — Série simulada com tendéncia elevada a quarta poténcia e ruido N(10,81)

Estatisticas Ruido Filtro| Filtro de

N(10,81)] proposto|Henderson
Media 9.6 3.8 0.1
Desvio padrao 9.3 9.5 8.1
Coeficiente de variacao 1,0 2,5 139.2
Assimetria -0,2 0.0 -0.2
Curtose -0.3 0.4 -0.2

Este quadro mostra uma grande discrepancia principalmente em relacédo a

media da distribuicdo, contudo, as trés estatisticas do filtro Proposto estdo mais
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proximas da série original do que as do filtro de Henderson. O filtro de Henderson
parece suavizar a série do ruido.

Os histogramas do ruido estimado pelos dois procedimentos mostram que o
residuo oriundo do filtro Proposto tem distribuicdo mais proxima da normal do
que o oriundo do filtro de Henderson.

Filtro proposto
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Gréfico 4.21 — Histograma do ruido estimado pelo Filtro Proposto — Série estimada com

tendéncia elevada a quarta poténcia com ruido N(10,81)

Filtro de Henderson
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Gréfico 4.22 — Histograma do ruido estimado pelo Filtro de Henderson — Série estimada

com tendéncia elevada a quarta poténcia com ruido N(10,81)
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O gréfico a seguir apresenta a série do ruido gerado e os ruidos oriundos da

filtragem pelos dois procedimentos.
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Gréfico 4.23 — Séries do ruido gerado na série simulada com tendéncia elevada a quarta

4.5.3

poténcia com ruido N(10,81)

Tendéncia elevada a quinta poténcia com ruido N(10,81).

Simulou-se 1200 observac6es de uma série com tendéncia elevada a quinta

poténcia e somou-se a essa série uma componente aleatdria gerada de uma normal

com média 10 e desvio padrdo 9. A matriz de filtro para t=5 é obtida através da

equacdo (4.3.51), sendo que o filtro simétrico ocupa a posicdo central da matriz.

Observa-se que o filtro simétrico para t=5 é 0 mesmo obtido para t=4.
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Gréfico 4.24 — Série simulada com tendéncia elevada a quinta poténcia com ruido

N(10,81)

Aplicaram-se os dois filtros, o proposto, construido para t=5, e o de

Henderson, de tamanho 13, a essa série simulada. Novamente para testar o poder

dos filtros, subtrairam-se da série simulada com ruido as séries filtradas pelos dois

processos. Essas séries deveriam estar muito proximas do ruido gerado (com

distribuicdo Normal (10,81)). O Quadro 4.4 mostra as estatisticas.

Quadro 4.4 — Média e desvio padrdo do ruido, do Filtro Proposto e do Filtro de

Henderson — Série simulada com tendéncia elevada a quinta poténcia e ruido N(10,81)

Estatisticas Ruido Filtro| Filtro de

N(10.81)] proposto|Henderson
Media 10.0 3.2 0.3
Desvio padrao 9.1 9.1 8.0
Coeficiente de variagao 0.9 2.9 26.3
Assimetria -0.5 -0.3 -0.6
Curtose -0.4 0,3 -0.2
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Os histogramas do ruido estimado pelos dois procedimentos sao:

Filtro proposto

Gréfico 4.25 — Histograma do ruido estimado pelo Filtro Proposto — Série estimada com
tendéncia elevada a quinta poténcia e ruido N(10,81)

Filtro Henderson

Gréfico 4.26 — Histograma do ruido estimado pelo Filtro de Henderson — Série estimada

com tendéncia elevada a quinta poténcia e ruido N(10,81)

O grafico a seguir apresenta a série do ruido gerado e os ruidos oriundos da

filtragem pelos dois procedimentos.
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Gréafico 4.27 — Séries do ruido gerado na série simulada com tendéncia elevada a quinta

Observa-se que 0s

poténcia com ruido N(10,81)

residuos produzidos pelo filtro proposto tém

comportamento mais proximo do simulado do que os produzidos pelo filtro de

Henderson. Novamente cabe a observacdo de que o filtro de Henderson parece

suavizar a série do ruido.

45.4

Discussao dos resultados

O Quadro 4.5 apresenta uma sintese dos resultados das trés simulaces.

Quadro 4.5 — Média e desvio padrdo do ruido, do Filtro Proposto e do
Filtro de Henderson

Simulagao

Serie com tendéncia cubica

Série com tendéncia elevada

Série com tendéncia elevada

Estatisticas p a quarta poténcia a quinta potencia
Slnidold) e ruido N(10.81) e ruido N(10,81)
Ruido Filtro| ) FlJIlm de| Cu Filtro| Filtro de Ruido Flll‘l'LD FlJIlm de|
proposto|Hender Son)| proposto/Henderson proposto|Hender son)|
Média 0.1 0,0 0.0 9.6 3.8 0.1 10.0 3.2 0,3
Desvio padréao 1.0 0.9 0.9] 9.3 9.5 8.1 9.2 9.1 8.0
Coeficiente de variagao 151 -85,2 -100,9 1.0 2,5 139,2 0.9 2.9 26,3
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Pelo exposto, conforme esperado, foi na série com tendéncia cubica e com
ruido N(0,1) que se observaram os melhores resultados nos dois filtros.

Desta forma, foi possivel validar, atraves das simulacGes apresentadas, o
filtro proposto em séries que ndo apresentam componentes sazonais. Nota-se que
nas series com tendéncia elevada a quarta ou quinta poténcia, o filtro de
Henderson amortece mais a componente do ruido. Na secdo seguinte sao
apresentadas as comparacdes entre o filtro Proposto e o de Henderson para séries

com sazonalidade.

4.6
O comportamento dos filtros quando utilizados no procedimento X11

Nesta secdo apresenta-se uma comparacao dos resultados da decomposicéo
de uma série sazonal quando se utiliza o filtro proposto ao invés do filtro de
Henderson no procedimento de ajuste sazonal empregado pelo método X11. Essa
aplicacdo pode apenas comparar as diferencas entre os resultados pois como as
componentes ndo sdo observaveis, ndo fornecem subsidios para avaliar a
qualidade dos filtros.

Como descrito anteriormente, as meédias mdveis de Henderson sdo empregadas no
X11 para extrair a tendéncia de uma série ja corrigida das variacdes sazonais.

Essas médias mdveis sdo utilizadas em quatro momentos diferentes:

» Na etapa B — na tabela B7 do método X11;
» Na etapa C - na tabela C7 do método X11;

> Naetapa D - nas tabelas D7 e D12 do método X11.

Essencialmente, a diferenca entre essas estimativas ocorre devido a deteccao

de valores atipicos e/ou ao tratamento dado aos dias trabalhados.

Antes de cada uma destas etapas, a série ja esta corrigida de variacdes

sazonais, ou seja, a série pode ser escrita como:
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A=T+Il ou A=T- L

A série analisada sera a mesma série descrita no capitulo 2, uma série real
da economia brasileira, a série do indicador de producdo fisica da inddstria
brasileira no periodo de janeiro de 1985 a janeiro de 2003. Este indicador tem
periodicidade mensal e é produzido pela COIND Coordenacao da Industria— do
IBGE.

O tamanho do filtro utilizado ¢ avaliado em cada uma das etapas através da

raz&o VT— %conforme descrito na secéo 3.3.

O quadro 4.6 apresenta as estatisticas referentes a tendéncia em todas as

quatro etapas de estimacao.

Quadro 4.6 — Média, variancia e coeficiente de variacdo obtidos nos Filtros Propostos e

de Henderson em diferentes etapas do método X11

ARIMA
Média Variancia Coeficiente de variagao
Etapas

Filtro de Filtro Filtro de Filtro Filtro de Filtro

Henderson Proposto Henderson Proposto Henderson Proposto

BY 112,48 112,49 80.54 79.71 7.98% 7.94%
c7 112,57 111,09 78,76 72,16 7.88% 7.65%
D7 112.41 112,38 78.26 77,80 7.87% 7.85%

D12

(N=13) 112.46 112.42 79.89 78.74 7.95% 7.89%

D12 o
(N=23) 112.42 74.49 7.68%

* Utilizando apenas no caso do filtro proposto

Para manter a comparagdo entre a utilizacdo do filtro de Henderson e o
proposto, mostrar-se-a a seguir as quatro passagens da série por ambos os filtros
utilizando o tamanho 13. Ao final, apresenta-se a comparacgdo entre os diferentes
tamanhos de filtro empregado na Ultima etapa.

Nessa tese ndo foi desenvolvido uma metodologia propria para calibrar os

tamanhos 6timos de filtro quando utilizado o filtro proposto. Por essa razéo
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utilizou-se o critério que esta definido no método X11 (se¢do 3.3). Provavelmente,
os limites definidos para escolha do tamanho do filtro proposto seriam maiores

pois o filtro foi projetado de maneira a reduzir mais a componente irregular que o

de Henderson. Como o objetivo da razéo VT— é obter uma irregular menor que um

determinado nivel pré-definido, dado um nivel final da irregular, o filtro podera
ter & sua entrada uma irregular maior. Como o tamanho do filtro corresponde a um

nivel final da irregular, o limiar do filtro proposto tem que ser maior. Com o

mesmo limiar de | ele vai gerar uma irregular menor que o de Henderson,

-Fa
assim, poderia ter sido usado um filtro menor que iria desviar do ideal o

desmpenho das pontas da série.

Ocorre na etapa B7 do método X11 a primeira estimativa da tendéncia
realizada a partir de uma serie livre de sazonalidade. Nessa etapa ja houve uma
primeira correcdo dos valores considerados atipicos. O gréafico 4.28 apresenta as

duas estimativas.
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Gréfico 4.28 — Estimativas de tendéncia de uma série livre de sazonalidade utilizando o

Filtro Proposto e o Filtro de Henderson

9 Em todas as etapas, para a série considerada, o filtro de tamanho 13 foi o escolhido, com
excecdo da Gltima etapa. Na Gltima etapa quando se aplicou o filtro proposto, a razdo %T foi

maior do que 3,49; o que implica a escolha de um filtro de tamanho 23.
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O gréfico 4.29, a seguir, mostra a segunda estimativa da tendéncia que

ocorre na etapa C7 do método X11. Nessa fase os dados originais ja passaram por

uma correcdo dos valores atipicos e também dos dias trabalhados.
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Gréfico 4.29 — Segunda estimativa de tendéncia de uma série livre de sazonalidade
utilizando o Filtro Proposto e o Filtro de Henderson

A terceira estimativa da tendéncia é realizada quando a série original ja

passou pelos testes de deteccdo e correcdo de valores atipicos e de dias

trabalhados por duas vezes. Isso ocorre na etapa D7 do método X11. O gréafico

4.30 apresenta a terceira passagem pelo filtro.
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Grafico 4.30 — Terceira estimativa de tendéncia de uma série livre de sazonalidade

utilizando o Filtro Proposto e o Filtro de Henderson
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Esta Gltima estimativa da tendéncia corresponde a Tabela D12 do método
X11. A tendéncia estimada na etapa anterior, D7 do método X11, é utilizada para
estimar a série de componentes sazonal-irregular, bastando dividir a série
corrigida de valores atipicos e de dias trabalhados por essa tendéncia.

Nesta série, a componente sazonal € estimada por meio de uma média movel
sazonal cujo tamanho é determinado pela Razdo de Sazonalidade Moével (RSM)
global. O programa emprega o conjunto de dados disponiveis. Calcula-se para
cada més, os valores médios das evolugdes das componentes sazonal e irregular.

A raz&o global é calculada fazendo-se:

anl_j
RSM =

Zn

n; € o numero de dados no més |

o 1 nj||i’j 3
IJ_nj—lz‘lilj “

Lo

‘S—ll

E o critério de deciséo é determinado segundo a regra a seguir.

| I | |
| | | |
| I | |
| I | |
| | | |
| I | |
A | B | C I D | E
(3X3) | ? | (3X5) | ? | (3X9)

: : : :
| | | |
| I | |
| | | |
1 | 1 1

:

RSMglobal | 2.5 3.5 5.5 6.5
|
|

Figura 4.1 — Critérios de selecdo da média moével sazonal.
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Se a razdo RSM se situar nas regibes B ou D, retira-se um ano de
observacdes e calcula-se novamente a RSM.

No exemplo:

RSM = 4,8; quando se utiliza o filtro de Henderson e
RSM = 5,2; quando se utiliza o filtro proposto; ambos levam a utilizacdo da média

movel de tamanho 3X5.

Logo, uma nova estimativa da componente sazonal € realizada e a série
original é ajustada sazonalmente. E, a partir desta série, que é feita a nova

estimativa da tendéncia. O gréfico 4.31 apresenta a estimativa final da tendéncia.
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120 A o ‘.' ’
ICE e R roy R

100
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Gréfico 4.31 — Séries de tendéncia utilizando o Filtro Proposto e o Filtro de Henderson

As séries ajustadas sazonalmente estdo apresentadas a seguir:
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Gréfico 4.32 — Séries ajustadas sazonalmente utilizando o Filtro Proposto e o

Filtro de Henderson

Os fatores sazonais estimados pelos dois procedimentos:

= ==Filtra proposto

—— Filtro de Hendersan

AR« TR, SO

Ay .*?' "'i A :'0
by, Pyl b AN qm

" o

%
Ny ’h

Grafico 4.33 — Fatores sazonais estimados pelo Filtro Proposto e pelo Filtro de Henderson
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E finalmente a taxa més em relacdo ao més imediatamente anterior.

300

189

2004

10,0 +

0,0+

-10.0 4

Filtro proposto
—— Filtro de Henderson

Grafico 4.34 — Taxa Trimestral em relacdo ao trimestre imediatamente anterior utilizando

o Filtro Proposto e o Filtro de Henderson

A taxa calculada como o més em relacdo ao més imediatamente anterior é

muito sensivel. Nesta comparacao seis taxas aparecem com sinais inversos:

Tabela 4.1 — Taxa trimestral em relacdo ao trimestre anterior

Taxa més em relagao ao més imediatamente anterior

, Filtro de Filtro
Periodo
Henderson proposto

mar/91 -0.7 0.3
mai/93 0.1 -0.4
fev/94 -2,3 0.3
jan/95 =27 1.6
set/01 0.2 -2.3
out/01 -0.6 0.7
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Conforme comentado anteriormente, a série de tendéncia estimada pelo

filtro de Henderson de tamanho 13, e o filtro proposto de tamanho 23 é

apresentada no gréafico a sequir.
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120 1 /\ /\ P J"\\J,\
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Gréfico 4.35 — Série de tendéncia estimada pelo Filtro de Henderson (tamanho 13) e

Filtro Proposto (tamanho 23)

Conforme comentado no inicio dessa se¢do essa aplicagdo pode apenas

comparar as diferengas entre os resultados pois como as componentes ndo Sao

observaveis e essa série € real, ndo permite avaliagdes mais consistentes. Observa-

se que as componentes estimadas pelos dois métodos sdo muito proximas

entretanto a taxa més em relagdo ao més imediatamente anterior, extremamente

sensivel, chega a apresentar seis observacGes em que os resultados possuem sinais

0postos.

4.7

Os filtros assimétricos

Os filtros assimétricos correspondentes aos simétricos do filtro proposto

podem ser obtidos diretamente utilizando as equacg0es (4.2.43) e (4.2.44).

Para a obtencdo destes filtros a matriz A permanece inalterada e o vetor b

deslocado do seguinte modo:
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Suponha que os elementos de b estejam indexados a partir de k=0 até k=L-
1, entdo seus elementos ndo nulos valem a partir de k=p-j até k=p-4-j,

respectivamente, 2z, —4x 2z, 6X 27z, —4x 27z e 2z, sendo j o deslocamento.

De posse de A e b calcula-se g a partir da equagdo (4.2.31) e
posteriormente, usando a equacdo (4.2.5), calculam-se os coeficientes f(n), =-
p,....(N-p-1), para o filtro simétrico e os coeficientes para os filtros assimétricos

sdo fornecidos para:
(-p-1),...,(N-p-2);  (-p-2),...,(N-p-2); ..... ;(-2p),...,0

Deste modo, as medias assimétricas propostas sdo derivadas do mesmo
modo que as simétricas e o tamanho do filtro € sempre igual a N. Como descrito
na se¢do 4.3 esses filtros podem ser obtidos através de 4.3.51.

Cabe salientar que a concepcdo destes filtros assimétricos é bastante
diferente da dos filtros assimétricos de Musgrave (1967) associados aos filtros de
Henderson. Os filtros de Musgrave s&o demonstrados em Doherty (2001) como
descrito no capitulo trés, mas de modo geral, ele foi construido com base nas

hipdteses:

- amortecimento linear da série;
- soma dos pesos unitarios e;

- minimizar as revisoes das estimativas.

Estes filtros assimétricos eram responsaveis por grande instabilidade no
inicio e no fim da série. Com o aprimoramento do método X11 para o X11-
ARIMA, as series sdo estendidas para a frente e para trés e o efeito destes filtros
assimétricos € minimizado.

No gréfico a seguir sdo apresentadas para o tamanho de filtro N=9, todas as
médias assimétricas relacionadas com o filtro proposto. Em negrito esta
representada a média simétrica de 9 termos e as demais curvas correspondem as
assimétricas. A leitura do grafico segue a seguinte notagdo: Pp_f indicando, em
relacdo a origem, p observacOes passadas e f observacdes futuras. A marcacao

indica o ponto origem da media movel.
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Gréfico 4.36 — Médias assimétricas relacionadas com o Filtro Proposto e média

simétrica de 9 termos

Os filtros que conservam tendéncia cubica de tamanho 9, 13 e 23, sdo

apresentados a seguir, a leitura das tabelas segue a mesma notacao do grafico. Nao

foi possivel calcular os pesos assimétricos para os filtros de tamanho 5 e 7.

Tabela 4.2 - Filtros que conservam a tendéncia cubica de tamanho 9

i P4 4 P35 P2 6 P17 PO_8
z* -0,0909
z° 0,0606 -0,1212
z? 0,1688  0,1818 -0,1016
z' 0,2338  0,3117 0,0769  0,2828
z° 0,2554  0,3139  0,1843 0,3283  0,8586
z* 0,2338  0,2338 0,2328  0,2828  0,2828
z? 0,1688 0,1169  0,2345  0,1818 -0,0202
z°® 0,0606  0,0087 0,2018  0,0606 -0,1212
z* -0,0909 -0,0455  0,1469 -0,0455  -0,0909
yA 0,0000 0,0819 -0,1010  0,0000
z° 0,0192 -0,0707  0,0808
z’ 0,0808  0,0808
z® -0,0707
=0 1,0000 1,0000 1,0767  1,0000  1,0000
$0° 0,2554 0,3139 0,2288  0,3283  0,8586
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Tabela 4.3 - Filtros que conservam a tendéncia cubica de tamanho 13
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i P6_6 P5 7 P4 8 P39 P2 10 P1 11 PO 12
z° -0,0769
z° 0,0000 -0,1099
z* 0,0629  0,0330 -0,1016
z? 0,1119  0,1279  0,0769  -0,0330
z? 0,1469  0,1818  0,1843  0,1319  0,1154
z 0,1678  0,2018  0,2328  0,2218  0,1978  0,3626
Z° 0,1748  0,1948  0,2345  0,2507 0,2298  0,2747  0,7280
z*t 0,1678  0,1678  0,2018  0,2328  0,2218  0,1978  0,3626
z? 0,1469  0,1279  0,1469  0,1818  0,1843  0,1319  0,1154
z3 0,1119  0,0819 0,0819  0,1119 0,1279  0,0769  -0,0330
z* 0,0629  0,0370 0,0192 0,0370  0,0629  0,0330 -0,1016
z® 0,0000  0,0000 -0,0290 -0,0290  0,0000  0,0000 -0,1099
z* -0,0769 -0,0220 -0,0504 -0,0719 -0,0504 -0,0220 -0,0769
z’ -0,0220 -0,0330 -0,0779 -0,0779  -0,0330  -0,0220
z® 0,0357 -0,0330 -0,0719 -0,0330  0,0357
z° 0,0769 -0,0220 -0,0220  0,0769
z 0,0824  0,0000  0,0824
z1 0,0330 0,0330
z* -0,0907
0 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000  1,0000
$6° 0,1748  0,1948 0,2345 0,2507 0,2298  0,2747  0,7280



DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0321239/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0321239/CA

Tabela 4.4 - Filtros que conservam a tendéncia cubica de tamanho 23
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[ PI111 P1012 P913 P814 Pr15 P616 P517 P418 P319 P220 PL21 PO 22
- 0,052

z° 00261 -0,069

z 00025 -00285 -0,0803

z 00185 00063 -00266 -0,0819

z 00373 00350 00172 -00195 -0,072

z 00534 00582 00519 00304 -00060 -00488

z 00671 00761 00783 00687 00460 00150 -0,0094

z 00783 00893 00971 00965 00848 00640 00444 00485

pag 00870 00980 01090 01149 01119 0099 00846 00833 01271

Z 00932 01028 01149 01250 01284 01233 01125 01078 01329 0,2288

z 009%9 01039 01155 01277 01357 01362 01296 01229 01337 01%1 03559

b 00981 01018 01116 01242 01351 01399 01371 01298 01302 01624 02681 05107
z 009%9 0099 01039 01155 01277 01357 01362 01296 01229 01337 01%1 03559
z? 00932 008% 00932 01028 01149 01250 01284 01233 01125 01078 01329 02288
z* 00870 00802 00802 00870 00980 01090 01149 01119 0099 00846 00833 0,271
z 00783 00692 00657 00692 00783 00893 00971 00965 00848 00640 00444 00485
z° 00671 00569 00505 00505 00569 00671 00761 00783 00687 00460 00150 -0,0094
z° 00534 00438 00353 00319 00353 00438 00534 00582 00519 00304 -00060 -0,0488
z 00373 00303 00208 00146 00146 00208 00303 00373 00350 00172 -0019%5 -00722
z® 00186 00167 00080 -00005 -00038 -00005 00080 00167 00186 00063 -00266 -0,0819
z° 00025 00034 -00026 -00122 -00187 -00187 -00122 -00026 00034 -00025 -00285 -0,0803
z° 00261 -00091 -00101 -00195 -00288 -00326 -00288 -00195 -00101 -00091 -00261 -0,06%
" 0052 -00206 -00138 -00213 -00328 -00407 -00407 -00328 -00213 -00138 -00206 -0,0522
2 0034 00129 -00166 -00295 -00417 -00465 -00417 -00295 -00166 -00129 -0,0304
B 00067 -00043 -00175 -00341 -00449 -00449 -00341 -00175 -00043 -0,0067
z* 00167 00044 -00167 -00346 -00415 -00346 -00167 00044 00167
s 00375 00119 -00143 -00303 -00303 -00143 00119 00375
z* 00532 00173 -00104 -00206 -00104 00173 00532
zv 00615 00195 -00050 -00050 00195 00615
z® 00602 00173 00018 00173 00602
719 00468 00099 0009 00468
z® 00191 -00040 00191
z% 00254 -002%4
zZ -0,0890
0 10000 10000 10000 10000 10000 10000 10000 10000 10000 10000 10000  1,0000
0 00981 01018 01116 01242 01351 0139 01371 01298 01302 01624 02681 05107

Na secdo 5.3 é feita uma analise mais detalhada dos filtros assimétricos.
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