
4                                                                                      
Proposta de obtenção de novos pesos 

 

 

Como apresentado anteriormente, há duas maneiras equivalentes de 

caracterizar os filtros de Henderson:  

i) simétricos, 

 ii) preservando tendências cúbicas e 

iii) com mínima variância da diferença terceira da série depois de aplicada a 

média móvel; 

 

ou, o que é equivalente: 

 

i) e ii) como descrito anteriormente e, 

iii') com mínima soma dos quadrados da terceira diferença dos coeficientes da 

média móvel. 

 

A proposta é construir filtros que:  

i) não necessitem ser simétricos, 

 ii) preservem tendências de qualquer ordem, 

 iii) tenham mínima variância, 

 

e compará-los com os filtros de Henderson. 

 

4.1  
Análise no domínio da freqüência 

 

4.1.1 
Introdução 

 

Uma série temporal pode ser considerada do ponto de vista do tempo ou do 

ponto de vista das freqüências. 
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A análise no domínio do tempo considera a série { }tX  como uma sucessão 

de T  valores observados nos instantes t , t  variando de 1 a T . Os modelos 

paramétricos são utilizados para descrever uma série temporal. A análise no 

domínio da freqüência descreve uma série temporal pelo comportamento cíclico 

nas várias freqüências, isto é, expressa a série { }tX como uma soma de funções 

senoidais. Calcula-se, para cada freqüência, a sua importância na composição da 

série. O gráfico que associa a cada freqüência sua importância na série é chamado 

de espectro da série. Os gráficos 4.1 e 4.2, a seguir, apresentam a evolução da 

série de produção industrial no tempo (repetiu-se o gráfico já apresentado 

anteriormente por motivo apenas didático) e o espectro desta mesma série. 

O gráfico da evolução da série no tempo mostra uma forte componente 

sazonal que traduz uma queda na produção industrial em janeiro e fevereiro e um 

pico de produção nos meses de agosto a outubro. 

 

 
Gráfico 4.1 – Gráfico da série no domínio do tempo. 

 

Este espectro evidencia uma forte contribuição ⎯ pico espectral ⎯ da 

freqüência 12
π  e seus múltiplos. 
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Gráfico 4.2 – Gráfico do espectro da série. 

 

Esta seção concentra-se na análise no domínio da freqüência que permite 

filtros serem representados em termos de ciclos. Em particular, os conceitos de 

análise espectral, função de ganho e defasagens são introduzidos. A análise 

espectral permite investigar os ciclos que estão presentes na série. Propriedades 

dos filtros lineares podem ser investigadas utilizando função de ganho e funções 

de fase. O ganho e a fase resumem o comportamento de casos particulares, tais 

como os ciclos econômicos, os ciclos sazonais e o ruído quando um filtro linear é 

aplicado. 

Alguns conceitos preliminares são úteis. Definem-se autocovariância 

(Australian Bureau of Statistics, 2001), transformada Z (Diniz, 2004), 

transformada de Fourier (Diniz, 2004) e análise espectral de uma série (Australian 

Bureau of Statistics, 2001), além de função de ganho (Australian Bureau of 

Statistics, 2001), e de função de fase(Australian Bureau of Statistics, 2001),. 
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4.1.2  
Autocovariância 

 

Considere um processo estacionário { }tY , com média constante ( ) μ=tYE , 

variância constante ( ) ( ) 22 σμ =−= tt YEYVar  e covariância ( )st YYCov ,  que é 

função da diferença st − . A função de autocovariância, kγ , é definida como a 

covariância entre tY e ktY + . 

),( ktkk YYCov +=γ  

( )( )[ ]μμ −−= +ktt YYE      (4.1.1) 

Para uma dada seqüência de autocovariâncias kγ , L,2,1,0 ±±=k , a função 

geradora de autocovariância é definida como: 

 

( ) ∑
∞

−∞=

=
k

k
k BB γγ  (4.1.2) 

sendo B o operador retrocesso, definido como: ktt
k xxB −= . 

 

Seja tZ  com média zero, μ−= tt YZ . tZ  pode ser expresso como uma 

combinação linear de variáveis aleatórias  

( ) ∑
∞

=
−==

0j
jtjtt aaBZ θθ  (4.1.3) 

sendo jθ os coeficientes e ta  com média 0 e variância 2σ . Então 

 

( ) ∑∑
∞

=

∞

=
− =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

0

22

0 j
ja

j
jtjt aVarZVar θσθ  

e 

( )( )[ ] =⋅=−−= ++ )(00 kttkttk ZZEZZEγ  

 

∑∑∑
∞

=
+

∞

=
−+

∞

=
− =

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
⋅=

0

2

00 j
kjja

i
iktj

j
jtj aaE θθσθθ  
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Então: 

( ) ∑
∞

−∞=

=
k

k
k BB γγ  

∑ ∑
∞

−∞=

∞

=
+=

k i

k
kiia B

0

2        θθσ  

 

∑∑
∞

=

∞

=

−=
0 0

2        
i j

ij
jia Bθθσ  

∑ ∑
∞

=

∞

=

−=
0 0

2       
j i

i
i

j
ja BB θθσ  

( ) ( )12      −= BBa θθσ  (4.1.4) 

 

sendo kij +=  e  0=jθ  para 0<j . Isto pode ser aplicado para qualquer 

combinação linear de pesos da forma dada em (4.1.3) 

 

4.1.3  
Análise de Fourier 

 

Análise de Fourier é uma forma de análise no domínio da freqüência que 

pode ser utilizada para representar qualquer função periódica como uma série de 

senóides harmonicamente relacionadas. 

A transformada de Fourier de uma função discreta no tempo tY , tal que 

0=tY para Mt > é definida como: 

 

( ) ∑
∞

−∞=

−=
k

ki
keYf ϖϖ                  sendo πϖπ ≤≤−  (4.1.5) 

O espectro de um processo estacionário é a transformada de Fourier da 

função de autocovariância do processo. 
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4.1.4  
Análise espectral 

 

Se tY é um processo estacionário com seqüência de autocovariâncias kγ , 

isto significa que a soma do processo kγ  existe e tem duração finita e, portanto, a 

transformada de Fourier existe. 

Substituir kγ  em (4.1.5) fornece a série de espectros da série tY  com 

autocovariância kγ . 

 

( ) ∑
∞

−∞=

−=
k

ki
kef ϖγϖ ( ) ( )( ) =−+−= ∑

∞

−∞=k
k kik ϖϖγ sen cos   

                               ( )∑
∞

=

+=
1

0  cos2
k

k kϖγγ  (4.1.6) 

 

sendo kk −= γγ e πϖ ≤≤0 . 

0)0sen( =  

( )( ) ( )kk ϖϖ sensen −=−  

( )( ) ( )kk ϖϖ coscos =−  

( ) ( )kike ki ϖϖϖ −+−=− sencos  

 

Pode-se relacionar a função geradora de autocovariância definida em (4.1.2) 

com o espectro definido como em (4.1.6). 

 

( ) ( )( )ϖγϖ ief −=  

Isto significa que uma vez conhecida a função geradora de autocovariância 

para um processo pode-se chegar ao espectro do processo. 

 

De outro modo, a seqüência kγ  pode ser redescoberta pela inversa da 

transformada de Fourier definida como: 
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    ( )
π

ϖϖγ
π

π

ϖ

2
1

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∫

−

def ki
k  

Fazendo 0=k  obtêm-se a variância do processo tY como: 

 

( ) == 0γtYVar  

( )
π

ϖϖ
π

π 2
1

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∫

−

df  

 

Isto mostra que o espectro ( )ϖf  pode ser interpretado como a 

decomposição da variância do processo. Um pico no espectro indica uma 

importante contribuição à variância por parte das componentes com freqüências 

no correspondente intervalo. As baixas freqüências correspondem essencialmente 

às componentes que evoluem lentamente, como a tendência e o ciclo. As altas 

freqüências correspondem às componentes que evoluem mais rapidamente, como 

por exemplo a componente irregular. Note que a irregular é “branca”, portanto 

tem tanto altas como baixas freqüências. 

 

4.1.5  
Função de ganho 

 

Geralmente, informações econômicas são formadas por uma grande 

variedade de ciclos econômicos, ciclos sazonais e ruído. A função de ganho pode 

ser utilizada para procurar o efeito do filtro linear até a freqüência de amplitude do 

ciclo de uma dada série. Em outras palavras, isto mostra o que acontece com a 

amplitude de um dado ciclo depois de aplicada uma média móvel. 

 

Teoricamente, as propriedades de um filtro linear podem ser estudadas 

analisando a transformada de Fourier definida em (4.1.5) como: 

 

( ) ∑
−=

−=
2

1

m

mj

ji
jewf ϖϖ  
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sendo 
21

,, mm ww L− os pesos do filtro e ϖ  a freqüência com πϖπ ≤≤− . A 

função de resposta da freqüência pode ser escrita em termos da contribuição das 

funções de senos e co-senos como segue 

( ) ( ) ( )ϖϖϖ iSCf +=  

sendo: 

( ) ( )∑
−=

=
2

1

cos
m

mj
j jwC ϖϖ  

( ) ( )∑
−=

=
2

1

sen
m

mj
j jwS ϖϖ  

A função de ganho de um filtro com pesos 
21

,, mm ww L− é definida por: 

     ( ) ( ) ( )( )2
1

22 ϖϖϖ SCG +=  

Para uma média móvel simétrica de tamanho 12 +m sendo mmm == 21  e 

kk ww =− , a função de ganho pode ser simplificada para: 

 

     ( ) ( )∑
=

+=
m

k
k kwwG

1
0  cos2 ϖϖ  

O ganho pode ser tanto positivo como negativo. O ganho igual a 1−  

significa que os picos se transformaram em vales e vice-versa. O tamanho da 

magnitude entre um vale e um pico ainda é o mesmo. O ganho é simétrico sobre 

as freqüências de π−  a π . Por esta razão, o ganho é tipicamente plotado de 0 a 

π . 

 

Se o processo tY tem espectro ( )ϖYS , então o espectro de uma função 

filtrada, ( )ϖTS , é dado por: 

     ( ) ( ) ( )ϖϖϖ YT SGS ×= 2  

O espectro é utilizado para analisar somente séries temporais estacionárias. 

Se a série é não-estacionária, recomenda-se tornar a série estacionária, por meio 

de uma transformação, para depois obter o espectro. 

 

O gráfico 4.3, a seguir, mostra a função de ganho para uma média móvel de 

2X12, ou seja, uma média móvel centrada de 12 termos. A função foi plotada 
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mostrando os períodos e as freqüências no eixo dos x. Para converter 

freqüências ( )ϖ em períodos ( )p a seguinte relação pode ser utilizada. 

 

    
p
πϖ 2

=  

 

 
 

Gráfico 4.3 – Exemplo de função de ganho para uma média móvel de doze termos. 

 

A função de ganho representada no Gráfico 4.3 mostra que essa média 

móvel anula as freqüências 30º, 60º, 90º, 120º, 150º e 180º. Essa média móvel 

conserva as retas e elimina a sazonalidade mensal que corresponde a freqüência 

30º = 2π /12 = π/6, por amostra, rigorosamente 

Como descrito anteriormente, as médias móveis podem conservar ou 

eliminar algumas freqüências. Especificamente na seção 3.1 mostra-se que para 

uma média móvel conservar um polinômio de grau d é necessário que seus 

coeficientes satisfaçam as condições (3.2) e (3.3). 

As médias móveis podem também eliminar algumas freqüências e, em 

conseqüências, certas componentes sazonais. A função de ganho é uma 

ferramenta que permite identificar as freqüências que são eliminadas por uma 

média móvel. 
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De forma geral se pode afirmar que uma média móvel simples de ordem k  

com todos os coeficientes iguais a k
1  elimina as sazonalidades fixas de período 

k , de modo que a função de ganho se anula para as freqüências 
k
π2 . 

A média móvel transforma a componente irregular, que é usualmente 

modelada como ruído branco, ou seja, sucessão de variáveis aleatórias ta  com 

média zero, não correlacionadas e com variância 2σ  em uma sucessão de 

variáveis aleatórias, 

( ) ∑
∞

=
−==

0j
jtjtt aaBZ θθ  

Desse modo: ( ) ∑∑
∞

=

∞

=
− =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

0

22

0 j
ja

j
jtjt aVarZVar θσθ  

Utilizando as técnicas oriundas do domínio da freqüência é fácil ver que 

minimizar ∑
∞

=0

2

j
jθ  é diferente de  

minimizar ( )23 2 2 2 2
3 2 1 2 3 1 3

3 1 2 2 1

9 9 6 6

             2 18 6 6
k k k k k k k k k

k k k k k k k k

θ θ θ θ θ θ θ θ θ

θ θ θ θ θ θ θ θ
+ + + + + + +

+ + + + +

Δ = + ⋅ + ⋅ + − ⋅ + ⋅ +

− ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅
, 

como fez Henderson. 

O espectro de kθ
3Δ   não é plano como o espectro de um ruído branco, a 

transformada Z  do operador 3Δ  é ( )311 −− z   e a transformada de Fourier é dada 

por: ( ) =− − 31 ϖie ( )
3

2
33

2
2 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛− ϖϖ

senei
i

  

A função de ganho, como pode ser visto no Gráfico 4.4, enfatiza bastante as 

altas freqüências, e gera um ruído com o espectro longe de ser plano, logo, uma 

seqüência longe de ser descorrelacionada. 
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Gráfico 4.4 – Função de ganho de 3Δ . 

 

4.1.6  
Função de fase 

 

A quebra de fase ocorre quando o tempo de retorno é distorcido. Considere 

a série ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

3
 sen tX t

π  e a média móvel assimétrica definida como: 

 

( ) ( )
3

12 ttt
t

XXX
XM

++
= −− . 

 

O resultado deste amortecimento pode ser observado no Gráfico 4.4 a 

seguir: 
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Gráfico 4.5 – Amortecimento da série utilizando a média móvel assimétrica. 

 

Observa-se, na ilustração acima, gráfico 4.5, a redução de amplitude na 

série, o que é o reflexo da aplicação do filtro de médias móveis. Observa-se 

também uma defasagem no tempo, isto é, os pontos de inversão não ocorrem na 

mesma época para a série bruta e para a série amortecida. 

Para generalizar o exposto acima, seja a série ( )φϖ += tRsenXt  de 

freqüência ϖ  (ou de período ϖ
π2 ), de amplitude R  e de fase φ . E seja também 

o mesmo filtro de médias móveis utilizado anteriormente. 

 

( ) ( )
3

12 ttt
t

XXX
XM

++
= −−  

 

Então: 

 

( ) ( )( ) =+= φϖtRsenMXM t  

( )( ) ( )( ) ( )( )
=

+
+

+−
+

+−
=

33
1

3
2 φϖφϖφϖ tRsentRsentRsen  

( )( ) ( )( ) ( )( )[ ] =+++−++−= φϖφϖφϖ tsentsentsenR 12
3
1  
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( )( ) ( )( )[ ] =+−++−= φϖϖφϖ 1cos12
3
1 tsentsenR  

( ) ( )( ) =+−+= φϖϖ 1cos21
3
1 tRsen  

( ) ( ) =−+= ϖφϖϖ tRsenG  

( ) ( ){ ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
Γ++=

DefasagemAmplitude

tRsenG ϖφϖϖ321  

( )ϖG  é chamada função de ganho da média móvel. 

A função ( )ϖΓ  é chamada função de defasagem da média móvel.  

 

4.2  
Filtros ótimos conservando tendência de ordem arbitrária 

 

Como descrito anteriormente, um filtro de comprimento N com resposta no 

tempo ℜ∈)(nf , 1−−≤≤− pNnp  que conserve uma tendência de ordem 

t deve ser tal que: 

 ( )∑
−−

−=
=

1
)(

pN

pn

k knfn δ , tk  , ,1 ,0 L=  (4.2.1) 

sendo: ( )
⎩
⎨
⎧

≠
=

=
0k   0,
0k   ,1

kδ  

 

Definindo a transformada z de )(nf como: 

 ∑∑
−−

−=

−
∞

−∞=

− ==
1

)()()(
pN

pn

n

n

n znfznfzF  (4.2.2) 

 

As condições da equação (4.2.1) são equivalentes a: 

 ( ) 11 =F        e (4.2.3) 

 

 0
1

=
∂

∂

=z
k

k

z
F ;   t., ,1 L=k  (4.2.4) 
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Uma função )(zF que satisfaz as equações (4.2.3) e (4.2.4) é: 

 ( ) )(11)(
11 zGzzF

t+−−+=  (4.2.5)  

 

Como )(nf é não nula apenas de pn −=  até ( )1−−= pNn , então )(ng  é 

não nula de pn −=  até ( )2−−−= tpNn . Assim, )(zG é dado por: 

 ∑
−−−

−=

−=
2

)()(
tpN

pn

nzngzG  (4.2.6) 

Definindo-se L como sendo o comprimento de )(zG (“grau”mais 1), isto é, 

 1−−= tNL  (4.2.7) 

então: 

 ∑
−−

−=

−=
1

)()(
pL

pn

nzngzG  (4.2.8) 

Deseja-se que o resultado gerado quando o filtro é aplicado a uma seqüência 

não correlacionada tenha soma dos quadrados mínima9.  

  

Isto é equivalente a encontrar os coeficientes )(nf (ou ))(ng que resolvem 

qualquer uma das duas minimizações abaixo: 

 
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧
∑

−−

−=−−−=

1
2

1,,),(
)(min

pN

pnpNpnnf
nf

L
 (4.2.9) 

sujeito a ),()(
1

knfn
pN

pn

k δ=∑
−−

−=
   tk  , ,1 ,0 L=  

ou  

 
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧
∫
−

−−−=

π

π

dweF jw
pLpnng

2

1,,),(
)(min

L
 (4.2.10) 

                                                 
9Como descrito na seção 4.1.5, a média móvel transforma a componente irregular, que é 

usualmente modelada como ruído branco, ou seja, sucessão de variáveis aleatórias ta  com média 

zero, não correlacionadas e com variância 2σ  em uma sucessão de variáveis aleatórias, 

( ) ∑
∞

=
−==

0j
jtjtt aaBZ θθ . Desse modo: ( ) ∑∑

∞

=

∞

=
− =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

0

22

0 j
ja

j
jtjt aVarZVar θσθ  
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dado que ( ) ( ) ( )zGzzF
t 1111
+−−+=  

 

Optou-se por resolver o problema utilizando a equação (4.2.10). 

Define-se a norma quadrática de )( jweF , como: 

dweFeFdweFeF jwjwjwjw ∫∫
−−

==
π

π

π

π ππ
)()(

2
1)(

2
1)( *22

 (4.2.11) 

Sendo *F  o transposto do conjugado de F . 

Da equação (4.2.5) tem-se: 

 )()1(1)( 1 jwtjwjw eGeeF +−−+=  

 )()(1           1222
)1(

jwt
wjw

j
twj

eGeee +−
+

−
−+=  

 ( ) )(
2

sen21           
1

12
)1(

jw
t

t
twj

eGwje
+

+
+

−
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+=  (4.2.12) 

Pode-se escrever a equação (4.2.8) como:  

( ) [ ]
( )

( )

( )⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

+−
−

= −−−−

1

1
  )1()1(

pLg

pg
pg

zzzzG pLpp
M

L   (4.2.12a)  

o que implica: 

( ) [ ]
( )

( )

( )

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

+−
−

= −−−−

1

1
  )1()1(

pLg

pg
pg

eeeeG pLjwpjwjwpjw
M

L  

[ ]
( )

( )

( )⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

+−
−

= −−−

1

1
  1             )1(

pLg

pg
pg

eee Ljwjwjwp
M

L  (4.2.13) 

Definindo-se: 

 ( ) [ ]  1 wE
T)1( −−−= Ljwjw ee L uma matriz (L x 1) (4.2.14) 

( ) ( ) ( )[ ]  11 g            T−−+−−= pLgpgpg L uma matriz (L x 1) 

  (4.2.15) 
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a equação (4.2.13) pode ser rescrita como: 

  

 ( ) ( )gwEeeG Tjwpjw =  (4.2.16) 

substituindo )( jweG da equação (4.2.16) na equação (4.2.12), tem-se: 

 ( )
( )

( ) ( )gwEewjeeF Tjwp
t

t
twjjw

1
12

1

2
sen21

+
+

+
−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+=  (4.2.17) 

Definindo-se ( )tpws ,, como 

 ( )
( )

( ) jwp
t

t
twj

ewjetpws
1

12
1

2
sen2,,

+
+

+
−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=  (4.2.18) 

tem-se: 

 ( ) ( ) ( )gwEtpwseF Tjw ,,1+=  (4.2.19) 

 

Assim, como os coeficientes ( )ng são reais, 

  ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++=⋅ tpwswEggwEtpwseFeF

TTjwjw ,,1 ,,1 ****  

 ( ) ( )( ) ( ) ( ) =⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ++= wEgtpwsgwEtpws

TT *** ,,1 ,,1  

 ( ) ( )( ) ( ) ( ) =⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ++= wEgtpwsgwEtpws

TTT ** ,,1 ,,1  

 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )=++= gwEtpwsgwEtpws T ** ,,1 ,,1       

                      ( ) ( ) ( ) ( ) +++= gwEtpwsgwEtpws T ** ,,,,1  

 ( ) ( )( ) ( ) =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+ wEggwEtpws

TTT *2,,  

 ( ) ( ) ( ) ( ) +++= gwEtpwsgwEtpws T ** ,,,,1  

                            ( ) ( ) ( )( )gwEwEgtpws T *2,,+                                                     

               

  (4.2.20) 

 

Pela equação (4.2.11) tem-se: 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) dwgwEwEtpwsggwEtpwswEtpwseF TTTjw T

∫
− ⎭

⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ +⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ++=

π

ππ
*2**2

,,,,,,1
2
1)(

                    (4.2.21) 

 

Então: 

( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫
− −

+⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ++=

π

π

π

πππ
dwgwEtpwswEtpwsdweF

TTjw  ,,,,
2
1

2
1)( **2

 ( ) ( ) ( )( ) =+ ∫
−

dwgwEwEtpwsg TT  ,,
2
1 *2

π

ππ
 

  ( ) ( ) ( ) ( ) +
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ++= ∫

−

gdwwEtpwswEtpws
TT

π

ππ
** ,,,,

2
11  

             ( ) ( ) ( )( ) gdwwEwEtpwsg TT

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+ ∫
−

π

ππ
*2,,

2
1  (4.2.22) 

Definindo-se o operador g∇ , gradiente em relação a g, tal que: 

( ) ( ) ( ) ( )

T

pLg
h

pg
h

pg
hhg ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−∂

∂
+−∂

∂
−∂
∂

=∇
1

 ,   ,
1

  , L  (4.2.23) 

a minimização da equação (4.2.10) ocorre quando: 

                                               ( ) 0
2

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∇ jweFg  (4.2.24) 

Pode-se mostrar que: 

 ( ) agaT
g =∇  (4.2.25) 

 ( ) ( )gAAAgg TT
g +=∇  (4.2.26) 

Assim, aplicando-se as propriedades das equações (4.2.25) e (4.2.26) na 

equação (4.2.22), torna a equação (4.2.24) em: 

( ) ( ) ( ) ( ) +
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∇ ∫

−

T
Tjw

g dwwEtpwswEtpwseF
T

π

ππ
 ,,,,

2
1)( **2

 

( ) ( ) ( )( ) +
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+ ∫
−

π

ππ
dwwEwEtpws T*2,,

2
1  

( ) ( ) ( ) =
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛+ ∫

−

gdwwEwEtpws
T

π

ππ
*2,,

2
1  
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( ) ( ) ( ) ( )( ) +
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+= ∫
−

π

ππ
dwwEtpwswEtpws  ,,,,

2
1 **  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0,,
2
1 **2 =

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ++ ∫

−

gdwwEwEwEwEtpws
TT

π

ππ
 (4.2.27) 

O valor de g que resolve a equação acima é: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ⋅
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +−=

−

−
∫

1
**2,,

2
1 dwwEwEwEwEtpwsg

TT
π

ππ
 

( )( ) ( ) ( ) ( ) =
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+⋅ ∫
−

dwwEtpwswEtpws ** ,,,,
2
1 π

ππ
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ⋅
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +−=

−

−
∫

1
**2,, dwwEwEwEwEtpws

TT
π

π

 

( ) ( ) ( ) ( ) =
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+⋅ ∫
−

dwwEtpwswEtpws ** ,,,,
π

π

 

( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧
⋅

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−= ∫∫
−

−

−

dwwEtpwsdwwEwEtpws T
π

π

π

π

,,ReRe,,
1

*2  (4.2.28) 

Definindo-se as seguintes matrizes: 

( ) ( ) ( ) ( ){ }
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

= ∫
−

dwwEwEtpwstpA T*2 Re,,,
π

π

 ; matriz L x L, (4.2.29) 

( ) ( ) ( ){ }
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

= ∫
−

dwwEtpwstpb
π

π

,,Re, ; matriz L x 1, (4.2.30) 

tem-se que: 

 bAg 1−−= ; matriz L x 1, (4.2.31) 

Considere que as linhas e colunas de A  e os elementos de b estão 

numerados de 0 a  L-1. Assim, substituindo a equação (4.2.14) nas equações 

(4.2.29) e (4.2.30), tem-se que, para k≤0 , 1−≤ Ll : 

 { } ( ) ( ) ( ) ( ) =
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧= −−

−
∫ dweetpwstpA jwljwk

kl
*2 Re,,,

π

π
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 ( ) ( ){ } == −−

−
∫ dwetpws kljw )(2 Re,,
π

π

 

 ( ) ( )dwklwtpws −= ∫
−

cos,, 2
π

π

 (4.2.32) 

 { } ( ) ( ) ( ){ } == ∫
−

dwwEtpwstpb k

π

π

,,Re,  

 ( ){ }dwetpws jwk∫
−

−=
π

π

,,Re  (4.2.33) 

Agora, substituindo a equação (4.2.18) nas equações (4.2.32) e (4.2.33), 

tem-se que, para k≤0 , 1−≤ Ll : 

{ } ( ) ( )
( )

( )dwklwwtpA
t

t
kl ∫

−

+
+ −⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

π

π

cos
2

sen2,
12

12  (4.2.34) 

{ } ( ) ( ) =
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∫

−

+
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+
+−

dwwjetpb
t

t
ptkjw

k

π

π

1
12

1

2
sen2Re,  

( )

( )⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+
+−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+
+

=

∫

∫

−

+
+

−

+
+

par     t  ,
2

sen
2

1sen2

ímpar     t  ,
2

sen
2

1cos2

1
1

1
1

dwwptkwjj

dwwptkwj

t
t

t
t

π

π

π

π  (4.2.35) 

Particularizando para o caso em que o filtro deve preservar a tendência 

cúbica, isto é, 3=t , temos que: 

{ } ( ) ( ) =−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∫

−

dwklwwpA kl

π

π

cos
2

sen2563,
8

 

       ( ) =−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

= ∫
−

dwklwwπ

π

cos
2
cos1256

4
 

      ( ) ( )dwklww∫
−

−−=
π

π

coscos116 4  (4.2.36) 

{ } ( ) ( ) =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+= ∫

−

dwwpkwpb k

π

π

4

2
sen2cos163,  
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                  ( ) =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−+= ∫
−

dwwpkw
π

π

2

2
cos12cos16  

                 ( )( ) dwwpkw∫
−

−−+=
π

π

2cos12cos4  (4.2.37) 

 

Como: 

( ) www 2cos
2
1cos2

2
3cos1 2 +−=−  (4.2.38) 

( ) wwwww 4cos
8
13cos2cos

2
7cos7

8
35cos1 4 +−+−=−  (4.2.39) 

Então as equações (4.2.36) e (4.2.37) transformam-se em: 

{ } ( ) ( ) =−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−+−= ∫

−

dwklwwwwwpA kl

π

π

cos4cos
8
13cos2cos

2
7cos7

8
35163,

 

( ) ( )dwklwwwww∫
−

−+−+−=
π

π

cos4cos3cos82cos28cos56352  (4.2.40) 

 

{ } ( ) ( ) =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−−+= ∫

−

dwwwpkwpb k

π

π

2cos
2
1cos2

2
32cos43,  

               ( )( )dwwwpkw∫
−

+−−+=
π

π

2coscos432cos2  (4.2.41) 

Pode-se mostrar que: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≠

≠=

==

=∫
− l

l

l

dwlwkw

k     ,0

0k    ,

0k  ,2

 cos cos π

π
π

π

 

                                    ( ) ( )[ ]lklk ++−= δδπ  (4.2.42) 

Desse modo, as equações (4.2.40) e (4.2.41) tornam-se: 

 

{ } ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]4382281567023, −−+−−−−−+−−−−= klklklklklpA kl δδδδδπ
 

 (4.2.43) 
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{ } ( ) ( ) ( ) ( )[ ]221242623, −−++−−+−−+= pkpkpkpb kl δδδπ  (4.2.44) 

 

Assim, A é uma matriz simétrica de dimensões L X L, com todas as 

diagonais constantes. Apenas as 9 diagonais centrais são não nulas. Supondo que 

as linhas são indexadas a partir de 0=k até ( )1−= Lk , e as colunas a partir de 

0=l  até ( )1−= Ll , e definindo-se a diagonal d  como os elementos tais que 

dlk ±=−  , então os elementos das diagonais não nulas são a partir de 4−=d  até 

4=d , iguais a  

,2  e  28  ,282  ,256  ,207  ,256  ,282  ,28  ,2 πππππππππ ×−××−××−×− X
respectivamente. 

Já b é um vetor de dimensão L com apenas 5  elementos consecutivos não 

nulos. Supondo que os seus elementos são indexados a partir de 0=k até 

( )1−= Lk , então seus elementos não nulos valem, a partir de pk =  até 

4−= pk , respectivamente, πππππ 2  e  24  ,26  ,24  ,2 ×−×− X . 

De posse de A e b  calcula-se g  pela equação (4.2.31) e posteriormente, 

usando a equação (4.2.12a) calcula-se G(Z). Finalmente utilizando a equação 

(4.2.5), calculam-se os coeficientes ( )nf , ( )1,, −−−= pNp L . 

Para o caso particular de um filtro simétrico que conserve tendência cúbica 

de tamanho 13, tem-se: 

 

 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⋅⋅−⋅⋅−
⋅−⋅⋅−⋅⋅−
⋅⋅−⋅⋅−⋅⋅−
⋅−⋅⋅−⋅⋅−⋅⋅−

⋅−⋅⋅−⋅⋅−⋅⋅−
⋅−⋅⋅−⋅⋅−⋅⋅−

⋅−⋅⋅−⋅⋅−⋅
⋅−⋅⋅−⋅⋅−

⋅−⋅⋅−⋅

=

πππππ
ππππππ
πππππππ
ππππππππ

πππππππππ
ππππππππ

πππππππ
ππππππ

πππππ

2702562282820000
256270256228282000

22825627025622828200
282282562702562282820

228228256270256228282
022822825627025622828
00228228256270256228
000228228256270256
0000228228256270

A
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⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⋅−
⋅
⋅−

=

0
0

2
24

26
24

2
0
0

π
π
π
π

π

b  

 

 

 

 

E pela equação 4.2.31, tem-se que: 

 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−
−
−
−
−
−
−
−

=

077,0
308,0
706,0
175,1
469,1
175,1
706,0
308,0
077,0

g  

Os coeficientes gerados por este filtro são: 

 

 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

0,0769-  
 0 0,000   

0,0629   
0,1119   
0,1469   
0,1678   
0,1748   
0,1678   
0,1469   
0,1119   
0,0629   
0,0000   
0,0769- 

Z  
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4.3  
Uma abordagem mais geral dos filtros 

 

O procedimento desenvolvido na seção anterior é generalizado com a 

finalidade de obter uma formulação que compreenda qualquer valor de filtro para 

tendência de qualquer ordem de forma imediata. 

Como definida pela equação (4.2.12a), a função ( )zG  é descrita como: 

 

( ) [ ]
( )

( )

( )⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

+−
−

= −−−−

1

1
  )1()1(

pLg

pg
pg

zzzzG pLpp
M

L  

Ou seja: 

( ) ( )gzEzzG Tp=        (4.3.1) 

 

         sendo: ( ) [ ]TzzzE 1L-21 z  1 +−−= L  (4.3.2) 

 

 

Então, ( )zF  em (4.2.5)  pode ser escrita como: 

 

( ) ( ) ( )
( )
43421

zG

Tpt
gzEzzzF

1111
+−−+=   (4.3.3) 

 

 

Mais adiante utilizar-se-á o Teorema de Cauchy: 

 

( ) ( ) dzz
z

XzX
j

nx 1
*

*2 1
2
1 −

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∫∑ π

   (4.3.4) 

 

Pois: ∫
⎩
⎨
⎧

≠
=

=−

0;0
0;1

2
1 1

n
n

dzz
j

n
π

 (4.3.5) 
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E para isto deve-se definir: ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
*

* 1

z
G  e  ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

*
* 1

z
F . 

 

( )gzEzg
z

Ez
z

G TpTp 1
**

* 11 * −−− =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
      e (4.3.6) 

( ) ( ) ( ) ( )1111
*

* 11111 −−+−−+ −+=−+=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
zEgzzgzEzz

z
F tptTpt  (4.3.7) 

 

O produto ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅ *

* 1
z

FzF , fica: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) +⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+−+=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛⋅ −−++− gzEzzzEzz
z

FzF TptTpt 1111
*

* 1111  

   ( ) ( ) ( ) ( ) =⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−+

+−−−+ 1111 11
tTppTt zgzEzzzEgz  

 

( ) ( ) ( ) ( ) +⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+−+= −−++− gzEzzzEzz TptTpt 1111 111  

   ( ) ( ) ( )( ) gzzEzEzg
tTtT

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−+

+−−+ 1111 11  (4.3.8) 

 

 

Retorna-se ao problema de calcular o mínimo de  

 

( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−−−= ∫ dzz
z

FzF
jpLpnng

1
*

*
1,,),(

1
2
1min
πL

  (4.3.9) 

  

dado que ( ) ( ) ( )gzEzzzF Tpt 1111
+−−+=  

 

Seja ( )gI  definida como: 
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( ) ( ) ( ) ( ) +

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+−+= ∫∫ −−+−+−− gdzzEzzzzEzz

j
dzz

j
gI

T
b

TptTpt

4444444444 34444444444 2143421
'

11111

1

1 11
2
1

2
1

ππ

 

( ) ( ) ( )( ) gdzzzzEzEz
j

g

A

tTtT

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−+ ∫ −+−−+

44444444 344444444 21

11111 11
2
1
π

 (4.3.10) 

 

Pode-se escrever: 

 

( ) AgggbgI TT
++= '1  (4.3.11) 

 

e então, a minimização ocorre quando: 

 

( ) 00 ' =++⇒=∇ gAAbI T
g  (4.3.12) 

 

Segue-se o cálculo de 
T'b  

 

( ) ( ) ( ) =⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+−= ∫ −−+−+− dzzEzzzzEzz

j
b TptTptT 11111' 11

2
1
π

 

( ) [ ] ( ) [ ][ ]∫ −−−++−−+− −+−
π

= dzzz  zz1zz1z  zz1zz1
j2

1 1T1L21p1t1L-21p1t1 LL

 

(4.3.13) 

 

Mas 

 ( ) ( ) ( ) ( ) pn
t

n

nn
t

ptn
N

n

n
N

nN zCzzxCx +−
+

=
+

+−

=
∑∑ −=−⇒−=−

1

0
1

11

0
1111  

 (4.3.14) 

e 

        ( ) ( ) pm
t

m

mm
t

pt zCzz −
+

=
+

−+ ∑ −=−⇒
1

0
1

1 11  (4.3.15) 
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Então: 

 

( ) ( ) ( ) [ ]1L-n-p21
1

0
1

11 z  11 +−−−−−
+

=
+

+− ∑ −=− Lnpnpnp
t

n

nn
t

Tpt
zzzCzEzz  

(4.3.16) 

( ) ( ) ( ) [ ]∑
+

=

−++++−++−+−
+

−−+ −=−
1

0

1Lmp-21
1

11 z  11
t

m

mpmpmpmm
t

Tpt zzzCZEzz L  

(4.3.17) 

 

 

O k-ésimo elemento de (4.3.16) é: 

 

( ) ( ) ( ) 1,,1,0;11
1

0
1

1,,1,0

11 −=−=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ − −−

+

=
+

−=

+− ∑ LkzCzEzz knp
t

n

nn
t

Lk
k

Tpt
L

L

  

(4.3.18) 

 

O l-ésimo elemento de (4.3.17) é: 

( ) ( ) ( ) 1,,1,0;11
1

0
1

1,,1,0

111 −=−=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ − ++−

+

=
+

−=

−−+− ∑ LlzCzEzz lmp
t

m

mm
t

Ll
l

Tpt
L

L

      

(4.3.19) 

 

A integral da equação 4.3.13 só é diferente de zero para os termos 0z . 

Então: 

 

( ) ( ) ( ) 1,,1,0;11
2
1

1
111 −=−=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ − −

+
−+−∫ LkCdzzzEzz

j
kpn

t
k

Tpt
L

π
            (4.3.20) 

 

( ) ( ){ } ( ) 1,,1,0;11
2
1

1
111 −=−=− −−

+
−−−+∫ LlCdzzzEzz

j
lplp

tl
Tpt L

π
             (4.3.21) 

 

Como kp −  e lp −  tem que estar entre 0 e 1+t , pode-se considerar 

01 =+
x
tC , se 0<x ou 1+> tx  
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Então, 01 ≠+
x
tC , para pktppkttkp ≤≤−−⇒≤−≤−−⇒+≤−≤ 10110 . 

 

Se ( ) kpkp
tk Cbpktp −−
+ −=⇒≤≤−− 12          1 1

'                                           (4.3.22) 

 

Seja ( ) kpkp
tk Cbbb −−
+ −=⇒= 1            2 1

'                                                     (4.3.23) 

 

Seja também, ( ) [ ]Tpn 0100 LL=−δ , matriz (N x 1)                  (4.3.24) 

 

Esta matriz é numerada a partir do 0 e o elemento 1 encontra-se na p-ésima 

linha. 

 

Seja a matriz H  tal que:  

( ) ( ){ }k
ijij

tij pnHCh −⇒−= −−
+ δ         11   (linha k  e coluna p  de H )          (4.3.25) 

 

     ( ){ } ( ) kpkp
tk CpnH −−
+ −=− 11δ .                            (4.3.26) 

 

A matriz H , tem dimensões ((N-t-1) x N), e é tal que: 

 

 a linha zero é composta pelos elementos de ( ) 11 +− tx ; 

 a linha 1 é composta pelos elementos de ( ) 11 +− tx  deslocados de 1 para 

a direita; 

 a linha ( )1−N  é composta pelos elementos de ( ) 11 +− tx  deslocados de 

( )1−− tN  para a direita. 

 

 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+−+−

+−+−+−

+−+−++−

=

1t11
1tC10000

01t1t
1tCt11

1tC10

001t1t
1tCt12

1tC1
1tC1

LL

MMMMMMMMM

LLL

LL

H

   (4.3.27) 

 

Esta é a matriz de Toeplitz (Tyrtyshnikov, 1994)! 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0321239/CA



 

 

 
160

Desse modo: 

( ) 0' =++ gAAb T ⇒ ( ) 02 =++ gAAb T ⇒ ( ) ( ) 02 =++− gAApnH Tδ  

(4.3.28) 

 

Segue-se o cálculo de A .  

 

Como definido em (4.3.10): 

 

( ) ( ) ( )( ) dzzzzEzEz
j

A
tTt∫ ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −−= −+−−+ 11111 11

2
1
π

.                                                

 

Pode-se escrever: 

 

( ) ( )[ ]dzzzaza
j

A T∫ −−= 11
2
1
π

                                                              (4.3.29) 

 

sendo: 

( ) ( ) ( ) ( ) [ ]
( ) [ ]1L-n-21

1

0
1

1L-21
1

0
1

11

z  1           

z  111

+−−−−−
+

=
+

+−−−
+

=
+

+−

∑

∑

−=

=−=−=

L

L

nnn
t

n

nn
t

n
t

n

nn
t

TtT

zzzC

zzzCzEzza
 

(4.3.30) 

 

( ) ( ) ( ) ( ) [ ]
( ) [ ]Tmmm

t

m

mm
t

m
t

m

mm
t

t

zzzC

zzzCzEzza

1-Lm21
1

0
1

1-L2
1

0
1

111

z  1            

z  111

+++
+

=
+

+

=
+

−+−

∑

∑

−=

=−=−=

L

L

               

(4.3.31) 

 

Logo: 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0321239/CA



 

 

 
161

( ) ( ) [ ]

( )

dzzzzzCz
z
z

C
j

A

zA

nnn
t

n

nn
t

m
m
m

t

m

mm
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0
1
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0
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2
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=
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⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

−

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−=

444444444444 3444444444444 21

L

L
π

  

(4.3.32) 

sendo: 

( ) ( ) [ ]1L-n-21

1-Lm

2
11

0

1

0
11 z  

z

1 +−−−−−

+

+

++

=

+

=
++

+

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−= ∑∑ L

L

nnnm
m
m

t

m

t

n

n
t

m
t

nm zzzz
z
z

CCzA  

 (4.3.33) 

 

O elemento i , j , dessa matriz é: 

 

( ){ } ( ) ( ) jnim
t

m

t

n

n
t

nm
t

m
ij zzCCzA −−+

+

=

+

=
+

−
+∑∑ −−=

1

0

1

0
11 11                            (4.3.34) 

 

A integral da equação 4.3.32 só é diferente de zero para as potências 0 de z , 

ou seja, para: 

ijnmjnim −=−⇒=−−+ 0                                                        

 

O elemento ji,  da matriz A , definida em (4.3.32) é: 

 

{ } ( ){ } dzzzAA ijij
1−∫= ⇒ { } ( ) ( )∑ ∑

+

=

+

=
+

−
+

−=−

−−=
1

0

1

0
11 11

t

m

t

n

n
t

nm
t

m
ij

ijnm

CCA       (4.3.35) 

 

A linha i de A  é obtida fazendo: 

jimn −=−  

mjin +−=  

Logo: 
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{ } ( ) ( )∑
+

=

+−
+

+−
+ −−=

1

0
11 11

t

m

mji
t

mjim
t

m
ij CCA                                             (4.3.36)     

 

Considerando que 1t   xe   0   ,01 +><=+ xC x
t  

 

( ) ( ) ( )∑
+

=

+−
+

+−
+

+ −−=−
1t

0m

mji
1t

mjimm
1t

m1t C1xC1x1                             (4.3.37) 

 

( )( )[ ] ( ) ( ) nm
t

m

t

n

n
t

nm
t

mt
xxCCxx −

+

=

+

=
++

+− ∑∑ −−=−−
1

0

1

0
11

11 1111                       (4.3.38) 

A potência k  de ( )
11

11
+−

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −−

t
xx é determinada fazendo: 

kmnknm −=⇒=− . Substituindo o valor de n  na equação (4.3.38), tem-se: 

 

( ) ( )∑
+

=

+−
+

+−
+ −−

1

0
11 11

t

m

mk
t

mkm
t

m CC                                                          (4.3.39) 

 

Se kji −=− ⇒ (4.3.36) e (4.3.39) são idênticas. 

 

ijA  é a potência de ij −  de ( )( )[ ] 1111
+−−−

t
xx . 

 

Quando x  é substituído por 1−x , a expressão ( )
11

11
+−

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −−

t
xx não se 

altera, então jiij AA = ⇒ TAA = .                                                                 (4.3.40) 

Logo ijA  é a potência de ji −  de ( )
11

11
+−

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −−

t
xx . 

 

De outro modo, utilizando a matriz xNtNH 1−− , definida de 4.3.25 a 4.3.27, 

vem que: 

 

( ) ijij
tij Ch −−
+ −= 11                                                                                  (4.3.41) 
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( ) ( ) ( ) jrjr
t

N

or

irir
t

N

or
jrir

N

r

T
rjir

ij

T
CChhhhHH −−

+

−

=

−−
+

−

=

−

=
−−===⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ∑∑∑ 11 1

1

1

11

0
    (4.3.42) 

 

Fazendo: mir =−  e substituindo na equação (4.3.42), tem-se: 

 

( ) ( ) ( ) jimjim
t

iN

im

mm
tij

T CCHH −+−+
+

−−

−=
+ −−= ∑ 11 1

1

1                                        (4.3.43) 

Considerando que 1t   xe   0   ,01 +><=+ xC x
t , as equações (4.3.39) e 

(4.3.43) são idênticas se jik −= . 

Então: 
THHA =                                                                                              (4.3.44) 

Como em (4.3.31) TAA =  , então: 

 AAA T 2=+                                                                                        (4.3.45) 

Substituindo (4.3.45) em (4.3.28) tem-se:  

022 =+ Agb                                                                                        (4.3.46) 

 

0=+ Agb                                                                                            (4.3.47) 

 

Como por (4.3.28), ( )pnHb −= δ  e por (4.3.45) THHA =  

 

Então, substituindo em (4.3.46) tem-se: 

 

( ) ( ) 0=+− gHHpnH Tδ                                                                      (4.3.48) 

( ) ( )pnHHHg T −−=
−

δ
1

                                                                    (4.3.49) 

 

Calcula-se ( )ZF  como definida em (4.3.3),  

( ) ( ) ( )ZGZZF
t 1111
+−−+=  

 

A multiplicação de ( )ZG  por ( ) 111
+−−

t
Z é equivalente a multiplicar TH por 

g . 
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( ) ( ) ( ) ( )pnHHHHpngHpnF TTT −−−=+−=
−

δδδ
1

                 (4.3.50) 

 

sendo: ( ) [ ]Tpn 00100 LL=−δ  

 

( ) ( )pnHHHHIF TT −⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −=

−
δ

1
                                                      (4.3.51) 

 

Para o caso de tendência cúbica, t=3, e tamanho de filtro N=13, tem-se a 

matriz a seguir com o filtro simétrico, na posição central da matriz e os 

assimétricos. 

 

 
 

 
4.4 
Resultados 
 

Os gráficos a seguir ilustram os pesos; ou seja, os coeficientes oriundos do 

filtro de Henderson e do filtro proposto. Os cálculos foram realizados 

considerando os tamanhos usuais de filtro utilizados no procedimento X11: 5, 7, 

9, 13 e 23 termos; entretanto os coeficientes podem ser obtidos para qualquer 

tamanho impar de filtro.  
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Gráfico 4.6 – Comparação entre os coeficientes oriundos do Filtro Proposto e os do Filtro 

de Henderson – Filtro de tamanho 5. 

 

 
Gráfico 4.7 – Comparação entre os coeficientes oriundos do Filtro Proposto e os do Filtro 

de Henderson – Filtro de tamanho 7. 
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Gráfico 4.8 – Comparação entre os coeficientes oriundos do Filtro Proposto e os do Filtro 

de Henderson – Filtro de tamanho 9. 

 

 

 

 
Gráfico 4.9 – Comparação entre os coeficientes oriundos do Filtro Proposto e os do Filtro 

de Henderson – Filtro de tamanho 13. 
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Gráfico 4.10 – Comparação entre os coeficientes oriundos do Filtro Proposto e os do 

Filtro de Henderson – Filtro de tamanho 23. 

 

 

A função de ganho, como definida anteriormente, permite analisar as 

freqüências que são eliminadas e as que são conservadas com uma média móvel.  

As baixas freqüências correspondem essencialmente às componentes que 

evoluem lentamente, como a componente de tendência. As altas freqüências 

correspondem às componentes de evolução mais rápida. 

Tratando-se de extração da tendência, o filtro ideal seria aquele que 

mantivesse as baixas freqüências, ou seja as funções periódicas de período 

superior ao ano e que eliminasse todas as altas freqüências que correspondem a 

uma periodicidade inferior ao ano. 

A seguir a função de ganho para cada um dos tamanhos de filtro cujos 

coeficientes foram explicitados acima. 
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Gráfico 4.11 – Comparação entre a função de ganho do Filtro Proposto e a do Filtro de 

Henderson – Filtro de tamanho 5. 
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Gráfico 4.12 – Comparação entre a função de ganho do Filtro Proposto e a do Filtro de 

Henderson – Filtro de tamanho 7. 
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Gráfico 4.13 – Comparação entre a função de ganho do Filtro Proposto e a do Filtro de 

Henderson – Filtro de tamanho 9. 

 

 
Gráfico 4.14 – Comparação entre a função de ganho do Filtro Proposto e a do Filtro de 

Henderson – Filtro de tamanho 13. 

 

 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0321239/CA



 

 

 
170

 
Gráfico 4.15 – Comparação entre a função de ganho do Filtro Proposto e a do Filtro de 

Henderson – Filtro de tamanho 23. 

 

   

Pode-se observar nos gráfico 4.11 a 4.15 que o filtro de Henderson tende a atenuar 

mais as altas freqüências do que o ótimo proposto, pois como Henderson 

minimizou ( )∑
−=

Δ
m

mk
k

23θ , a diferença terceira dos coeficientes, enfatizou essa 

suavização conforme descrito na seção 4.1.5 e apresentado no Gráfico 4.4. 

 

No quadro a seguir, apresentam-se os coeficientes para os filtros de 

tamanhos: 5, 7, 9, 13 e 23, bem como a soma dos quadrados dos coeficientes para 

cada tamanho de filtro e o fator de redução da variância. 
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Quadro 4.1 – Coeficientes, soma dos quadrados dos coeficientes e fator de redução de 

variância – Filtros de tamanho: 5, 7, 9, 13 e 23. 

 
 

Observa-se que, em todos os casos, o filtro proposto apresenta a soma dos 

quadrados dos coeficientes menor que a do filtro de Henderson. Como mostrado 

na seção 4.1.2, ( ) ∑
∞

=

=
0

22

j
jatZVar θσ . Desse modo os fatores de redução da 

variância são calculados fazendo ∑
∞

=

−
0

21
j

jθ . O filtro proposto em comparação com 

o de Henderson reduz a variância em: 2,1%; 3,6%; 3,9%; 3,6% e 2,7% para os 

tamanhos de filtro 5, 7, 9, 13 e 23, respectivamente. 
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4.5 
Simulação 

 

Esta seção apresenta um conjunto de simulações desenvolvidas para testar a 

metodologia proposta neste trabalho. Com o intuito de observar os resultados em 

diferentes cenários foram realizadas 3 simulações: tendência cúbica com ruído  

N(0,1); tendência elevada a quarta potência com ruído N(10, 81) e tendência 

elevada a quinta potência com ruído N(10, 81). Nos três casos o que se espera é 

que, quando aplicados os Filtros Propostos e de Henderson, as séries resultantes 

sejam o mais próximo possível da série limpa do ruído aleatório. Para testar o 

poder dos filtros, subtraíram-se da série simulada com ruídos as séries filtradas 

pelos dois processos. Ainda é importante mencionar que as três séries simuladas 

apresentam as condições ideais para utilização dos filtros já que nenhuma 

componente sazonal está embutida na sua construção. 

 

4.5.1 
Tendência cúbica com ruído N(0,1). 
 

Simularam-se 200 observações de uma série com tendência cúbica e 

somou-se a essa série uma componente aleatória gerada de uma normal com 

média 0 e desvio padrão 1.  

 
Gráfico 4.16 – Série simulada com tendência cúbica e ruído  N(0,1) 
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Aplicaram-se os dois filtros, o proposto e o de Henderson, de tamanho 13, a 

essa série simulada. Para testar o poder dos filtros, subtraíram-se da série simulada 

com ruído as séries filtradas pelos dois processos. Essas séries deveriam estar 

muito próximas do ruído gerado (com distribuição Normal (0,1)). O Quadro 4.2 

mostra as estatísticas. 

 

Quadro 4.2 – Média e desvio padrão do ruído, do Filtro Proposto e do Filtro de 

Henderson – Série simulada com tendência cúbica e ruído N(0,1) 

 

 

Para a série simulada com tendência cúbica as estatísticas acima não 

apresentam grandes variações. 

 

Os histogramas do ruído estimado pelos dois procedimentos dão uma idéia 

da distribuição dos mesmos; observa-se que o histograma construído com os 

ruídos oriundos do filtro proposto apresentam uma distribuição mais próxima da 

normal do que os oriundos do filtro de Henderson. 
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Gráfico 4.17 – Histograma do ruído estimado pelo Filtro Proposto – Série simulada com 

tendência cúbica e ruído N(0,1) 
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Gráfico 4.18 – Histograma do ruído estimado pelo Filtro de Henderson – Série simulada 

com tendência cúbica e ruído N(0,1) 

 

O gráfico a seguir apresenta a série do ruído gerado e os ruídos oriundos da 

filtragem pelos dois procedimentos. 
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Gráfico 4.19 – Séries do ruído gerado na série simulada com tendência cúbica e do 

ruído gerado pelos Filtros Propostos e de Henderson 

 

 

4.5.2 
Tendência elevada a quarta potência com ruído N(10,81). 
 

Simulou-se 200 observações de uma série com tendência elevada a quarta 

potência e somou-se a essa série uma componente aleatória gerada de uma normal 

com média 10 e desvio padrão 9. A matriz de filtro para t=4 é obtida através da 

equação (4.3.51), sendo que o filtro simétrico ocupa a posição central da matriz. 
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Gráfico 4.20 – Série simulada com tendência elevada a quarta potência  

com ruído N(10,81) 

 

Aplicaram-se os dois filtros, o proposto, construído para t=4, e o de 

Henderson, de tamanho 13, a essa segunda série simulada. Para testar o poder dos 

filtros, subtraíram-se da série simulada com ruído as séries filtradas pelos dois 

processos. Essas séries deveriam estar muito próximas do ruído gerado (com 

distribuição Normal (10,81)). O Quadro 4.3 mostra as estatísticas. 
 

Quadro 4.3 – Média e desvio padrão do ruído, do Filtro Proposto e do Filtro de 

Henderson – Série simulada com tendência elevada a quarta potência e ruído N(10,81)  

 
 

 Este quadro mostra uma grande discrepância principalmente em relação a 

média da distribuição, contudo, as três estatísticas do filtro Proposto estão mais 
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próximas da série original do que as do filtro de Henderson. O filtro de Henderson 

parece suavizar a série do ruído. 

Os histogramas do ruído estimado pelos dois procedimentos mostram que o 

resíduo oriundo do filtro Proposto tem distribuição mais próxima da normal do 

que o oriundo do filtro de Henderson. 
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Gráfico 4.21 – Histograma do ruído estimado pelo Filtro Proposto – Série estimada com 

tendência elevada a quarta potência com ruído N(10,81) 
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Gráfico 4.22 – Histograma do ruído estimado pelo Filtro de Henderson – Série estimada 

com tendência elevada a quarta potência com ruído N(10,81) 
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O gráfico a seguir apresenta a série do ruído gerado e os ruídos oriundos da 

filtragem pelos dois procedimentos. 

 
Gráfico 4.23 – Séries do ruído gerado na série simulada com tendência elevada a quarta 

potência com ruído N(10,81) 

 

 

4.5.3 
Tendência elevada a quinta potência com ruído N(10,81). 
 

 Simulou-se 1200 observações de uma série com tendência elevada a quinta 

potência e somou-se a essa série uma componente aleatória gerada de uma normal 

com média 10 e desvio padrão 9. A matriz de filtro para t=5 é obtida através da 

equação (4.3.51), sendo que o filtro simétrico ocupa a posição central da matriz. 

Observa-se que o filtro simétrico para t=5 é o mesmo obtido para t=4. 
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Série simulada - 3

 
Gráfico 4.24 – Série simulada com tendência elevada a quinta potência com ruído 

N(10,81) 

 

Aplicaram-se os dois filtros, o proposto, construído para t=5, e o de 

Henderson, de tamanho 13, a essa série simulada. Novamente para testar o poder 

dos filtros, subtraíram-se da série simulada com ruído as séries filtradas pelos dois 

processos. Essas séries deveriam estar muito próximas do ruído gerado (com 

distribuição Normal (10,81)). O Quadro 4.4 mostra as estatísticas. 

 

Quadro 4.4 – Média e desvio padrão do ruído, do Filtro Proposto e do Filtro de 

Henderson – Série simulada com tendência elevada a quinta potência e ruído N(10,81) 
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Os histogramas do ruído estimado pelos dois procedimentos são: 
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Gráfico 4.25 – Histograma do ruído estimado pelo Filtro Proposto – Série estimada com 

tendência elevada a quinta potência e ruído N(10,81) 
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Gráfico 4.26 – Histograma do ruído estimado pelo Filtro de Henderson – Série estimada 

com tendência elevada a quinta potência e ruído N(10,81) 

 

O gráfico a seguir apresenta a série do ruído gerado e os ruídos oriundos da 

filtragem pelos dois procedimentos. 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0321239/CA



 

 

 
181

Gráfico do ruído
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Gráfico 4.27 – Séries do ruído gerado na série simulada com tendência elevada a quinta 

potência com ruído N(10,81) 

 

Observa-se que os resíduos produzidos pelo filtro proposto têm 

comportamento mais próximo do simulado do que os produzidos pelo filtro de 

Henderson. Novamente cabe a observação de que o filtro de Henderson parece 

suavizar a série do ruído. 

 

4.5.4 
Discussão dos resultados 
 

O Quadro 4.5 apresenta uma síntese dos resultados das três simulações. 

 

Quadro 4.5 – Média e desvio padrão do ruído, do Filtro Proposto e do  
Filtro de Henderson  
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Pelo exposto, conforme esperado, foi na série com tendência cúbica e com 

ruído N(0,1) que se observaram os melhores resultados nos dois filtros. 

Desta forma, foi possível validar, através das simulações apresentadas, o 

filtro proposto em séries que não apresentam componentes sazonais. Nota-se que 

nas séries com tendência elevada à quarta ou quinta potência, o filtro de 

Henderson amortece mais a componente do ruído. Na seção seguinte são 

apresentadas as comparações entre o filtro Proposto e o de Henderson para séries 

com sazonalidade. 

 

4.6 
O comportamento dos filtros quando utilizados no procedimento X11 
 

Nesta seção apresenta-se uma comparação dos resultados da decomposição 

de uma série sazonal quando se utiliza o filtro proposto ao invés do filtro de 

Henderson no procedimento de ajuste sazonal empregado pelo método X11. Essa 

aplicação pode apenas comparar as diferenças entre os resultados pois como as 

componentes não são observáveis, não fornecem subsídios para avaliar a 

qualidade dos filtros. 

Como descrito anteriormente, as médias móveis de Henderson são empregadas no 

X11 para extrair a tendência de uma série já corrigida das variações sazonais. 

Essas médias móveis são utilizadas em quatro momentos diferentes:  

 

 

 Na etapa B – na tabela B7 do método X11; 

 Na etapa C - na tabela C7 do método X11; 

 Na etapa D - nas tabelas D7 e D12 do método X11. 

 

Essencialmente, a diferença entre essas estimativas ocorre devido à detecção 

de valores atípicos e/ou ao tratamento dado aos dias trabalhados. 

Antes de cada uma destas etapas, a série já está corrigida de variações 

sazonais, ou seja, a série pode ser escrita como: 
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ttt ITA +=   ou  ttt ITA ⋅=  

A série analisada será a mesma série descrita no capítulo 2, uma série real 

da economia brasileira, a série do indicador de produção física da indústria 

brasileira no período de janeiro de 1985 a janeiro de 2003. Este indicador tem 

periodicidade mensal e é produzido pela COIND Coordenação da Indústria ⎯ do 

IBGE. 

O tamanho do filtro utilizado é avaliado em cada uma das etapas através da 

razão T
I  10conforme descrito na seção 3.3. 

O quadro 4.6 apresenta as estatísticas referentes a tendência em todas as 

quatro etapas de estimação.  

 

Quadro 4.6 – Média, variância e coeficiente de variação obtidos nos Filtros Propostos e 

de Henderson em diferentes etapas do método X11  

 

ARIMA

 
 

Para manter a comparação entre a utilização do filtro de Henderson e o 

proposto, mostrar-se-á a seguir as quatro passagens da série por ambos os filtros 

utilizando o tamanho 13. Ao final, apresenta-se a comparação entre os diferentes 

tamanhos de filtro empregado na última etapa.  

Nessa tese não foi desenvolvido uma metodologia própria para calibrar os 

tamanhos ótimos de filtro quando utilizado o filtro proposto. Por essa razão 
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utilizou-se o critério que está definido no método X11 (seção 3.3). Provavelmente, 

os limites definidos para escolha do tamanho do filtro proposto seriam maiores 

pois o filtro foi projetado de maneira a reduzir mais a componente irregular que o 

de Henderson. Como o objetivo da razão T
I  é obter uma irregular menor que um 

determinado nível pré-definido, dado um nível final da irregular, o filtro poderá 

ter à sua entrada uma irregular maior. Como o tamanho do filtro corresponde a um 

nível final da irregular, o limiar do filtro proposto tem que ser maior. Com o 

mesmo limiar de T
I , ele vai gerar uma irregular menor que o de Henderson, 

assim, poderia ter sido usado um filtro menor que iria desviar do ideal o 

desmpenho das pontas da série. 

 

Ocorre na etapa B7 do método X11 a primeira estimativa da tendência 

realizada a partir de uma série livre de sazonalidade. Nessa etapa já houve uma 

primeira correção dos valores considerados atípicos. O gráfico 4.28 apresenta as 

duas estimativas. 

 

 
Gráfico 4.28 – Estimativas de tendência de uma série livre de sazonalidade utilizando o 

Filtro Proposto e o Filtro de Henderson 

 

                                                                                                                                      
10 Em todas as etapas, para a série considerada, o filtro de tamanho 13 foi o escolhido, com 

exceção da última etapa. Na última etapa quando se aplicou o filtro proposto, a razão T
I  foi 

maior do que 3,49; o que implica a escolha de um filtro de tamanho 23. 
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O gráfico 4.29, a seguir, mostra a segunda estimativa da tendência que 

ocorre na etapa C7 do método X11. Nessa fase os dados originais já passaram por 

uma correção dos valores atípicos e também dos dias trabalhados. 

 
Gráfico 4.29 – Segunda estimativa de tendência de uma série livre de sazonalidade 

utilizando o Filtro Proposto e o Filtro de Henderson 
 

A terceira estimativa da tendência é realizada quando a série original já 

passou pelos testes de detecção e correção de valores atípicos e de dias 

trabalhados por duas vezes. Isso ocorre na etapa D7 do método X11. O gráfico 

4.30 apresenta a terceira passagem pelo filtro. 

 
Gráfico 4.30 – Terceira estimativa de tendência de uma série livre de sazonalidade 

utilizando o Filtro Proposto e o Filtro de Henderson 
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Esta última estimativa da tendência corresponde a Tabela D12 do método 

X11. A tendência estimada na etapa anterior, D7 do método X11, é utilizada para 

estimar a série de componentes sazonal-irregular, bastando dividir a série 

corrigida de valores atípicos e de dias trabalhados por essa tendência.  

Nesta série, a componente sazonal é estimada por meio de uma média móvel 

sazonal cujo tamanho é determinado pela Razão de Sazonalidade Móvel (RSM) 

global. O programa emprega o conjunto de dados disponíveis. Calcula-se para 

cada mês, os valores médios das evoluções das componentes sazonal e irregular. 

A razão global é calculada fazendo-se: 

 

∑

∑
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E o critério de decisão é determinado segundo a regra a seguir.  
 

 
 
 

Figura 4.1 – Critérios de seleção da média móvel sazonal. 
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Se a razão RSM se situar nas regiões B ou D, retira-se um ano de 

observações e calcula-se novamente a RSM.  

No exemplo: 

 

RSM = 4,8; quando se utiliza o filtro de Henderson e 

RSM = 5,2; quando se utiliza o filtro proposto; ambos levam a utilização da média 

móvel de tamanho 3X5. 

 
Logo, uma nova estimativa da componente sazonal é realizada e a série 

original é ajustada sazonalmente. É, a partir desta série, que é feita a nova 

estimativa da tendência. O gráfico 4.31 apresenta a estimativa final da tendência. 

 
Gráfico 4.31 – Séries de tendência utilizando o Filtro Proposto e o Filtro de Henderson 

 

As séries ajustadas sazonalmente estão apresentadas a seguir: 
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Gráfico 4.32 – Séries ajustadas sazonalmente utilizando o Filtro Proposto e o  

Filtro de Henderson 

 

 

Os fatores sazonais estimados pelos dois procedimentos: 

 

 
Gráfico 4.33 – Fatores sazonais estimados pelo Filtro Proposto e pelo Filtro de Henderson 
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E finalmente a taxa mês em relação ao mês imediatamente anterior. 

 
Gráfico 4.34 – Taxa Trimestral em relação ao trimestre imediatamente anterior utilizando 

o Filtro Proposto e o Filtro de Henderson 

 

A taxa calculada como o mês em relação ao mês imediatamente anterior é 

muito sensível. Nesta comparação seis taxas aparecem com sinais inversos:  
 

Tabela 4.1 – Taxa trimestral em relação ao trimestre anterior 

 
 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0321239/CA



 

 

 
190

Conforme comentado anteriormente, a série de tendência estimada pelo 

filtro de Henderson de tamanho 13, e o filtro proposto de tamanho 23 é 

apresentada no gráfico a seguir. 

 
Gráfico 4.35 – Série de tendência estimada pelo Filtro de Henderson (tamanho 13) e 

Filtro Proposto (tamanho 23) 

Conforme comentado no início dessa seção essa aplicação pode apenas 

comparar as diferenças entre os resultados pois como as componentes não são 

observáveis e essa série é real, não permite avaliações mais consistentes. Observa-

se que as componentes estimadas pelos dois métodos são muito próximas 

entretanto a taxa mês em relação ao mês imediatamente anterior, extremamente 

sensível, chega a apresentar seis observações em que os resultados possuem sinais 

opostos. 

 

4.7 
Os filtros assimétricos  

 

Os filtros assimétricos correspondentes aos simétricos do filtro proposto 

podem ser obtidos diretamente utilizando as equações (4.2.43) e (4.2.44). 

Para a obtenção destes filtros a matriz A permanece inalterada e o vetor b 

deslocado do seguinte modo:  
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Suponha que os elementos de b estejam indexados a partir de k=0 até k=L-

1, então seus elementos não nulos valem a partir de k=p-j até k=p-4-j, 

respectivamente, πππππ 2  e  24  ,26  ,24  ,2 ×−×− X , sendo j o deslocamento. 

De posse de A e b calcula-se g a partir da equação (4.2.31) e 

posteriormente, usando a equação (4.2.5), calculam-se os coeficientes f(n), =-

p,...,(N-p-1), para o filtro simétrico e os coeficientes para os filtros assimétricos 

são fornecidos para: 

(-p-1),...,(N-p-2);     (-p-2),...,(N-p-2);  .....;(-2p),...,0 

 
Deste modo, as médias assimétricas propostas são derivadas do mesmo 

modo que as simétricas e o tamanho do filtro é sempre igual a N. Como descrito 

na seção 4.3 esses filtros podem ser obtidos através de 4.3.51. 

 
Cabe salientar que a concepção destes filtros assimétricos é bastante 

diferente da dos filtros assimétricos de Musgrave (1967) associados aos filtros de 

Henderson. Os filtros de Musgrave são demonstrados em Doherty (2001) como 

descrito no capítulo três, mas de modo geral, ele foi construído com base nas 

hipóteses: 

 

- amortecimento linear da série; 

- soma dos pesos unitários e; 

- minimizar as revisões das estimativas. 

 

Estes filtros assimétricos eram responsáveis por grande instabilidade no 

início e no fim da série. Com o aprimoramento do método X11 para o X11-

ARIMA, as séries são estendidas para a frente e para trás e o efeito destes filtros 

assimétricos é minimizado. 

No gráfico a seguir são apresentadas para o tamanho de filtro N=9, todas as 

médias assimétricas relacionadas com o filtro proposto. Em negrito está 

representada a média simétrica de 9 termos e as demais curvas correspondem às 

assimétricas. A leitura do gráfico segue a seguinte notação: Pp_f indicando, em 

relação à origem, p observações passadas e f observações futuras. A marcação 

indica o ponto origem da média móvel. 
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Gráfico 4.36 – Médias assimétricas relacionadas com o Filtro Proposto e média 

simétrica de 9 termos 

 

Os filtros que conservam tendência cúbica de tamanho 9, 13 e 23, são 

apresentados a seguir, a leitura das tabelas segue a mesma notação do gráfico. Não 

foi possível calcular os pesos assimétricos para os filtros de tamanho 5 e 7. 

 

Tabela 4.2 – Filtros que conservam a tendência cúbica de tamanho 9 

i P4_4 P3_5 P2_6 P1_7 P0_8

Z4 -0,0909
Z3 0,0606 -0,1212
Z2 0,1688 0,1818 -0,1016
Z1 0,2338 0,3117 0,0769 0,2828
Z0 0,2554 0,3139 0,1843 0,3283 0,8586
Z-1 0,2338 0,2338 0,2328 0,2828 0,2828
Z-2 0,1688 0,1169 0,2345 0,1818 -0,0202
Z-3 0,0606 0,0087 0,2018 0,0606 -0,1212
Z-4 -0,0909 -0,0455 0,1469 -0,0455 -0,0909
Z-5 0,0000 0,0819 -0,1010 0,0000
Z-6 0,0192 -0,0707 0,0808
Z-7 0,0808 0,0808
Z-8 -0,0707

Σθ 1,0000 1,0000 1,0767 1,0000 1,0000
Σθ2 0,2554 0,3139 0,2288 0,3283 0,8586  

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0321239/CA



 

 

 
193

Tabela 4.3 – Filtros que conservam a tendência cúbica de tamanho 13 

 

i P6_6 P5_7 P4_8 P3_9 P2_10 P1_11 P0_12

Z6 -0,0769
Z5 0,0000 -0,1099
Z4 0,0629 0,0330 -0,1016
Z3 0,1119 0,1279 0,0769 -0,0330
Z2 0,1469 0,1818 0,1843 0,1319 0,1154
Z1 0,1678 0,2018 0,2328 0,2218 0,1978 0,3626
Z0 0,1748 0,1948 0,2345 0,2507 0,2298 0,2747 0,7280
Z-1 0,1678 0,1678 0,2018 0,2328 0,2218 0,1978 0,3626
Z-2 0,1469 0,1279 0,1469 0,1818 0,1843 0,1319 0,1154
Z-3 0,1119 0,0819 0,0819 0,1119 0,1279 0,0769 -0,0330
Z-4 0,0629 0,0370 0,0192 0,0370 0,0629 0,0330 -0,1016
Z-5 0,0000 0,0000 -0,0290 -0,0290 0,0000 0,0000 -0,1099
Z-6 -0,0769 -0,0220 -0,0504 -0,0719 -0,0504 -0,0220 -0,0769
Z-7 -0,0220 -0,0330 -0,0779 -0,0779 -0,0330 -0,0220
Z-8 0,0357 -0,0330 -0,0719 -0,0330 0,0357
Z-9 0,0769 -0,0220 -0,0220 0,0769
Z-10 0,0824 0,0000 0,0824
Z-11 0,0330 0,0330
Z-12 -0,0907

Σθ 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
Σθ2 0,1748 0,1948 0,2345 0,2507 0,2298 0,2747 0,7280  
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Tabela 4.4 – Filtros que conservam a tendência cúbica de tamanho 23 

 

i P11_11 P10_12 P9_13 P8_14 P7_15 P6_16 P5_17 P4_18 P3_19 P2_20 P1_21 P0_22

Z11 -0,0522
Z10 -0,0261 -0,0696
Z9 -0,0025 -0,0285 -0,0803
Z8 0,0186 0,0063 -0,0266 -0,0819
Z7 0,0373 0,0350 0,0172 -0,0195 -0,0722
Z6 0,0534 0,0582 0,0519 0,0304 -0,0060 -0,0488
Z5 0,0671 0,0761 0,0783 0,0687 0,0460 0,0150 -0,0094
Z4 0,0783 0,0893 0,0971 0,0965 0,0848 0,0640 0,0444 0,0485
Z3 0,0870 0,0980 0,1090 0,1149 0,1119 0,0996 0,0846 0,0833 0,1271
Z2 0,0932 0,1028 0,1149 0,1250 0,1284 0,1233 0,1125 0,1078 0,1329 0,2288
Z1 0,0969 0,1039 0,1155 0,1277 0,1357 0,1362 0,1296 0,1229 0,1337 0,1941 0,3559
Z0 0,0981 0,1018 0,1116 0,1242 0,1351 0,1399 0,1371 0,1298 0,1302 0,1624 0,2681 0,5107
Z-1 0,0969 0,0969 0,1039 0,1155 0,1277 0,1357 0,1362 0,1296 0,1229 0,1337 0,1941 0,3559
Z-2 0,0932 0,0896 0,0932 0,1028 0,1149 0,1250 0,1284 0,1233 0,1125 0,1078 0,1329 0,2288
Z-3 0,0870 0,0802 0,0802 0,0870 0,0980 0,1090 0,1149 0,1119 0,0996 0,0846 0,0833 0,1271
Z-4 0,0783 0,0692 0,0657 0,0692 0,0783 0,0893 0,0971 0,0965 0,0848 0,0640 0,0444 0,0485
Z-5 0,0671 0,0569 0,0505 0,0505 0,0569 0,0671 0,0761 0,0783 0,0687 0,0460 0,0150 -0,0094
Z-6 0,0534 0,0438 0,0353 0,0319 0,0353 0,0438 0,0534 0,0582 0,0519 0,0304 -0,0060 -0,0488
Z-7 0,0373 0,0303 0,0208 0,0146 0,0146 0,0208 0,0303 0,0373 0,0350 0,0172 -0,0195 -0,0722
Z-8 0,0186 0,0167 0,0080 -0,0005 -0,0038 -0,0005 0,0080 0,0167 0,0186 0,0063 -0,0266 -0,0819
Z-9 -0,0025 0,0034 -0,0026 -0,0122 -0,0187 -0,0187 -0,0122 -0,0026 0,0034 -0,0025 -0,0285 -0,0803
Z-10 -0,0261 -0,0091 -0,0101 -0,0195 -0,0288 -0,0326 -0,0288 -0,0195 -0,0101 -0,0091 -0,0261 -0,0696
Z-11 -0,0522 -0,0206 -0,0138 -0,0213 -0,0328 -0,0407 -0,0407 -0,0328 -0,0213 -0,0138 -0,0206 -0,0522
Z-12 -0,0304 -0,0129 -0,0166 -0,0295 -0,0417 -0,0465 -0,0417 -0,0295 -0,0166 -0,0129 -0,0304
Z-13 -0,0067 -0,0043 -0,0175 -0,0341 -0,0449 -0,0449 -0,0341 -0,0175 -0,0043 -0,0067
Z-14 0,0167 0,0044 -0,0167 -0,0346 -0,0415 -0,0346 -0,0167 0,0044 0,0167
Z-15 0,0375 0,0119 -0,0143 -0,0303 -0,0303 -0,0143 0,0119 0,0375
Z-16 0,0532 0,0173 -0,0104 -0,0206 -0,0104 0,0173 0,0532
Z-17 0,0615 0,0195 -0,0050 -0,0050 0,0195 0,0615
Z-18 0,0602 0,0173 0,0018 0,0173 0,0602
Z-19 0,0468 0,0099 0,0099 0,0468
Z-20 0,0191 -0,0040 0,0191
Z-21 -0,0254 -0,0254
Z-22 -0,0890

Σθ 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
Σθ2 0,0981 0,1018 0,1116 0,1242 0,1351 0,1399 0,1371 0,1298 0,1302 0,1624 0,2681 0,5107 

 

Na seção 5.3 é feita uma análise mais detalhada dos filtros assimétricos. 
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