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6 Revisitando Euclides com Hérigone e Legendre:
a demonstracao em obras historicas

O texto euclidiano € o modelo padrdo a partir do qual serd feita a andlise da
demonstracdo em outras obras. A comparagao do teorema nas trés obras histdricas
mostra a entrada de elementos novos mudando o estilo de escrita, fornecendo

pontos de partida basicos para se prosseguir revisitando Euclides.

6.1 A demonstracao nos Elementos de Euclides

A geometria demonstrativa de Euclides tem por base as cinco Nogoes
Comuns ou Axiomas € os cinco Postulados. Sao eles,

As cinco Nog¢des Comuns de Euclides:

N.C. 1: Coisas que sdo iguais a uma mesma coisa sdo também iguais entre si.
N.C. 2: Se iguais sao adicionados a iguais, os totais sdo iguais.

N.C. 3: Se iguais sao subtraidos de iguais, os restos sdo iguais.

N.C. 4: Coisas que coincidem com uma outra sdo iguais entre si.

N.C. 5: O todo é maior que a parte.

Os cinco Postulados de Euclides:

Post. 1- Desenhar uma linha reta de um ponto qualquer a um ponto qualquer.

Post. 2- Produzir uma linha reta finita continuamente em uma linha reta.

Post. 3- Descrever um circulo com um centro e um raio qualquer.

Post. 4- Todos os dngulos retos sao iguais entre si.

Post. 5-Se uma linha reta caindo sobre duas linhas retas faz dngulos internos, do
mesmo lado, menores que dois angulos retos, as duas linhas retas, se produzidas
indefinidamente, encontram-se do lado em que os angulos sdo menores que dois
angulos retos. (Heath, 1956, p. 154-155)

Os Postulados enunciam a possibilidade das constru¢des geométricas e as
Nogoes Comuns ou Axiomas tratam das igualdades, permitindo comparar as
grandezas e fundamentando o método da justaposicdo, idéia subentendida no
conceito de congruéncia. As definicoes que abrem cada um dos livros dos
Elementos, ndo tém cardter operatdrio, servindo basicamente para designar os

objetos a partir das suas propriedades.
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O livro I dos Elementos, onde se encontra o teorema de Pitdgoras, “trata das
construgcdes geométricas elementares, teoremas de congruéncia, area de poligonos,
teorema de Pitdgoras” (Carvalho, 1994, p.14). O contexto tedrico sob o qual a
prova do teorema de Pitdgoras foi desenvolvida, a equivaléncia de areas das
figuras planas, implica operar com igualdades, conforme prevéem as Noc¢Oes
Comuns, mediante o procedimento mais geral e caracteristico em Euclides, a
geometrizagdo das grandezas em que ndo se usa nimeros reais nem medida de
distancia'.

A forma como se estrutura a organizagdo do texto euclidiano torna-se
importante. Proclo de Licia no século V d. C., comentando o Livro I dos
Elementos, disse que o texto euclidiano serve de modelo para a redacdo
matematica, a qual consta de seis etapas:

1- proposicdo ou enunciado;

2- exposigdo ou hipdtese em que se traduz com o uso de figuras o

enunciado, expondo os elementos ou dados da questao;

3- explicagdo ou determinacdo em que consta a Unica frase com verbo na

voz ativa enunciando a conclusdo, ou seja, explicando claramente o que €

pedido;

4- construgdo ou preparagdo, reunido o que ainda falta para se encontrar o

que € pedido;

5- a,’emonstragdo2 ou prova;

6- conclusdo da prova.

O desenvolvimento das demonstragdes em Euclides estd previsto dentro
desse modelo. As partes mais essenciais e sempre presentes em toda
demonstracdo sdo o enunciado, a demonstracdo e a conclusdo. O teorema de
Pitdgoras € a Proposi¢do 47 do Livro I dos Elementos de Euclides. O texto da
demonstracdo, abaixo, contém um chaveamento feito por mim, a esquerda,
destacando as etapas a que a redacdo do texto euclidiano obedece. Também a
conjuncdo portanto, indicando inferéncias l6gicas dos passos dedutivos, vem
destacada pela borda retangular e o realce em cinza. Por mais duas vezes a

conjun¢do portanto aparece na conclusdo do teorema sem valor dedutivo e estd

1 Sobre abordagens do conceito de congruéncia, ver Moise, 1964.
2 O termo demonstragdo, em itdlico, indica a etapa da redagdo prevista pelo modelo
euclidiano; nos outros casos tem um sentido mais amplo, indicando o texto completo do teorema.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0410357/CB


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0410357/CB

116

destacada em itdlico sublinhado. Uma série de passos dedutivos que vai da

construcdo até a demonstracdo leva a conclusao final do teorema de Pitagoras.

proposi¢ao
ou enunciado

exposicao ou
hipétese

determinacéo
ou explicacao

construgéo
ou
preparagao

demonstracao

método

da
equivaléncia
de areas

conclusao

PROPOSICAO 47, Livro I dos Elementos de Euclides

Em tridngulos retdngulos o quadrado sobre o lado que subentende o
angulo reto é igual aos quadrados sobre os lados contendo o 4ngulo
reto.

Seja ABC um triangulo retangulo tendo o y

angulo BAC reto; o
Eu digo que o quadrado sobre BC ¢ igual a
aos quadrados sobre BA, AC. \E

Pois sejam descritos sobre BC o quadrado
BDEC, e sobre BA, AC os quadrados GB;
[1.46]
por A seja AL tragada paralela a BD ou CE, e
sejam unidas AD,FC.

fig. 19
Entdo, como cada um dos angulos BAC e BAG é reto, segue que da
linha reta BA e do ponto A sobre ela, as duas linhas retas AC, AG nao
ficam do mesmo lado, fazem os angulos adjacentes iguais a dois
angulos retos;

portantol, CA esta em linha reta com AG. [1.14]

\_ Por essa mesma razéo,

BA esta também em linha reta com AH.

— E, como o angulo DBC é igual ao angulo FBA, pois cada um
deles é reto,
seja o0 angulo ABC adicionado a cada um deles;
- portanto], 0 angulo DBA é igual ao angulo FBC.
E, como DB é igual a BC e FB a BA,
os dois lados AB, BD sao iguais aos dois lados FB, BC respectivamente,
e o0 angulo ABD ¢ igual ao angulo FBC;
a base AD é igual a base FC;

e o triangulo ABD é igual ao triangulo FBC. [14]
7~ Mas o paralelogramo BL é o dobro do triangulo ABD, pois eles tém a
mesma base BD e estdo entre as mesmas paralelas BD e AL. [1.41]

E o quadrado GB é o dobro do triangulo FBC, pois eles tém a mesma
base FB e estao entre as mesmas paralelas FBe GC. [1.41]

[Mas o dobro de iguais sao iguais entre si.]

o paralelogramo BL é também igual ao quadrado GB.

Similarmente, se AE, BK forem unidos, pode também ser provado
que o paralelogramo CL é igual ao quadrado HC;
portanto, o quadrado BDEC é igual aos dois quadrados GB,HC.

[C.N.2]

[N.C.2]

—

" Eo quadrado BDEC foi descrito sobre BC,

e os quadrados GB, HC sobre BA, AC.
Portanto o quadrado sobre o lado BC é igual aos quadrados sobre os
lados BA, AC.
Portanto, etc. O.E.D

Fig. 2 Teorema de Pitdgoras, Elementos de Euclides, p. 349-350, v. 1
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O texto da demonstragdo ¢ marcado pelo encadeamento de dois passos
dedutivos, com o uso dos termos de ligacdo que referem uma proposicao de
entrada que foi conclusdo no passo antecedente. Entre outros exemplos possiveis,
0 termo pois e o termo entdo, sublinhados por mim no extrato, indicam uma
retomada do que se disse antes para dar continuidade ao desenvolvimento da
prova. Esses termos tém uma fungdo recursiva, ndo uma fungdo logica. Ainda com
sentido recursivo, por duas vezes consta da conclus@do do teorema o uso da
conjuncao portanto (destacada em itdlico sublinhado).

A redacdo do enunciado expressa o carater geral dos objetos mateméticos
com o uso do plural, “tridngulos retangulos”. A exposicdo e a explicagcdo retomam
e traduzem o enunciado usando a linguagem simbdlica, nomeando objetos
geométricos e relacdes que devem ser identificados na figura, como o tridngulo
ABC, o quadrado BC e assim por diante. Logo, o enunciado geral é tomado em
particular, com respeito a uma figura especifica, na qual os dados do problema
agora aparecem referidos. A demonstracdo vai prosseguir com base nessa figura
que permite observar visualmente objetos, propriedades e relagdes matematicas.

As proposi¢des nos Elementos de Euclides estdo divididas em problemas e
teoremas, havendo diferenca quando sdo observadas as partes em que se
estruturam a demonstracdo em cada um desses casos. Os Elementos de Euclides é
um livro no padrio teorema-problema. Quanto aos problemas, que no Livro I s@o
as proposicoes 1, 3,9, 12, 22, 23, 31, 42 3 44-46 das quarenta e sete proposi¢oes
ai reunidas, a explicacdo tem inicio com a frase ‘Eu digo que...’; a conclusdo nao

repete o enunciado e a frase final € ‘Como foi pedido para fazer’.

(€N

A expressdo verbal em Euclides se caracteriza pela impessoalidade, ela

(€N

atemporal e descontextualizada. Somente na exposicdo dos teoremas, o que
procurado consta em uma frase dita na primeira pessoa, ‘Eu digo que o quadrado
sobre BC € igual aos quadrados sobre BA, AC’. Exceto neste caso, 0s objetos
matematicos sdo sujeitos de frases na forma passiva e a forma verbal seja, sejam,
refere-se as construgdes.

A preparagcdo foi chaveada duas vezes. A primeira indica a constru¢do
geométrica da figura mencionada nas etapas anteriores e, a segunda, o tracado das
linhas que completa as construcdes exigidas. Ainda na preparacdo aparece a
primeira inferéncia dedutiva, marcada pela conjun¢do portanto concluindo a

linearidade com base na referéncia [I, 14] — “Se em um ponto de uma linha reta
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qualquer, duas linhas retas que ndo repousam sobre o mesmo lado fazem angulos
adjacentes iguais a dois angulos retos, as duas linhas retas estardo em linha reta
entre si” (Heath, idem, p. 277). Esse passo dedutivo vai desaparecer
posteriormente, pois a linearidade dos pontos passa a ser assumida.

A etapa da demonstragdo mostra o0 método usado na prova, a equivaléncia
de 4reas. Também mostra os passos dedutivos que levam a conclusdo final do
teorema, indicados pelo termo portanto. Observe que por duas vezes foi efetuado
o procedimento operatério referenciado como [N.C.2] ou Nocdo Comum 2 que
prevé ‘se iguais sdo adicionados a iguais, os totais sdo iguais’. Uma vez, logo no
inicio dessa etapa e novamente, no final, quando a conjun¢do portanto (em realce
cinza no extrato) indica o passo dedutivo conclusivo para a prova do teorema.
Intermediariamente, hd dois passos dedutivos marcados, envolvendo as
proposig¢des referenciadas [I, 4] e [1, 41].

Na demonstra¢do acima consta a referéncia [I, 41], “se um paralelogramo
tem a mesma base de um tridngulo e estiver entre as mesmas paralelas, o
paralelogramo € o dobro do tridngulo” (idem, p. 338). Por essa propriedade do
paralelogramo a conclusdo final é obtida. Mas para chegar a esse ponto, foi
preciso usar a Proposi¢do 4 do Livro I, relativa a um dos casos de semelhanca de
triangulos, “Se dois tridngulos tém, respectivamente, dois lados iguais e t€m
angulos iguais contidos por linhas retas iguais, eles terdo também as bases iguais
entre si. O tridngulo serd igual ao outro e os angulos restantes serdo iguais entre si,
respectivamente, a saber, aqueles que os lados iguais subentendem” (idem, p.
247).

Ainda observando a etapa final do modelo euclidiano de exposicdo, a
conclusdo mostra o procedimento de retornar a proposi¢cao do teorema por duas
vezes, € Proclo comenta que esse procedimento vem da Grécia classica porque
“Eles estdo acostumados a fazer a conclusdao de um modo duplo. Eu quero dizer,
provar um caso dado e entdo tracar uma inferéncia geral, passagem que € da
conclusdo parcial para a geral” (cf. Heath, idem, p. 131). Esse é um procedimento
bem peculiar.

Inicialmente, a conclusdo apresenta os dados do enunciado retomados em
particular, nos termos da explicacdo, pois estes estdo inscritos na figura e, logo
depois, nos termos do enunciado geral. Essas duas retomadas ou recorréncias

estdo marcadas pela conjungdo portanto (destacada em itdlico sublinhado) e
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usadas sem valor 16gico. O etc. conforme aparece no extrato, remete ao enunciado
nos termos que expressam o cardter geral da proposicdo, ao que segue a sentenca
tipica que encerra todo teorema, ‘Como foi pedido para provar’, em seu formato
abreviado Q. E. D.

Assim, no texto completo da demonstracdo euclidiana o que estd para ser
provado aparece por trés vezes, a saber, em termos gerais no enunciado, em
termos de um exemplo particular na explicacdo e de modo sumarizado na
conclusdo. Mueller (1981)3 chama esse fato de redundancia l6gica, dizendo o
seguinte, “a explicacdo para essa redundancia l6gica parece estar conectada com a
dificuldade em entender a idéia de generalizacdao” (p. 13). Ele explica que a
histéria mostra passagens, nas quais a prova tem um papel explicito e o
procedimento usado € dispor de um caso aparentemente particular e argumentar
com base nisso. No entanto, ele acrescenta ndo conhecer nenhum modo de
demonstrar ser essencial para o matemdtico proceder assim e que niao existe
motivo para se pensar que algum matemdtico grego pudesse imaginar uma
alternativa genuina. Dessa forma, na demonstracao grega, pelo menos a exposicdo
representaria uma parte necessdria, pois ela particulariza na figura o enunciado
geral. E a repeticdo do que € para ser provado no corpo da demonstracao, estaria
refletindo justamente a percep¢ao de uma complexidade: Como passar de um
argumento baseado em um exemplo particular para uma conclusdo geral, de um
argumento sobre o tridngulo ABC para uma conclusao sobre tridngulos quaisquer?

Se Euclides formula o enunciado sem letras, torna explicito o cardter geral
do que estd sendo provado. A exposicdo da inicio ao desenvolvimento da prova e
depois a explicacdo insiste na necessidade de somente estabelecer algum caso
particular para estabelecer o enunciado. Mas quando o caso particular foi
estabelecido, a conclusdo repete a explicacdo. Naturalmente isso ndo se justifica
pela insisténcia de que o argumento particular basta para estabelecer a
generaliza¢do do enunciado, mas conta para firmar a regra em uso, isto €, provar o
caso particular vale como provar a proposicao geral.

A questdo da generalizacdo ficou resolvida quando “a légica e a
interpretacdo estrutural da matematica tornaram possivel dar uma descri¢do clara

e razoavel do raciocinio matematico comum” (idem, p. 14), como exposto no

3 Esses destaques sobre a generaliza¢do em Euclides t€m como base Mueller, 1981, p.1-56.
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trabalho de Hilbert*. Isso justificou o desuso desse passo dedutivo na prova do
teorema.

Na geometria de Hilbert os axiomas caracterizam um sistema de pontos,
linhas retas, entre outros, dados como existentes, por exemplo, quando ele afirma
a existéncia de trés pontos colineares. A existéncia € inferida dos axiomas,
enquanto na geometria euclidiana os objetos ponto, linha reta, circulo, etc., devem
ser construidos, a énfase na construgao resulta da auséncia de afirmativas sobre a
existéncia. Note que a prova da linearidade dos trés pontos em Euclides é um
problema de construcdo geométrica que atendia a necessidade de provar a
existéncia. Os objetos geométricos em Euclides sdo tratados como entidades
isoladas com as quais se raciocina e a existéncia de um objeto € inferida da
existéncia de um outro, por meio das construcdes geométricas.

O modelo de redacao euclidiano vai desaparecendo dos livros sob criticas de
ter texto extenso e ser de dificil entendimento. O procedimento de repetir no texto
o que deve ser provado, por exemplo, contribui nesse sentido. Mas, no contexto
tedrico da sua época tornou-se necessario, podendo ser visto como uma exigéncia
l6gica ligada a generalizagdo. Esse caso mostra que as modificagdes no texto
demonstrativo vao ocorrendo e se justificando segundo correlacdes complexas.

Outro fato notavel nos Elementos de Euclides, é que o teorema de Pitdgoras
¢ demonstrado também pela semelhanca de figuras, em que a proporcionalidade
permite fazer a comparacao das dreas, sendo preciso considerar o texto do teorema
em uma ordem mais global, no contexto dos outros capitulos ou Livros. Um modo
de entender tais repeticdes é pela observacdo da estrutura interna da obra’. O que
se verd, € novamente a questao da generalizacdo se apresentando.

No Livro I consta a prova do teorema de Pitdgoras baseada na equivaléncia
de éareas, e no Livro VI o teorema é provado pela semelhanca de figuras,
constando como um caso geral em que a igualdade das 4reas € provada com o uso

da proporcionalidade, assunto introduzido apenas no Livro V.

4 Sobre comparagdes, do ponto de vista das estruturas dedutivas, entre a geometria
euclidiana e a geometria axiomatica de Hilbert ver Mueller, 1981.
5 Sobre esse assunto ver Mueller, 1981 e Heath, 1956.
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A Proposicao 31, do Livro VI € uma generalizacdo do teorema de Pitdgoras.

PROPOSICAO 31, Livro VI dos Elementos de Euclides

proposicao

. Em triangulos retangulos, a figura sobre o lado
ou enunciado

que subentende o dngulo reto € igual as figuras
semelhantes, descritas similarmente sobre os lados
\_gue contém o dngulo reto.

A
Efé) gtzlfj ool Seja ABC um triangulo retangulo tendo o ,“
>cﬁngulo BAC reto; 5 7
determinacio Eu digo que a figura sobre BC € igual as _

explicagio figuras semelhantes descritas similarmente sobre
BA, AC.
—
construgélo Seja tragada a perpendicular AD.
preparacao
7 Entdo como no tridngulo retdngulo ABC, a perpendicular AD foi
tracada pelo ponto A, a partir do 4ngulo reto até a base BC,
os tridngulos ABC, ADC, adjacentes pela perpendicular, sao
semelhantes entre si e ao tridngulo ABC. [VI, 8]
E como ABC € similar a ABD,
demonstragio | Portanto, CB estd para BA assim como AB estd para BD.  [VI, Def. I]
E como as trés linhas retas sdo proporcionais,
a primeira estd para a terceira, assim como a figura sobre a primeira
prova pela estd para a figura descrita similarmente sobre a segunda.
semelhanga [VL, 19, Por.]*
de figuras Portanto, CB estd para BD assim como a figura sobre CB estd para a
figura semelhante descrita similarmente sobre BA.
Pela mesma razdo também,
BC estd para CD assim como a figura sobre BC estd para CA;
de modo que, além disso, BC esta para BD, DC, assim como a figura
sobre BC esta para as figuras semelhantes descritas similarmente sobre
BA, AC.
Mas BC é igual a BD, DC;
portanto, a figura sobre BC é também igual as figuras semelhantes
descritas similarmente sobre BA, AC.
conclusdo Portanto etc. Q.E.D.

* Porisma VI, 19.

Fig. 3 Teorema de Pitdgoras, Elementos de Euclides, p. 269, v. 2.

O método de provar igualdades pela equivaléncia de 4reas caracteriza o
Livro I dos Elementos e os trés livros subseqiientes. O Livro V trata da teoria das
propor¢des, uma teoria geral das grandezas que vai permitir estabelecer
semelhangas entre linhas e figuras. Além da equivaléncia de areas, a semelhanca

de figuras é usada por Euclides para provar igualdades geométricas, sejam as
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grandezas comensurdaveis ou incomensurdveis. E justamente a mudanca
metodoldgica que os dois teoremas mostram, € que vai permitir entender como, no
desenvolvimento da demonstracdo do teorema, vao se fazendo presentes a
aritmética e a algebra. Com isso, os tradicionais livros de geometria dedutiva,
elementos de geometria, no padrio euclidiano teorema-problema, vao se
descaracterizando, tornando-se  aritméticos e algébricos, incorporando
caracteristicas que serdo encontradas no que serd denominado posteriormente
livro de matemdtica, cuja proposta é o estudo globalizado de geometria, aritmética
e algebra.

O proximo autor, Hérigone, em sua releitura de Euclides traz questdes
importantes, a presenca da escrita concisa que se consolida com o
desenvolvimento da notacdo algébrica e que também se relaciona com outra

questdo nova, a esquematizacao do texto demonstrativo.

6.2 O Curso de Matematica I de Hérigone

O livro de Hérigone, Cours Mathématique, Paris, 1634, tomo primeiro, é
uma edi¢do bilingiie em francés e latim. Tem uma estrutura semelhante a dos
Elementos, nao se inserindo no conjunto critico dos autores que inovam com
respeito a ordem como os conteidos se apresentam naquela obra. Sob a redacdo
de Hérigone, o texto € disposto em duas colunas® e apresenta notacdes’,
procedimentos que ele defende como didaticamente adequados.

Mas observe o nome do livro, Cours Mathématique. Isso leva a inferir que,
se ndo pelo padrdo tradicional teorema-problema dos livros tipo elementos de
geometria, o fator que justifica a mudanca no nome do livro para curso de
matemadtica seja, justamente, o uso de uma linguagem mais concisa, como a da
algebra, que € o correspondente para a notacdo proposta por Hérigone.

Se Prestet em 1675 langou o seu Nouveaux Elemens des Mathematiques , ‘o
primeiro tratado que se dedicou exclusivamente a algebra e nada continha de
geometria” (Schubring, 2003, p. 51) e, conforme esse mesmo autor, “isso também

explica o titulo do livro: como a dlgebra fornece a base para toda a matemaética,

6 Ver: Herbst, 2002; Barbin, 2001.
7 Ver: Heefer, 2007; Mahoney, s. d.; Goldstein, 2000; Kvasz, 1998.
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um livro diddtico de d&lgebra é chamado corretamente de elementos de
matemadtica” (idem, p. 51), com Hérigone se constata um indicio do que seria o
livio de matemadtica, a geometria em uma linguagem universal, facilmente
entendida, como a capa do livro mostra. E essa questdo ndo se restringe a época de
Arnauld e Prestet, ao século XVII. Pelo contririo, ela é recorrente, reaparece
internacionalmente na virada do século XX e, nos anos 30, de modo particular no
Brasil.

Observe a capa do livro de Hérigone,

MATHEMATICVS

NOVA, BREVLET CLARA METHODO
/mw..(? DEMONSTRATVS%&"'/Q Wfq

Per NoTas reales & vniuerfales , citra vium)|
cuiufcunque idiomatis intelleGtu facﬂcs. o

COVRS

MATHEMATIQVE]
DEMON STRE DDVNE NQVVELLE,
BRIEFVE, ET CLAIRE METHODE,
Par Nor es reelles ¢o vninerfelles qui peuuent eftre
entendués faczlement fans Pvfa ige d aucune langm’

Par PrerrRE HERIGONE, Matheématicien.

L (boly /V%E}uqma— L 7 Al
N

APARIS ‘M. DC. XXXIV.

Chez I’ Aucheur, en I'Ifle du Palais ,al cnfclgnc
dc PAnguille, & ., -,

Chcz HeNRY LE GRAS, au troifiefme plhm'
~de la grande Salle du Palais.

Aunes Prinilege du Rey.

Fig. 4 Cours Mathématique I, Hérigone.
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A secdo de abertura do livro de Hérigone intitulada, Ao Leitor®, informa que
o entendimento das demonstracdes depende do conhecimento de todas as outras
partes da matemadtica, gerando entdo grandes dificuldades. Para isso, “foi
inventado um novo método de fazer demonstragdes, breve, inteligivel e sem o uso
de qualquer lingua, a parte a abertura do livro”.

O préprio nome, como consta da capa do livro reproduzida acima, anuncia
isso, Curso de Matemdtica, demonstragdo de um novo, breve e claro método. Por
notas reais e universais que podem ser entendidas facilmente sem o uso de
qualquer lingua.

A seguir, o extrato do teorema de Pitdgoras conforme o livro de Hérigone e

a explicagdo das abreviagdes usadas no desenvolvimento da prova do teorema.

THEOR. XXXII. PROPOS. XLVII.
In re&angulis triangulis, quadratum, quod a
latere re@um angulum fubtendente .dcfcr?bituf s
zquale eft eis, quz a lateribus reGtam ingulum
continentibus defcribuntur. S

Aux triangles reclangles , le quarré du costé ,q_hi
Joustient Pangle droict, est égal anx quarrez; des costez:
qui contiennent Langle droilf. = o s

Hypoth. | Req. 7. demonflr.
- |<bac et 1, | lD.bcqz{z Uab—l-ﬂaac‘

Diiij .

o Everip, Bl
| by |<bac e,

L feonte \<bag eff 1,
‘ I4.1. gac C_ﬂ—-:
X 29.d. 1.4 ab zI?—bf >
20.d.1.|bd 2'2.; bC,‘
na [<dbe 2)p <fba,
<abc commun. add,
rax 1 <Zabd 22 <fbc,
+x' | Aabd 2|2 Afbe, o

E

AN

- Prepar. s |oblmd 2|2 2Aabd,
. bc QﬂD‘bc, [u. L Daf 2.'2; JAbe, »

- af{ﬂ‘ﬂ&b, o fsar | oblmd zlz _Daf, [
© qai fﬁ,U-ac ’ - d.e |Aace 2)2 Aicb,
~{am == bduce, a8 toclme 22 Och,

adac,bi,of fir—, |2 |obe 1) Oaf—+Oai,
| Demonftr. IS

Fig. 5 Teorema de Pitagoras, Hérigone, p. 55-56.

¥ As paginas dessa se¢do foram numeradas por mim.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0410357/CB


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0410357/CB

125

Observe na lista complementar do texto acima, as explicagdes da notacdo

usada no teorema:

Req .11.. demonstr.: o exigido para

demonstrar . quadrado

Prepar.: preparagao < :angulo

est: é []: paralelogramo

snt: sdo comm. add.: comum adicionado
2/2: igual constr.: por construgao

—1 : mais concl.: conclusdo

==== paralela 1. p. I: postulado 1 do Livro I
u: ou (Por exemplo, am ==bd U ce,  2.4.J: axioma 2 do Livro I

significa am € paralela a bd ou a ce. )

O simbolismo algébrico, introduzido a partir do século XVI, é uma questao
presente no procedimento de Hérigone. Sua proposta € reescrever de modo mais
claro e conciso o texto dos Elementos. E importante notar que a critica ao uso da
linguagem discursiva foi sendo feita a0 ‘modo ordindrio’ de demonstrar, leia-se
modelo euclidiano, também em correlacio com o avango e o uso do simbolismo
matematico.

No geral, a estrutura da prova estdi em conformidade com o
desenvolvimento demonstrativo euclidiano, s6 que Hérigone esquematiza o texto
pondo em destaque, sob 0 nome demonstracdo, as etapas do modelo euclidiano
que vém nomeadas, a saber, hipdtese, construcdo, preparacdo, demonstragdo e a
conclusdo. A redacdo € outra, pelo uso do simbolismo e pela forma
esquematizada. Barbin (2001) comenta que essa codificagdo do texto, que pde em
evidéncia a hipdtese e o que é pedido, se aproxima do que se encontra em livros-
texto mais atuais que propdem estratégias para o ensino da demonstracao, com o
uso de organogramasg.

Hérigone destaca, na se¢do de abertura do livro, Ao leitor, que ndo deixa o
leitor sem a explicacdo necessdria para o entendimento das demonstracdes, pois
procede com mais rigor que outros autores,

Ora, Euclides ndo explicou em seus Elementos todos os principios geométricos,
assim hd muitos outros axiomas dos quais Euclides e seus intérpretes se servem
sem os ter explicado, os quais ndo sendo concedidos, suas demonstragdes nao
provariam nada.

? Sobre o uso de organogramas ver Duval, 1996.
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(...) n@o ha ddvida de que esse método € mais inteligivel que o método ordindrio,
nem que nesse método nada se afirme que ndo seja confirmado por alguma citacio,
0 que os outros autores ndo oferecem. Mas cada um mede a necessidade das
citacdes pelo que lhe € evidente, ou 6bvio. Eles usam muitas conseqiiéncias sem
citacdes que, contudo, serdo necessdrias aqueles menos avangados. (p.11)

Mas veja também que a proposta de Hérigone € referenciar todas as
proposicdes com uma numeragdo adequada como acontece em outros elementos
de geometria. Esse trabalho de enumerar todas as proposi¢des e as citar em cada
uma das colunas é gigantesco, comenta Barbin (2001). Observe, na figura acima
que as duas colunas mais estreitas contém a série de referéncias.

E se o texto torna-se mais inteligivel por conter referéncias a todas as
proposicdes que estdo na base do desenvolvimento dedutivo da prova, por outro
lado esse quesito € reconhecido também como subjetivo por Hérigone. Sim, é
subjetivo e Arsac (1996) vai dizer que o nivel de explicitacio de uma
demonstracdo depende do publico a que ela se destina. E colocar ou ndo em
evidéncia no texto os enunciados que sdo utilizados implicitamente, leva a um
grande nimero deles, num processo que se torna incontroldvel. Nesse sentido é
possivel afirmar que os livros geométricos dos Elementos de Euclides tacitamente
admitem, pelo uso da figura, todas as propriedades cuja demonstragdo exige a
axiomdtica de Hilbert, os axiomas da ordem e uma parte dos axiomas da
incidéncia.

Hérigone enfatiza as vantagens de esquematizar o texto e de pOr em
destaque as etapas da demonstra¢do, deixando explicito o cardter diddtico da
esquematizacao,

E porque cada conseqiiéncia depende imediatamente da proposi¢do citada, a
demonstracdo se mantém desde o seu comeco até a sua conclusido, com base em
uma série continua de conseqiiéncias legitimas, necessdrias e imediatas, contidas
cada uma em uma pequena linha, das quais se podem resolver os silogismos em
razdo de que a proposi¢do citada e na que corresponde a citacdo, se acham todas as
partes do silogismo. (p. 11)

A disting@o da proposicdo em seus membros, a saber, hipétese, explicagdo do que é
pedido, constru¢do ou preparagdo e a demonstracio, alivia também a memdria e
serve grandemente para o entendimento da demonstracdo. (idem)

Também o ‘alivia a memdria’ revela que a memorizacao do que estd escrito
e do que se deve ler, tem peso para o bom ou o mal entendimento da
demonstracdo. Assim, deve ser reconhecido o cardter didatico implicito na

esquematizacdo do texto. Por sua vez, a memorizagdo, no sentido de repetir, esta
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na base do ensino-aprendizagem. Isso caracteriza os elementos de geometria como
livros-texto com a estrutura bdsica de apresentacdo da geometria, o padrdo
euclidiano teorema-problema. Mas com a entrada de elementos novos, como 0s
exercicios, por exemplo, os livros se afastam do modelo tradicional pelo
pressuposto de que € um sujeito ativo que deve resolver questoes.

A prova do teorema de Pitdgoras usando a semelhanca de figuras apresenta

as mesmas caracteristicas textuais ressaltadas antes.

THEOR. XXI. PROPOS. XXXI.
Inre&an gulistriangulis , figuraqueuis 2 latere!

298 - ELEM. EvcrLip. L1 VL.
rectum angulum fubrédente defcripta, zqualiseft
figuris, qua prioriilli fimiles, & fimilicer pofite 2
lateribusrectum angulii continétibusdefcribitur.
edux trs'qngles reé?c{ngles, la figure deﬁrz'te ﬁtr le
costé qui fouflient L'angle droic?, et egale anx deux f-
\gures des coftez: qui contiennent [ angle droict, femblables
a icelle, ¢or ﬁmblablemgntgdgfcrit,a. 7.
i |4 Prapar.
SLie.r jad ok be
.| - Demonftr.
Jess [demcazlz camch,
e8¢ |dbwbaz|rbawbe,|
F [e06 |[dewbe 2f2al 7 b,

s £20.6 - db ’ﬂ‘bCZI?_ bg'ﬂbf

. @

bebgal oo, «** loc” * b
4 C,ba,aCﬁttihomelog' v' ;C;Ond. al—}‘bg?-ll. bf;\ |

cbacest 1, | lalsbg x| bf,

a5

“Reg.w.demonflr. | |

Fig. 6 Teorema de Pitdgoras, Hérigone, p. 297-298

Complementando o teorema acima, segue a explicacao das notacdes usadas,

ad Lobe oy geja, ad ¢ perpendicular a bc
ad 7| db, ou seja, ad estd para db

dc mca 212 ca zcb, ou seja, dc estd para ca assim como ca esté para cb
be, ba, ac snt homolog., ou seja, bc, ba, ac sio homologos
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A redacgdo de Hérigone suprime os termos que marcam os passos dedutivos
que constam no texto de Euclides, como mostram os dois teoremas apresentados.
Essa possibilidade se estabelece porque o texto estd compactado de tal forma que
as proposi¢des estdo escritas em uma linha, o que s6 € possivel pelo uso das
notacdes. Conforme Barbin (2001), a disposi¢do bidimensional pode servir para
exprimir relagdes internas de modo mais solto do que a disposi¢do
unidimensional, mas tal disposi¢io ndo convém ao discurso demonstrativo,
porque na auséncia de um simbolismo indicando como se ordenam dedutivamente

as proposigdes, o fio dedutivo ndo pode ser seguido (p. 41).

6.3 Os Elementos de geometria de Legendre como referencial

Se Hérigone trouxe a esquematizacdo do texto e o uso da notacdo, Legendre
traz o dltimo texto histérico que completa o primeiro grupo de andlises, apresenta
novidades como inserir a igualdade algébrica na demonstracdo do teorema de
Pitagoras. Sua obra ocupa uma posi¢cdo de grande marco na historiografia da
matemadtica escolar, representando todas as outras que, como a dele, sdo releituras
de Euclides que se aproximam do padrao euclidiano de matemética e das areas da
aritmética e da dlgebra.

O livro-texto de Legendre estd dentro da tradicdo de texto elementar
proposta por Arnauld, surge no contexto da Revolugdo Francesa como um
empreendimento que reavivou o gosto pelo rigor (Schubring, 2004) e € um marco
na histéria da literatura escolar. Ja foi discutido na primeira parte da Tese, uma
demonstracdo que consta da edicao original de Legendre, de 1794, e que aparece
adulterada na 29* edi¢do, por Blanchet. O método de prova usado € que distingue
as duas provas e a op¢do de Legendre pelo método da reducdo ao absurdo, ele
mesmo justificou ter sido feita porque o procedimento era mais rigoroso. O
aspecto do rigor em Legendre liga-se ao modo de proceder para tratar as
grandezas incomensurdveis, embora ele tenha usado também os nimeros reais no
tratamento das grandezas.

No conjunto das obras consideradas como uma reescrita dos Elementos de
Euclides, a obra de Legendre € representativa por abordar a geometria plana com

o uso da proporcionalidade. Conforme Carvalho (2000),
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Comparado a Clairaut e a Ramus, o livro de Legendre representa um recuo para a
orientacdo de Euclides, embora apresente, com este, diferencas essenciais: 1°) no
estilo, mais conexo e mais agradavel, em contraposicdo a maneira de exposi¢do
euclidiana, que Klein classifica de desmembrada, quase diria despedagada, ao
mesmo tempo que cansativa na sua uniformidade; 2°) contrariamente a Euclides,
Legendre faz uso consciente e propositado da Aritmética e da Algebra do seu
tempo, mostrando-se assim partiddrio da fusdo da Aritmética e da Geometria,
incluindo nessa fusdo até a trigonometria que ele expunha na sua obra; 3°) quanto
ao método, Legendre, ainda comparado a Euclides, desloca-se um pouco da légica
para a intuicdo: enquanto Euclides se esfor¢a por conservar um encadeamento
l6gico inteiramente livre da mistura de recursos intuitivos, a ndo ser os que ele
condensa nos axiomas previamente expostos, Legendre, sem essa preocupagdo
rigorista, apela francamente para a intuicdo no decorrer de suas demonstragdes.
Assim, no estudo dos irracionais, ao passo que Euclides procura demonstra¢des
suficientemente rigorosas (método de exaustdo), Legendre toma os nimeros
racionais e irracionais como conhecidos da Aritmética e admite, sem mais
explicacdes, como perfeitamente evidente, que um teorema, verdadeiro para os
nimeros racionais, também o € para os irracionais. Alids, ele estd, nisto, de acordo
com todos os outros grandes matematicos de seu tempo. (Carvalho, 2000, p. 66)

A prova do teorema de Pitdgoras em Legendre, como em Hérigone, se
baseia na equivaléncia de dreas e mostra um triangulo se transformando na metade
da drea do quadrado construido sobre cada cateto, e na metade da drea do
retangulo que compde o quadrado construido sobre a hipotenusa do tridngulo
retangulo. A transitividade, prevista pela Nocao Comum 1, coisas que sdo iguais a
uma mesma coisa sao também iguais entre si, permite concluir a demonstracao.

Hoje em dia € usual na cultura matematica da escola elementar, associar o
teorema de Pitdgoras a uma igualdade do tipo a” + b> = ¢?, indicando uma relacio
entre os lados do tridngulo retangulo, que em geral € verificada numericamente.
Essa propriedade era usada com fins préticos antes da Grécia antiga, sendo
verificada de modo particular com triades de nimeros como 5, 4, 3, que indicam
hipotenusa e catetos, respectivamente. A equag¢do acima é o elemento novo que
aparece na demonstracdo de Legendre, considerando o ji visto em Euclides e
Hérigone, embora este desenvolva a prova de modo correspondente ao que faz

Euclides.
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PROPOSIGAO XL
THEOREMA.

O quadrads feito fobre a hypoténufa de bum trian-
gulo rectangulo he igual & fomma dos quadrados feites
Jobre os outro dois ladss. '

Seja ABC (fig. 109.) hum triangulo re&tingulo -
em A ; formando quadrados fobre os tres lados,
abaixe-fe do angulo recto fobre a hypotenufa a per-

pendicular AD , a' qual-fe prolongard até E; depois
. tirem-fe as diagenaes AT, CH. T °
O angulo ABF ke compoito ‘do angulo ABC
mais o angufo redlo CBF ; o anguld CEH. he com-
“pefio do mefmo anguly "ABT ~mais o wngulo. reéto
< EH ;5 lego o angulo ABF— HBC. Mas AB —EH
como lados do. mefmo cuadredo , ¢ EF._= BC pela
miefma raziv Logo~es triareules ARF, HBG tem
hum angulo izval comprehendido énue lados iguaes § lo-
go 3o s (610). - .
‘O trizn: uto ARF he metade do re@angule BNEF,
(ou por bravide’s BZ ) sue tem a mefma bufe BF e
a meima alera B ) { ore2.). O triunzulo "“EBC he
igualmente 2 m--ade do qua.irado &£ H :porqné fendo
recto o angel BAC aTim como BAL , AC ¢ AL
fazem huma meiza linha re@a poradela 2 BB logo
o trianguln BT e o quadrado AH , que tem a bafz
commum BH, tem tambem a altura commum AB.
..1'_-05(')T O triangulo he a metade do quadrado. .
. J& provamos que o triznuvlo ABF he - ignal ao
trangele HEC ; logo o rectanluls BDEF duplo do
trizngulo ABF | he equivalemte a» cquadrado AH , du-
plo do trwnruio HBC. I monitra-fe do. mefmo mo-
¢o que o redtanguio CDEG ke equivalente a0 qua-
drado AI § mas os dois. rectangulos BD. F, CDEG "
tomadcljs em fomma, fazem o quadrado BCGF ; logo
© quairado BCGF , feito fobre a2 hypotenufa he
. F - S s 2
gual a fomma dos quadrados ABHL , ACIK, feitos

oore -os ourros dois dades ; ou, em outros termos 5

—2 . __2 —2
EC —AB 4 AC .

Fig. 7 Teorema de Pitdgoras, Legendre, p.71

As etapas da redacdo do modelo euclidiano se reduzem. A hipdtese e a
construcdo formam um bloco, a explicacdo e a prova da linearidade dos trés
pontos desaparecem do texto. A linguagem pessoal em, “J4 provamos que o

2

triangulo...”, é usada para retomar a igualdade dos tridngulos que estabelece a

transitividade com a qual se chega a conclusdo final. Legendre encerra a prova

— —2 —2 .
dizendo que, em outros termos BC = AB + AC , ou seja, ele traduz

algebricamente essa propriedade geométrica do triangulo retangulo.
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Arnauld, autor importante para a histéria do livro escolar, critica o
procedimento de prova usado por Euclides na prova do teorema de Pitdgoras, o
uso da equivaléncia de areas, quando defende que uma prova deve ser feita do
modo mais conciso possivel. Ele diz que Euclides introduz tridngulos
insignificantes enquanto a prova pode ser feita de outro modo, “porque a
igualdade dos quadrados nao depende dos tridngulos que se toma como base dessa
demonstracdo, mas da proporcdo das linhas” (cf. Coolidge, 1950, p. 108).
Interessante € que Proclo, ja no século V dizia ficar mais maravilhado com a
prova do teorema que com o proprio fato da sua descoberta tempos antes (Heath,
idem, v. I, p.350). Em Legendre o teorema de Pitdgoras aparece no Livro III,
intitulado Proporcoes de figuras. Isso indica que o autor considera as
transformagdes de &dreas no contexto das relacdes proporcionais e essa
modificagdo € fundamental para se entender a demonstracdo nos livros-texto.
Porque justamente a proporcionalidade entre os lados dos tridngulos semelhantes
€ que permite estabelecer as relagdes métricas nos tridngulos, que € um assunto
presente nos livros-texto.

Legendre referencia a Proposi¢dao VI, Livro I, “Dois tridngulos sdo iguais,
quando tem hum angulo igual comprehendido entre lados iguaes, cada hum a cada
hum” (p. 10) e a Proposi¢ao II, Livro III, “todo triangulo BC he metade do
parallelogrammo da mesma base e da mesma altura” (p. 63).

Ap6s a demonstracdo do teorema de Pitdgoras, seguem-se quatro corolarios

em que sdo deduzidas as igualdades a partir da férmula acima.

Cireliaris. 1. Logo o qiadrado de hum dos la-
dos do angulo red» he izual 20 quadrado da-hypo-
terufa menos o qua:lrndo do curo ldu‘-J__,.-O que fe

exirime affim : AB =BG — AC [

Fig. 8 Corolario, Legendre, p. 72
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O Corolario II apresenta o ndmero irracional V2.

 Corcliario Il Seja ABCD. {fig. 113.) hum qua-
drado , A a fua diagoral 5 como o triangulo ABC

11
whe
N
»
¥
O : Ca ——‘2 -—2
ke reflanguln e ifoiceles |, teremos Ac. = AL -
P — ) o
by . . ~
EC 2r. B . Logu o quadrady fzits febre o dig-

gonal AC he dupla ds grodrads jeits jobre s lads AB.
Péde-fe fazer [enfivel eus rropricdade | tirando
pelos pontos A e C parallellas 2 B, e pelos’ pontos
B e D paraliclas a i\C ; Sormar-fe-ha delte modo
him novo quadraio EFGH que fera "6 quadrado de
AC. Ora he claro qu: EYGH contém oito- triangu-~~
los iguaes a ABE, ¢ que 2BCD coptém quatro ; lo-
go o quadrado LFGH he duplo d: ABCD. :
P A ‘ .

. Como AC : AB. ::.2: 1, temos, extrahindo
araiz (uadrada, AC: fB:: /' 2: 1. Logoa a’iagé--
nal  do quadredo hé incsmmeniuravel cm ‘90.:feu . lada.

O que fe defenvolveid melhor em outra -occafizo.

Fig. 9 Corolario, Legendre, p. 72-73

As relagdes de proporcionalidade entre os lados do tridngulo retangulo
constituem um meio para se chegar a igualdades que passam a ser traduzidas
numericamente. Dessa forma, o livro-texto de geometria segue o sentido inverso
do trabalho feito por Euclides, que foi justamente tratar a geometria das figuras
planas sem que as grandezas estejam associadas a valores numéricos.

A proporcionalidade permite também generalizar a comparagdo de dreas e

esse € o destaque feito por Arnauld conforme se viu um pouco acima.
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A proposicao XXII, Livro III de Legendre consta do encaminhamento da

prova do teorema de Pitdgoras pela semelhanca de figuras.

Se do angulo recto A (fig. 126) de hum triangulo
rectangulo abaixarmos a perpendicular AD sobre

a hypotenusa: -
720" ‘ .
1° Os dois tridngulos parciaes ABC, ADC serdo
semelhantes entre si, e ao triangulo total ABC. / f
B 1}] L&
2° Cada lado AB ou AC serd meio proporcional
entre a hipotenusa BC e o segmento adjacente BC
ou DC. (p. 84-85)

3° A perpendicular AD serd meia proporcional
entre os dois segmentos BC, DC.

Legendre apresenta um escolio para explicar que, pela comparacdo dos
lados homdlogos de triangulos semelhantes, chega-se a equagdo que traduz o

teorema de Pitdgoras que ele apresentou antes.

Schelis.' A proporcin BD: AB:: AB:BC &,

-?Sualﬁl}rﬂiO o produo..dos extiemos.ao dos meios .

SN = " i
;{B ':BDX BC. Do. mgfmolqub temos :\L
= DC X BC, toey I5° . ﬁ?’_'u;"}xrﬁl ¥ BC
TR b E S

3+ 0 fegundo membdro he o meimo que
o . N X N . I 2T P
( B\l’j ——)-VDC) > B.\, y € f_g r{_J.m.‘ i 20 x one
S, —a __. q . — 2
cu LC -5 logo temos AB - 'AC = BC ;o
£o o quadrado ‘fcito fobre a hypowenufa BC he ional §
fomma dos qualrados feios {obre os .outtos dois la.
~dos AB, AC. Defle modo vimos a cahir na propofi-
tio do _céf\m’:[mgdc -da hypotenula por hum caminho
maito differente do que haviamos fegnido 5 donde
fe vé que, propramente fallando, a propoficio do
quadrado da hypaténufa he huma confequencia da Pro-
porcmnahdaie,'dus Jados nos triangulos equiangulos ;
aflim as propoefigbes fundamentaes da Geomeiria fe
redvzem , para aflim dizer, a cfla {6, gue os trian-
N . 1. P ( 3. 3 .
guios equiangulos tem os feus lados homologos -pre~
percienacs, : S ) o

Fig. 10 Escolio, Legendre, p. 85
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A énfase recai em que a proporcionalidade leva a uma proposi¢do mais
geral, sendo o teorema de Pitdgoras um caso particular. Legendre real¢a, ainda, a
possibilidade de se combinar os teoremas de muitas maneiras e de se chegar a
resultados ja demonstrados. Vale observar que esse fator é importante para

entender as repeticdes de proposi¢des presentes em um livro.

B

Acontere mnim': vezes', como acabamos de ver
nefte exemplo ,. que tirando confcqucncm: ‘de "huma
ou de muitas pmooﬁgoe ,- {e recahe em. propoﬁgops
ja demoniiradas. Em geral, o que carafleriza parti-
eularmente os theoremas da Geometria e 0 que -he
huma prova invencivel da fna certeza , he.que com:
binando-os de qualguer maneira, com tanto. que: fe
difcorra com acerto A{empre fv: cahe . em refultados
cexa&ios. Nan fcria o mefmo fe alguma propo@cao
foife falfa, on {6 folle verdadeira pouLo mais gu me-
T0S acon\\:cera muLms yezes que, pe]a combmacao
das propofizdes entré fi, o erro crefceria, e fe faria
Aenfivel. Do vimos cw{cfnplos em- todas as demonf-
1i2¢des em que nos fervimos da reducgdo & abfurdo.
E"cas demonitragdes , ‘nas: ‘quacs temos por. fim ‘pro-.
var qus duas quantldades sdo iguass ,- comlﬁcm em
_Inoﬁrar que ,. fe hauveile entre “ellas a”® menor defi-
rgualdade, a contnuacae dos raciocinios nos. conduzi-
‘T2 a2 hum abfurdo- mamfeﬂo e paipavel, donde [e
conclue forgofamcntc que e(‘tas duas auanudades 520
3guaes. e i . S s

Fig. 11 Escélio, Legendre, p. 85

Pelo visto até agora, o conteido tedrico das proposi¢des presentes no
desenvolvimento da prova do teorema de Pitdgoras se modifica de modo radical,
ou seja, as demonstracdes baseadas em relacdes proporcionais que implicam nos
casos de semelhanca de tridngulos vado substituindo as demonstragdes baseadas na
equivaléncia de 4reas, em que a drea do tridngulo se transforma na &4rea do
paralelogramo se atendidas algumas condicdes geométricas.

No préximo capitulo, segue-se a andlise do teorema de Pitdgoras nos outros
elementos de geometria, que sdo livros representativos entre aqueles que foram
usados para o ensino da geometria dedutiva no Brasil, a partir do século XIX.

Os destaques relativos a modificagdes do texto demonstrativo, ja feitos, sao
vélidos para o livro tipo elementos de geometria usados no ensino da geometria
dedutiva em nosso pais. Além disso, mesmo mantendo essa fun¢do, por volta dos

anos 30 do século passado, quando surge entre ndés o livro tipo livro de


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0410357/CB


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0410357/CB

135

matemdtica, os livros tipo elementos de geometria ja incorporam novas
caracteristicas que mostram a existéncia de uma correlagio entre os dois tipos de

livro, havendo caracteristicas que se apresentam nos textos mais atuais.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0410357/CB




