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Apéndices

APENDICE 1

Algoritmo EM

O algoritmo EM (expectation maximization) € um método iterativo de
maximizagao da fungéo de verossimilhanga. O EM é utilizado para resolver problemas
onde ha a dificuldade de se obter diretamente a estimativa ML (Maximum-likelihood)
devido ao fato dos dados serem incompletos ou devido a proépria dificuldade de se
obter a estimativa ML.

O algoritmo EM consiste de dois passos principais: um passo chamado de
expectativa (expectation), seguido do passo da maximizagdo (maximization). A
expectativa diz respeito as variaveis desconhecidas, usando a estimacdo dos
parametros condicionada pela observacdo. O passo da maximizagdo obtém a nova
estimacdo dos parametros.

Y denota o espago de amostras da observacdo e y € R™ denota uma
observagao de Y. X denota o espago subjacente e xe R" denota uma saida de X, com
m < n. O dado x é chamado de dado completo. O dado completo x ndo é observado
diretamente, mas somente pela observagdo de y. Uma observacdo y determina um
subconjunto de X, o qual é denotado como X(y). A figura 7.1 ilustra esse mapeamento.

Figura 7.1: llustracdo do mapeamento de muitos para um de X para Y.

O ponto y é a imagem de x e o conjunto X(y) € o mapa inverso de y.
Considerando um vetor aleatério x que assume valores no R" que depende de

um parametro 8 ® c R’ cujo valor deseja-se estimar. Entretanto como foi dito acima

X nao é observavel. Tem-se acesso apenas a um vetor aleatério y:H(x)que

assume valores no R". Por consequiéncia H é nao inversivel.
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Deseja-se determinar o estimador ML de 6 a partir do conhecimento de y
(denominado de dado incompleto), porém levando-se em conta a sua dependéncia
com x (denominado de dado completo).

O estimador ML de 6 a partir do conhecimento de y é dado por:

A~

0,, =argmax p (Y;6) (7.1)
o Py

Por conveniéncia podemos maximizar de forma alternativa o logaritmo desta
distribuigdo uma vez que esta fungdo é monoténica crescente. Usando das relagoes

que envolvem as densidades condicionais temos:

log p, (Y;8)=log p, , (X,Y:8)~logp,, (X 1Y;6) (7.2)

Multiplicando ambos os membros da equagéo (7.2) por p, (X;Q') e integrando

em X ao longo de todo R" temos:

logpl(l_’;Q)zjlogpM(X,Y 0).p (XQ).dX—jlogprly(XIY;Q).pI(X;Q').dX (7.3)
hd

O primeiro termo é facilmente identificavel com:

U(6.9) jlogp” X.Y;0).p,(X:0)dX =E {logp,,(X.Y:0) 1 y=Y.8} (7. 4)

E o segundo termo pode ser visto como:

V(6,6 j log p,, (X1:6).p,(X:0)dX =E {log p,, (X11:6) y=Y.0] (1.5

Pode ser mostrado [32] que a fungao V satisfaz a seguinte desigualdade:
V(6,6)<V(8.6") parav6,6'c® (7.6)

Assim tem-se:
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Conseqiientemente se 6 for escolhido de modo que U(6,6')2U(8'.8') entdo
L(6)=L(8).
Este resultado permite a construcdo de um método iterativo para determinagéo

do estimador ML que requer exclusivamente o conhecimento da funcao U (Q,Q')
1. Seja 6, um valor arbitrario para 6

2. Seja 8, =argmaxU(6.,6,)
e
3. Faca 8,=0, e volte para 2.
APENDICE 2

Resultado

Seja x um vetor gaussiano complexo de média m e matriz covariancia A.
Queremos determinar E {)_cT.A.)_c} .

E{;cT.A.;c} = E{[;c—m+m]T -A-[E_ﬁ”m]} =

:E{[g—m]f.A.[;c—r_n]}+E{mT.A.m}—E{mT.A.[;c—m]}— { x— m] A. }

f T f (7.8)
:E{[;c—m] .A.[;c—r_n]}+E{m .A.m}—r_n .A.E{[;c—m]} {[x m] } m=
:E{[g—m]f.A.[;c—m]}+E{mT.A.m}

Observe que o primeiro termo se desenvolve da forma:
E{lx-m] A[x-m]} = {ZZAU x,=m;).(x, —m,)*}=
(7.9)

= Z;AU.AU =Z;AU.[ATL =Z[A.ATL =tr[ AA" ]
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APENDICE 3

Resultado (Ljung 87)

Se x e y séo vetores conjuntamente gaussianos complexos de médias m,e m,

e de matrizes de covariancias dadas por A, e A, com covariancia cruzada dada por

Ay entdo x/ y é um vetor gaussiano complexo de média m, + A AJ.(Y-m ) e

matriz covariancia expressa por A, —A, .AJLAL .

X,y

APENDICE 4

Sistema OFDM

Considere N fontes discretas emitindo simbolos de um mesmo alfabeto a uma
taxa de simbolos 1/T. Os simbolos de cada fonte modulam um filtro proprio,
caracterizado por uma funcédo especifica de suporte nao superior a T. Os sinais
produzidos pelas fontes sdo entdo somados e transmitidos por um canal. A figura 7.2

ilustra este processo de transmissao.

o
FONTE 1 | FILTRO1 |Soll
FONTE 2 » FILTRO?
FONTE N » FILTRON

Figura 7.2: Processo de transmissao OFDM

x;,, = simbolo emitido pela fonte i+1 no intervalo [m.T,(m+1).T]

s;(t) = icxi,m.Q (t—mT) zgsi (1) (7.10)
i=0

m=—oco

Na recepcao, s(t) passa por um banco de N filiros casados aos sinais {gz)l. (.)},

como estd indicado na figura 7.3.
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Fi(t)
s(t) Filtro ) )
Casado k 4’%—* Meu=Tk((U+1).T)
1T

v, (t)=¢, (T 1)

Figura 7.3: Processo de recepcdo OFDM

+oo

r () =s@)*y, (1) = j st =Dy, (A).dA =

—oo

f fs(t ~ D9, (T = A).dA= E f X, §:(t = A= mT)§ (T = 2).dA (7.11)
r((I+D)T)= NZ_I i X .ng),. (I +1-m).T - ), (T — A).dA

Por questdes de suporte das fungbes {¢i(.)}, a integral acima s6 é ndo nula

quando | = m e assim:
N_1 T .

R (+DT)=Y %, [ 4, (D (A).dA (7.12)
i=0 0

A Unica forma de recuperar o simbolo adequado consiste em exigir que os

sinais {gz)i(.)}sejam ortogonais no intervalo [0,T]. Por comodidade, exigiremos que este

sinais sejam ortonormais em [0,T] ou seja:

T *

[o0g (Ada=ali-k) (7.13)
0

Um conjunto de fungbes que satisfazem esta propriedade é apresentado
abaixo e que denominaremos de “proposta OFDM”:

&, (t) =L.exp{j.2ﬂ.%.(t—to)} te[0,T),ie {0l,...N 1} (7.14)

JT

Estas fungdes possuem uma propriedade que sera muito (til adiante que é:
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(a,b)e (0,T]= ¢,(a+b) = exp( j.zyz.%.b}p,. (a) (7.15)

O PROBLEMA DO INTERVALO DE GUARDA

No desenvolvimento acima foi assumido que o canal é ideal, isto é, sem ruido e
sem distorgao.

Vamos admitir agora que o canal pode ser modelado por um sistema linear
invariante no tempo (pelo menos durante o periodo T) cuja resposta impulsional h(t)
possui suporte Ty inferior a T.

Se nada for feito na transmissao, ocorrera IS| (Inter symbol Interference —
interferéncia intersimbdlica). Para combaté-la, cria-se um intervalo de guarda a
montante do intervalo T. Assim o sinal transmitido no restante deste intervalo ao
chegar a recepgao, tera seu término antes no inicio do sinal do periodo seguinte.
Como esté indicado na figura 7.4.

intervalo
de guarda

I I I * tempo

m.T m.T+T, (m+1).T

Figura 7.4: Intervalo de guarda

Agora nao se podera usar na recepgao o sinal recebido durante este intervalo.
sinal transmitido s(f)
sinal recebido r(t) = s(t)*h(t)

Seja,

r(t) te mIT,(im+1).T] Vm
F(t) = ) (7.16)
0 caso contrario

Este sinal recebido passa pelo mesmo banco de filtros anteriormente discutido.
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(I+1).T

s = | r@) Y (DT = w).du

IT+T,

r, =r@)*y ()

T
= [rA+1T)w (T -2)dA=

T

8

(7.17)
[A@u).s(A+ I.T —uw).duly, (T — 2).dA =

—

~

8

—

[ j h(u).[Nz_l f X, B A—u+(I - m).T}du}//k (T - A).dA

i=0 m=—co

~

8

Novamente devido aos suportes das fungdes envolvidas acima, s6 ndo séo
nulos os termos em que m=| e assim:

i=0

r, = fx,,,. | [ [ha) ¢ (ﬂ—u).du}.wk (T - A).dA (7.18)

Se assumirmos a “proposta OFDM” entdo, usando a propriedade mencionada

destas fungbes tem-se que:

r, = fxi,, . j h(u).exp(— jZJZ.%uj.du [o. Dy, @ -2).d2
0 T,

i=0

(7.19)

8

Pode-se facilmente perceber que a primeira integral € a transformada de
Fourier da resposta impulsional do canal na freqiiéncia i/T e que por simplicidade
denotaremos por h;. Assim:

N-1 T, T
R = 2% | [ 6Dy (T -2).dA (7.20)

i=0 0 T,
Desnecessario dizer que continuamos querendo que a integral acima seja nula
para i#k, mas também queremos manter o fato de que a recepgao continua sendo feita
por filtros casados, o que implica em:
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(7.21)

Isto pode ser facilmente obtido fazer uma leve alteragdo nas funcbes

{¢i(.)}sugeridas. Considere agora as fungdes:

9,(1) =

I
.exp| j2r. (t—t te|T,,T],ie{01,..,.N
— P{] o 0)} [7,.T)i€ {01 N}

g 8

(7.22)

Convém salientar que a propriedade mencionada agora passa a ser:

(a+b)e (T,,T]= ¢ (a+b)= exp(j.Z?[%.b}Q (a)

(7.23)

Observe que os espectros de amplitude destes sinais sdo da forma:

. i
8[s,0)] = KSmc{(T -, ).[ fr T H

e assim temos funcbes Sinc de largura de faixa de nulo de

8

.indode 0 a —1

8 8

freqiiéncias multiplas de

Consequentemente a largura da faixa de nulo do sinal s(t) vale:

W= N =>T=T +ﬁ
T-T ¢
8
Frequentemente escolhe-se Tg de modo a ser multiplo de
T, :A. Entao:
w
T =T, +£:£+£:M:M.TS onde T, _ L
W W W W w

(7.24)

e centradas em

(7.25)

1
—, digamos
W 9

(7.26)
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O PROBLEMA DO MULTIPERCURSO

No caso de multipercursos, sinais distintos chegam ao receptor com atrasos

distintos devido a diferente faixa de freqiéncia que ocupam. Neste caso a
ortogonalidade é perdida dando origem ao que é chamado de ICI (/Infer carrier
Interference — interferéncia entre portadoras). Como indicado na figura 7.5.

___»/ ﬁ'\\
a.-'/-\\/"r ,"ﬂ‘."ul.’ \
| AN AWA , fempo
| T AR T >
] Tg Tg+id T T+a

Figura 7.5: Multipercurso

Note que agora a integral de ortogonalidade se escreve da forma:

T . ' A L .
j 4,(1).9, (ﬂ—A).d/l—exp{ﬂﬂ'.T T J j¢i(t)-¢,- (A-A).dA (7.27)

T,+A g8 ) T,+A

onde a integral final ndo é necessariamente nula.

Na tentativa de resolver este problema, vamos “estender® o suporte das

funcbes {¢i(.)}de [Tg,T] para [0,T], consequentemente, tem-se:

[8.06,4-8)dA= [4,()4;A-M)dA+ [6,()6;(A-A)dA (7.28)

Observe que a propriedade basica pode ser aplicada na 22 integral, mas em
principio ndo pode ser aplicada na 12 integral, a ndo ser que no processo de extenséo

das fungdes {¢i(.)} esta propriedade seja também imposta, o que sera aqui feito. Para

0 caso das fungbes sugeridas, isto € automaticamente satisfeito desde que A < Tg.
Assim tem-se que:

.(t—to} te[0,T],ie {0,L,...,N -1} (7.29)

1 i
(1) = .exp| j.27.
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e parai # j tem-se que:

A
T-T

8

j 3, (D)9, (A-A).dA = exp{ j2r. j j (A9, (A)dA =0

(7.30)

Convém notar que a continuacao indicada das funcoes {¢i(.)}faz com que

estas apresentem a seguinte propriedade:
p)=¢(t+T—t,) parate (0,T,] (7.31)

O que faz com que esta extensao seja denominada de prefixo ciclico.
Em resumo: o sinal OFDM é da forma:

N-=1 +oo

s(t) = Z 5;0=3 3 x,,.0,(t—mT)

i=0 m=—co

1 w
.exp j272'.—.i.(t—t0)}pam te (AT]
¢i(t): VT_Tg |: N

0 para te (0,A]

(7.31)

Se A=0, temos o chamado sinal OFDM de prefixo ciclico (CP)
Se A=Tg , temos o chamado sinal OFDM de prefixo nulo (NP)
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