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Apêndices 

 
APÊNDICE 1 
 
Algoritmo EM  

 

 O algoritmo EM (expectation maximization) é um método iterativo de 

maximização da função de verossimilhança. O EM é utilizado para resolver problemas 

onde há a dificuldade de se obter diretamente a estimativa ML (Maximum-likelihood) 

devido ao fato dos dados serem incompletos ou devido à própria dificuldade de se 

obter a estimativa ML.  

O algoritmo EM consiste de dois passos principais: um passo chamado de 

expectativa (expectation), seguido do passo da maximização (maximization). A 

expectativa diz respeito às variáveis desconhecidas, usando a estimação dos 

parâmetros condicionada pela observação. O passo da maximização obtém a nova 

estimação dos parâmetros.  

Y denota o espaço de amostras da observação e y ∈ ℜm denota uma 

observação de Y. X denota o espaço subjacente e x∈ ℜn denota uma saída de X, com 

m < n. O dado x é chamado de dado completo. O dado completo x não é observado 

diretamente, mas somente pela observação de y. Uma observação y determina um 

subconjunto de X, o qual é denotado como X(y). A figura 7.1 ilustra esse mapeamento. 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 
Figura 7.1: Ilustração do mapeamento de muitos para um de X para Y. 

 

O ponto y é a imagem de x e o conjunto X(y) é o mapa inverso de y. 

Considerando um vetor aleatório x que assume valores no nR que depende de 

um parâmetro 
q

Rθ ∈Θ ⊆ cujo valor deseja-se estimar. Entretanto como foi dito acima 

x não é observável. Tem-se acesso apenas a um vetor aleatório ( )y H x= que 

assume valores no 
mR . Por conseqüência H é não inversível. 

x 

X 

X(y
Y 

y = y(x) 
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 Deseja-se determinar o estimador ML de θ a partir do conhecimento de y 

(denominado de dado incompleto), porém levando-se em conta a sua dependência 

com x (denominado de dado completo).  

O estimador ML de θ a partir do conhecimento de y é dado por: 

 

( )ˆ arg max ;ML y
p Y

θ

θ θ=                                                                                       (7.1) 

 
Por conveniência podemos maximizar de forma alternativa o logaritmo desta 

distribuição uma vez que esta função é monotônica crescente. Usando das relações 

que envolvem as densidades condicionais temos: 

 

( ) ( ) ( ), |log ; log , ; log | ;y x y x yp Y p X Y p X Yθ θ θ= −                                            (7.2) 

 

 Multiplicando ambos os membros da equação (7.2) por ( ); 'xp X θ  e integrando 

em X ao longo de todo Rn temos: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), |log ; log , ; . ; ' . log | ; . ; ' .
n n

y x y x x y x

R R

p Y p X Y p X d X p X Y p X d Xθ θ θ θ θ= −∫ ∫  (7.3) 

 
 O primeiro termo é facilmente identificável com: 

 

 ( ) ( ) ( ) ( ){ }, ,, ' log , ; . ; ' . log , ; | , '
n

x y x x x y

R

U p X Y p X dX E p X Y y Yθ θ θ θ θ θ= = =∫                (7. 4) 

 

 E o segundo termo pode ser visto como: 

 

( ) ( ) ( ) ( ){ }| |, ' log | ; . ; ' . log | ; | , '
n

x y x x x y

R

V p X Y p X d X E p X Y y Yθ θ θ θ θ θ= = =∫           (7.5) 

   

 Pode ser mostrado [32] que a função V satisfaz a seguinte desigualdade: 

 

( ) ( ), ' ', '     para , 'V Vθ θ θ θ θ θ≤ ∀ ∈Θ                                                             (7. 6) 

 

 Assim tem-se: 
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0

, ' , '

' ', ' ', '

                      

' , ' ', ' ', ' , '

                                                   

' , ' ', '

L U V

L U V

L L U U V V

L L U U

θ θ θ θ θ

θ θ θ θ θ

θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ

θ θ θ θ θ θ

≥

= −

= −

⇓

− = − + −      

⇓

− ≥ −

144424443
                        (7.7) 

 

Conseqüentemente se θ for escolhido de modo que ( ) ( ), ' ', 'U Uθ θ θ θ≥  então 

( ) ( )'L Lθ θ≥ . 

 Este resultado permite a construção de um método iterativo para determinação 

do estimador ML que requer exclusivamente o conhecimento da função ( ), 'U θ θ  

1. Seja 0θ  um valor arbitrário para θ 

2. Seja ( )1 0arg max ,U
θ

θ θ θ=  

3. Faça 0 1θ θ=  e volte para 2. 

 
APÊNDICE 2 
 
Resultado  

 

Seja x um vetor gaussiano complexo de média m e matriz covariância Λ. 

Queremos determinar { }†
. .E x A x .  

 

{ } [ ] [ ]{ }
[ ] [ ]{ } { } [ ]{ } [ ]{ }
[ ] [ ]{ } { } [ ]{ } [ ]{ }
[ ] [ ]{ } { }

††

† †† †

† †† †

† †

. . . .

. . . . . . . .

. . . . . . . .

. . . .

E x A x E x m m A x m m

E x m A x m E m Am E m A x m E x m Am

E x m A x m E m Am m AE x m E x m Am

E x m A x m E m Am

= − + − + =

= − − + − − − − =

= − − + − − − − =

= − − +

          (7.8) 

 
Observe que o primeiro termo se desenvolve da forma: 

 

[ ] [ ]{ } ( ) ( )
*†

. . . .

. . . .

ij i i j j

i j

T T T

ij ij ij ji ii
i j i j i

E x m A x m E A x m x m

A A A tr A

 
− − = − − = 

 

     = Λ = Λ = Λ = Λ     

∑∑

∑∑ ∑∑ ∑
                           (7.9) 
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APÊNDICE 3 
 

Resultado (Ljung 87) 

Se x e y são vetores conjuntamente gaussianos complexos de médias mx e  my  

e de matrizes de covariâncias dadas por Λx e Λy com covariância cruzada dada por  

Λxy  então x| y  é um vetor gaussiano complexo de média ( )1

,
. .x yx y y

m Y m
−+ Λ Λ −  e 

matriz covariância expressa por 1 †

, ,. .x x y y x y

−Λ − Λ Λ Λ .   

 

 

APÊNDICE 4 
 
Sistema OFDM 

 
Considere N fontes discretas emitindo símbolos de um mesmo alfabeto a uma 

taxa de símbolos 1/T. Os símbolos de cada fonte modulam um filtro próprio, 

caracterizado por uma função específica de suporte não superior a T. Os sinais 

produzidos pelas fontes são então somados e transmitidos por um canal. A figura 7.2 

ilustra este processo de transmissão. 

 

 
Figura 7.2: Processo de transmissão OFDM 

 

=mix ,  símbolo emitido pela fonte i+1 no intervalo [m.T,(m+1).T] 

∑∑
−

=

+∞

−∞=

=−=
1

0

, )()(.)(
N

i

i

m

imii tsmTtxts φ                      (7.10)  

 

Na recepção, s(t) passa por um banco de N filtros casados aos sinais { }(.)iφ , 

como está indicado na figura 7.3. 
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Figura 7.3: Processo de recepção OFDM 

 

λλφλφ

λλφλφλλφλ

λλψλψ

dTTmIxTIr

dTmTtxdTts

dtsttstr

k

N

i m

T

imik

k

N

i m

T

imik

N

i

kkk

).().).1((.)).1((

).().(.).().(

).().()(*)()(

*
1

0 0

,

*
1

0 0

,

*
1

0

−−−+=+

−−−=−−

=−==

∑ ∑ ∫

∑ ∑ ∫∑ ∫

∫

−

=

∞+

−∞=

−

=

∞+

−∞=

−

=

∞+

∞−

+∞

∞−

           (7.11) 

 

Por questões de suporte das funções { }(.)iφ , a integral acima só é não nula 

quando l = m e assim: 

 

λλφλφ dxTI k

N

i

T

iti ).().(.)).1((r
*

1_

0 0

,k ∑ ∫
=

=+          (7.12) 

 

A única forma de recuperar o símbolo adequado consiste em exigir que os 

sinais { }(.)iφ sejam ortogonais no intervalo [0,T]. Por comodidade, exigiremos que este 

sinais sejam ortonormais em [0,T] ou seja: 

 

][).().(
*

0

kidk

T

i −=∫ δλλφλφ                        (7.13) 

 

Um conjunto de funções que satisfazem esta propriedade é apresentado 

abaixo e que denominaremos de “proposta OFDM”: 

 







−= ).(.2.exp.

1
)( 0tt

T

i
j

T
ti πφ         }1,...,1,0{],,0[ −∈∈ NiTt                   (7.14) 

 

Estas funções possuem uma propriedade que será muito útil adiante que é: 
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)(..2.exp)(],(),( ab
T

i
jbaToba ii φπφ 








=+⇒∈                    (7.15) 

 

O PROBLEMA DO INTERVALO DE GUARDA 

No desenvolvimento acima foi assumido que o canal é ideal, isto é, sem ruído e 

sem distorção. 

Vamos admitir agora que o canal pode ser modelado por um sistema linear 

invariante no tempo (pelo menos durante o período T) cuja resposta impulsional h(t) 

possui suporte Tg inferior a T. 

Se nada for feito na transmissão, ocorrerá ISI (Inter symbol Interference – 

interferência intersimbólica). Para combatê-la, cria-se um intervalo de guarda a 

montante do intervalo T. Assim o sinal transmitido no restante deste intervalo ao 

chegar à recepção, terá seu término antes no início do sinal do período seguinte. 

Como está indicado na figura 7.4. 

 

 

 
Figura 7.4: Intervalo de guarda 

 

Agora não se poderá usar na recepção o sinal recebido durante este intervalo. 

sinal transmitido s(t) 

sinal recebido r(t) = s(t)*h(t) 

 

Seja, 

 






 ∀+∈
=

contrariocaso

mTmTmttr
tr

0

]).1(,.()(
)(ˆ                      (7.16) 

 

Este sinal recebido passa pelo mesmo banco de filtros anteriormente discutido. 
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[ ]

∫ ∫ ∑ ∑

∫

∫

∫

−






















−+−=

=−−+=

=−+=

−+==

−

=

∞+

−∞=

+

+

+=

T

T

k

T

T

N

i m

iIi

k

T

T

T

T

k

k

TI

TIT

TItkik

g g

g

g

g

dTduTmIuxuh

dTduuTIsuh

dTTIr

duuTIurttrr

λλψλφ

λλψλ

λλψλ

ψψ

).(.).((.).(

).(.)..().(

).()..(

).).1((*).()(*)(ˆ

1

0

,

).1(

).1(,

                 (7.17) 

 

Novamente devido aos suportes das funções envolvidas acima, só não são 

nulos os termos em que m=l e assim: 

 

∑ ∫ ∫
−

=

−













−=

1

0

,, ).(.).().(.
N

i

T

T

k

T

T

iIiIk

g g

dTduuuhxr λλψλφ                    (7.18) 

 

Se assumirmos a “proposta OFDM” então, usando a propriedade mencionada 

destas funções tem-se que: 

 

λλψλφπ dTduu
T

i
juhxr

N

i

T

T

ki

T

IiIk

g

g

).().(..2exp).(.
1

0 0

,, ∑ ∫∫
−

=

−







−=

                 (7.19) 

 

Pode-se facilmente perceber que a primeira integral é a transformada de 

Fourier da resposta impulsional do canal na freqüência i/T e que por simplicidade 

denotaremos por hi. Assim: 

 

λλψλφ dThxr
N

i

T

T

ki

T

iIiIk

g

g

).().(..
1

0 0

,, ∑ ∫∫
−

=

−=                      (7.20) 

 

Desnecessário dizer que continuamos querendo que a integral acima seja nula 

para i≠k, mas também queremos manter o fato de que a recepção continua sendo feita 

por filtros casados, o que implica em: 
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∫ −=
T

T

ki

g

kid ][).().( * δλλφλφ                       (7.21) 

 

Isto pode ser facilmente obtido fazer uma leve alteração nas funções 

{ }(.)iφ sugeridas. Considere agora as funções: 

 












−

−−
= ).(.2exp.

1
)( 0tt

TT

i
j

TT
t

gg

i πφ    },...,1,0{],,[ NiTTt g ∈∈             (7.22) 

Convém salientar que a propriedade mencionada agora passa a ser: 

 

)(...2.exp)(],()( ab
T

i
jbaTTba iig φπφ 








=+⇒∈+                   (7.23) 

Observe que os espectros de amplitude destes sinais são da forma: 

 

[ ]


























−
−−=ℑ

g

gi
TT

i
fTTKSinct ).()(φ                     (7.24) 

 

e assim temos funções Sinc de largura de faixa de nulo de 
gTT −

1
e centradas em 

freqüências múltiplas de 
gTT −

1
, indo de 0 a

gTT

N

−

−1
. 

Consequentemente a largura da faixa de nulo do sinal s(t) vale: 

 

W

N
TT

TT

N
W g

g

+=⇒
−

=                                  (7.25) 

 

Frequentemente escolhe-se Tg de modo a ser múltiplo de 
W

1
, digamos 

W

L
Tg = . Então: 

 

sg TM
W

L
TT .

W

M

W

N

W

N
==+=+=  onde 

W
Ts

1
=                               (7.26) 
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O PROBLEMA DO MULTIPERCURSO 

No caso de multipercursos, sinais distintos chegam ao receptor com atrasos 

distintos devido a diferente faixa de freqüência que ocupam. Neste caso a 

ortogonalidade é perdida dando origem ao que é chamado de ICI (Inter carrier 

Interference – interferência entre portadoras). Como indicado na figura 7.5. 

 

Figura 7.5: Multipercurso 

 

Note que agora a integral de ortogonalidade se escreve da forma: 

 

∫∫
∆+∆+

∆−














−

∆
=∆−

T

T

ji

T

T g

ji

gg

dt
TT

jdt λλφφπλλφφ ).().(..2exp).().( **

                   (7.27) 

 

onde a integral final não é necessariamente nula. 

 

Na tentativa de resolver este problema, vamos “estender“ o suporte das 

funções { }(.)iφ de [Tg,T] para [0,T], consequentemente, tem-se: 

 

∫ ∫∫
∆+

∆+

∆−+∆−=∆−
T

T

T

T

ji

T

T

jiji

g g

g

g

dtdtdt λλφφλλφφλλφφ ).().().().().().(
***

                 (7.28) 

 

Observe que a propriedade básica pode ser aplicada na 2ª integral, mas em 

princípio não pode ser aplicada na 1ª integral, a não ser que no processo de extensão 

das funções { }(.)iφ  esta propriedade seja também imposta, o que será aqui feito. Para 

o caso das funções sugeridas, isto é automaticamente satisfeito desde que ∆ ≤ Tg. 

Assim tem-se que: 
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
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



−

−−
= 0.(.2.exp.
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)( tt

TT

i
j

TT
t

gg

i πφ }1,...,1,0{],,0[ −∈∈ NiTt              (7.29) 
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e para i ≠ j tem-se que: 

 

0)().(..2exp).().( ** =






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




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∆
=∆− ∫∫ λλφλφπλλφλφ d

TT
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T

T

ji

g

T

T

ji

gg
                 (7.30) 

 

Convém notar que a continuação indicada das funções { }(.)iφ faz com que 

estas apresentem a seguinte propriedade: 

 

],0()()( ggii TtparatTtt ∈−+= φφ                       (7.31) 

 

O que faz com que esta extensão seja denominada de prefixo cíclico. 

Em resumo: o sinal OFDM é da forma: 
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                  (7.31) 

 

Se A=0 , temos o chamado sinal OFDM de prefixo cíclico (CP) 

Se A=Tg , temos o chamado sinal OFDM de prefixo nulo (NP) 
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