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6
Namero Maximo de Thurston-Bennequin para nés de 2-
pontes

Pelas consideracoes feitas no capitulo anterior, sabemos que para um
tipo de nd, somos capazes, através da estabilizagao, de diminuir sem limites
o numero de Thurston-Bennequin sem mudar a classe de isotopia ambiente.
Contudo, o conjunto dos possiveis nimeros de Thurston-Bennequin dos néds
legendreanos isotépicos a um né subjacente é limitado superiormente. Entao,
¢é natural tentar encontrar o niimero maximo de Bennequin, max/3, para uma
classe de nés legendreanos.

Vérios estudos com a finalidade de estabelecer este ntiimero foram real-
izados. A primeira cota superior foi provada por Bennequin (I]) em termos do
género do né K. Desde entao, outras cotas superiores tem sido encontradas,
em particular em termos dos polinomios de HOMFLY e Kauffman.

O objetivo de encontrar um niimero mais préximo do ntimero maximo
de Thurston-Bennequin de uma classe de nés legendreanos isotopicos a um
no6 topolégico levaram matematicos como Ng, Ferrand, Rudolph, Bennequin,
entre outros, a nos fornecerem diversas desigualdades, ver ([15).

Veremos neste capitulo um importante e recente resultado obtido por
Ng, para noés de 2-pontes, que inclui todos os nés primos com até 9 e 10 cruza-
mentos, resultado este para nds primos com maior nimero de cruzamentos

até entao obtido.

Embora o titulo deste capitulo se refira a nds, nos referiremos a nés ou
enlaces apenas por nés, e ainda ao niimero de Thurston-Bennequin simples-
mente por numero de Bennequin. E importante mencionar que consideraremos
os nos de 2-pontes em forma candnica, e mantendo a notacao do capitulo 3,
nos referiremos aos nés de 2-pontes em forma canonica por C. Lembremos
ainda que os nés serao representados por seus diagramas. Nosso objetivo neste
capitulo é provar o teorema do nimero maximo de Bennequin para nos de

2-pontes.
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Teorema 6.0.8 Teorema do Numero Maximo de Thurston-
Bennequin para nés de 2-pontes

Se K é um no de 2-pontes orientado, entdo

max((K) = graumin, F(a,z) — 1

Antes de iniciarmos a demonstracao do teorema [6.0.8, apresentaremos os

resultados utilizados na demonstracao.

6.1
Forma racional legendreana

Seja C(ay, as, ..., a,) um né de 2-pontes em forma racional, com todos os
’ , . ~
a;s > 0, o qual corresponde a um numero racional 1507 que tem expansao em

fracao continua dada por

lay,as, ...,a,] = a1 + 1
—az + T
CL3+

—as+ - 1

REE =

onde mde(p, q) = 1.

Considere as tor¢oes horizontais (figura [6.1]), como no capitulo 3.

X0 O

Figura 6.1: Tor¢ao horizontal positiva e nega-
tiva respectivamente.

Para mais detalhes sobre nés de 2-pontes e nds racionais, ver capitulo 3.

Nosso objetivo é encontrar adequadamente um mergulho legendreano de

um né de 2-pontes, tal que seu diagrama esteja na forma racional.

1 1
Proposicao 6.1.1 Se - € Z, entao os nos de 2-
[a1, a2, ....,a,]  [b1,ba, ..., bp]
pontes Cy(ay, as, ..., a,) € Co(by, by, ..., b,) sdo isotdpicos.

Prova. Sejam Ci(aq,as,...,a,) e Co(by,bo,...,b,) nés de 2-pontes associados

/
aos numeros racionais %) e % respectivamente, tais que § = [a1,aq,...,a,] e

Q
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/

Iql, = [b1, bs,...,b,]. Suponha que,

’

1 1
9 9 _ _ —kecZ.

p P laaz,.an] [brbe . by

Do fato das fracoes serem fracoes reduzidas e a diferenca entre as fragoes

q—dq
’ ! p

q — q = pk. Portanto, ¢ = ¢q (modp). Concluimos entao pelo teorema [3.2.4]

ser um inteiro, segue que p = p/. Assim = k € Z, o que implica que

que os n6s C(ay, as, ...,a,) e Cy(by, bs, ..., b,) sdo isotépicos. [ |

Ressaltamos que esta proposigao garante somente a condi¢ao suficiente
para equivaléncia de nos, porém a condicao necessaria para que dois tais noés

sejam isotopicos é mais complicado e nao nos interessa aqui.

Defini¢ao 6.1.2 Dizemos que um nd de 2-pontes C(ay,as, ...,a,) estd em

forma racional legendreana, se a; > 2 para todo i.

Embora C(ay, as, ..., a,) corresponda a um né legendreano, sempre que
a; > 1 para todo i, consideraremos somente os casos em que a; > 2. De fato,
se um dos a; = 1, entao sem dificuldades vemos pela projecao frontal, que o

no legendreano nao maximiza o nimero de Bennequin, o que nao nos interessa.

Qualquer diagrama de nd legendreano na forma racional é facilmente
convertido em um diagrama frontal (isto é, projegdo no plano xz) de um
no legendreano, através da substituicao das quatro tangentes verticais por
cuspides, como podemos observar na Figura [6.2l Desde que os cruzamentos
na projecao frontal sao determinados localmente, sendo os segmentos com
menor inclinagao o segmento que passa por cima dos de maior inclinagao,
um diagrama de né em forma racional legendreana é a projecao frontal de um
unico né legendreano. Podemos observar na Figura a correspondéncia entre
forma racional legendreana (neste caso, T(2,2,3)) e a projegao frontal do né de

mesmo tipo ambiente.

Lema 6.1.3 Qualquer no de 2-pontes pode ser expressado como um diagrama

em forma racional legendreana.

Prova. Seja C'(aq, ag, ..., a,) um né de 2-pontes em forma racional associado ao

nimero racional £; escrevemos |ay,ag, ..., a,| =2, com p, ¢ € Z. Temos entao
q q

que L%J € 7Z. Além disso,
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, —
m\ﬂ\%%
l

Figura 6.2: Correspondéncia entre um diagrama em forma
racional legendreana e a projecao frontal de um né legendreano
do mesmo tipo topoldgico.

11 :g_q—m:q—(q—tﬁJ@:{f—,Jp:FJEZ
o q_Lp%Jp p p p D
0<2—BJ<1 — WM. (6-1)
p o Lp

Portanto, pela proposicao B.I1T], C(ay,as, ..., a,) é isotépico a qualquer né de
2-pontes com diagrama na forma racional associado a fracao r = q_f';ﬂjp > 1.
Observe que, se % ¢ um inteiro entao C' é o no trivial e nao é né de 2—qpontes.

Agora defina a sequéncia 1, xs, ... de nimero racionais por x; = 1, ...,
Tit] = W+r A sequéncia termina em x,,, quando z,, é um inteiro, pois x,, é
uma fragao continua. Faca b; = [z;] e observe que r = [by, bs, ..., b, ]. Suponha

agora que b; < 2 para algum 4, e r > 0. Assim,

o et Ik [ el EEE S BENEY

o que é uma contradi¢ao. Logo b; > 2 para todo 1.
Concluimos que C(ay,ag, ..., a,) é isotépico a S(by, by, ..., by), que estd

em forma racional legendreana. [ |
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6.2

Demonstracao do Teorema do Nimero Maximo de Thurston-Bennequin
para nés de 2-pontes

Teorema 6.2.1 (Ver (39)) Seja Fi(a,z) o polinomio de Kauffman de um

no K orientado, entao
B(K) < graumin, F(a,x) — 1.

O teorema foi demonstrado por Fuchs e Tabachnikov em (39)), utilizando
um invariante para nos legendreanos em termos do polinomio de Kauffman,
definido por Rudolph (34) em 1990. Este teorema nos dd uma cota superior
para o numero de Bennequin, a qual mostraremos ser o ntimero maximo de

Bennequin para nos legendreanos isotopicos ao né de 2-pontes.

Lema 6.2.2 Seja C(ay, as, ..., a,) um no de 2-pontes, onde ay,a, > 1 ea; > 2

para 2 < i < n—1, entdo graumin, Re(a, as,....a0) (@, ) = -1.

Prova. Lembremos que o polinomio de Kauffman de um né de 2-pontes em
forma racional C' (abreviamos C(ay,as,...,a,)) é definido por Fe(a,z) =
a*Re(a,z) (aqui substituimos a por 1), onde Re(a,z) é definido como no

teorema [3.3.1], ou seja,

1
Rc(a17a27...7an)(a7 ZL‘) = EUtM_al_ISM_GQ_IS...M_an_lsw,

onde t denota transposta e

r —1 =z 010 1 a
M=|1 0 0 S=|0 01 v=1| 0 w= a?
0 0 1L Loo 0 CH g

Note que, da forma que Rc(a,x) é definido, nenhum dos termos M1,

M~1S e w contém poténcias negativas de a. Assim, o lema ficard provado se

f(z) # 0, onde

flx) = (W'M~ (M S)M~>(M~1S).. M~ (M~S)w)|a=o.

Apds um pequeno calculo obtemos as matrizes:
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0 1 0 1 0 0
M7'=| -1 2 ar |, (M?PSM ) =] 2 ar —az®—a+ az?
0 0 a 0 a 0

Defina as matrizes auxiliares:

0 100
A= M_1|a:0 — -1 = 0O ’B — (M—QSM—l) |a:0 — xr 0 0 , U =
0 00 0 00
A partir das matrizes definidas acima, obtemos:
1 1
- X - 1 00
x x
(ASw)|e=0=1 1 |, EAU =1 1|, Aw )= 2 0 0
0 0 0 00

Portanto,

(ASw)|a=o = lAu e B= Au
x

Nosso objetivo agora é escrever f(z) em termos das matrizes obtidas.

Vejamos:

WM (MM 2(M1S) ... M~ (M~S)w)|azo

W (M) TIMESMTH (M) TPM TS L M7 (ASw))]a—o
— (ARTIBABAD? L (ASw))|usg

(0 A% (Aunt) A% (Aurt) A .. (iAU>)|a=0

flx) =

= (A" u") (A2 ) (A% Tt L (iAu))Llo

1
= (A" w) (VAT ) (VAT ) L (0P A T ) (vf A ).
x
Por hipétese a; > 2 para 2 < i < n — 1, o que garante que (v'A%* 1) é

nao nulo para 2 < k < (n — 1); dessa forma precisamos somente verificar que

os termos (v'A%u) e (v A% u) sdo nao nulos.
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Considere a sequéncia fi(z) = v'A*u. Afirmamos que para todo k > 1,

fr(x) tem grau (k-1) e, portanto, é nao nulo.

Considere f(z) = v'Au e fo(x) = v' A%u, entao
0
fi(z) = 1 0 0 —1 2 0 1] =1
0 0
0 0
fa(z) = 100 -z 2—-1 0 1 = .
0 0
Portanto, fi(xz) = 1 tem grau 0 e fo(x) = = tem grau 1. Agora basta mostrar

que fy(z) tem grau (k-1) para k > 3. Con51dere a funcao

T fr1 () — fo(z) = 20" AF Ty — 0! APy = (20t A — o) AR

Temos que,
0 10
@ia-v)y=(z00) | -1z0|-(100)=(-120)
0 00
(§]
-1 T
(vaQ):<1oo) —z 22-1 0 :<—1x0).
0 0

Assim, (zv'A — v') APy = (vPA%) ARy e, portanto, frio(x) = 2 fr1(z) — fu(x).
Entao, mostrar que fi(z) tem grau (k-1) para todo k& > 3 é o mesmo que

mostrar que frio(x) tem grau (k+1) para todo k > 1.

Primeiramente, se k=1 temos que f3(x) = zfo(x) — fi(z) = 2* — 1 e,
portanto, f3(z) tem grau (1+1). Suponha que frio(z) = xfry1(x) — fr(x) tem
grau (k+1), para algum 1 < k < [. Seja fii3(x) = xfire(z) — fiz1(x); por
hipétese de indugao fiio(z) tem grau (I+1), e portanto, xfj12(x) tem grau

(I42). Como o grau fi11(z) é menor que o grau de fj o(z), segue que fi,3(z)
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tem grau [4+2. Assim, para todo k > 1, fyio(z) tem grau (k+1).

Concluimos que f(z) é nao nulo e, portanto, o

grauminaRC(al,a27...,an) (C% x) =—-1

Prova do teorema
Prova. Seja K um né de 2-pontes e C(ay,as,...,a,) uma forma racional
legendreana associada ao né K, que chamaremos de K. Como K é né de
2-pontes, o seu diagrama possui 4 cuspides, e portanto, podemos escrever a
equacio do ntimero de Bennequin da seguinte forma: 3(K') = (C —C_) —2.

Assim,

= (graumin, Fy (a, ) — grauminL - (a, z)) — 2
= graumin, Fy (a,z) — 1,

pelo Lema [6.2.2

Sendo K isotépico topologicamente a K, entdo pelo Teorema [6.2.1]

concluimos que maxf3(K) = graumin, Fx(a,z) — 1. [
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