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5

Invariantes de nds legendreanos

Vimos nos primeiros capitulos, os conceitos de invariante e de isotopia
legendreana. Nosso objetivo neste, é apresentar invariantes de isotopia legen-
dreana que distinguem estas classes. Entao, para nés legendreanos introduz-
imos dois cléssicos invariantes de isotopia legendreana. Sao eles o nimero de
Bennequin e o nimero de Maslov, que podem ser usados para distinguir classes
de isotopia de noés legendreanos na mesma classe de isotopia topoldgica.

Embora nao seja sempre essencial, consideraremos nesta secao nos leg-

endreanos orientados.

5.1
Niameros de Bennequin e Maslov

5.1.1
Niamero de Thurston-Bennequin

Para facilidade de expressao nos referiremos ao invariante de Thurston-

Bennequin simplesmente por invariante de Bennequin.

Dado um n6 legendreano K, o invariante de Bennequin mede intuitiva-
mente o nimero de rotagoes dos planos de contato £ em torno de K.

Mais rigorosamente, este invariante ¢ definido por uma trivializagao de
um fibrado normal v de K. Uma identificacao fixa de v com K x R? é chamada
uma trivializagio de v ou um referencial de K. Um né legendreano tem
um referencial canonico, desde que &, e v, intersectam-se transversalmente
(T, K C &) gerando uma fibrado em linha, [, = & Nv,. O fibrado em linha
da um referencial de v sobre K. Este referencial é o referencial de Thurston-
Bennequin de K.

Se o fibrado normal tem um outro referencial F entao nés podemos
determinar um numero para o referencial de Thurston-Bennequin de K. Este
nimero tw(K,F) é justamente a rotagao de [ com respeito a F e é chamado
de rotacao de K com respeito a F. Se K é homdlogo a zero, entao K tem
um referencial dado por uma superficie de Seifert, ou seja, o referencial que é

dado pelo campo vetorial que aponta para dentro da superficie de Seifert. A
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rotacao de K com respeito a este referencial serd chamada de invariante de

Thurston-Bennequin de K e serd denotada por S(K).

Definicao 5.1.1 Seja v um campo de vetores nao nulo ao longo de K em vN§
e seja K' uma cdpia de K obtida por um movimento de K na dire¢io de v. O

nimero de Thurston-Bennequin, f(K), é o nimero de enlagamento entre K e
K', isto ¢, B(K) = Ik(K,K").

Observacgao 5.1.2 Se v' € um campo de vetores nao nulo ao longo de K

transversal o & e K" € obtido de K por um movimento de K na direcdo de v’

entio B(K) = lk(K,K").

Figura 5.1: N6 K (preto) e n6 K’ (cinza) obtido de K por um
movimento na direcao de v.

Seja K um né legendreano na variedade de contato (M,£), onde £ tem
orientacao transversal. Sendo K orientado, cada curva transversal possui ori-
entagdo canodnica. Se movimentarmos o n6 K na direcao positiva ou negativa
do campo de vetores normais v de K, de modo que v é um referencial de K,
obteremos dois novos nés K, e K_, respectivamente. Note que os nés K, e
K_ sao transversais a & e, consequentemente, K, possui a orientacao de K e

K_ a orientacao oposta de K .

Considere agora nés legendreanos em (R?, .., ). Interpretemos o invari-
)

ante de Thurston-Bennequin em termos das projecoes frontal e lagrangeana.

X X

Figura 5.2: Cruzamento positivo (+), na projecao frontal.

<X

Figura 5.3: Cruzamento negativo(-), na projecao frontal.
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Proposigao 5.1.3 Seja K um nd legendreano orientado em (R, &.q,). Na

projecao frontal tem-se

B(K) = Cry(K) ~ Or_(K) — 5C(K), (5-1)

onde Cr(K) (Cr_(K)) € o numero de cruzamentos positivos (negativos) da

projecio mp(K), C(K) € o nimero de cispides.

Prova. Seja v = %, para qualquer n6 legendreano K, v entao v é um campo
de vetores transversais a £ ao longo de K (como na observagao 5.1.2]). Assim
B(K) é o ntimero de enlacamento de K com uma cépia K de K obtida por
um ligeiro movimento na direcdo z. Entdo, a projecoes frontais de K e K séo
como na Figura 5.1l Agora, o nimero de enlacamento de K e K é a metade
do nimero (contados os sinais) de intersegoes entre eles. Lembremos que K e
K' sio orientados. Observe que para cada cruzamento positivo (negativo) da
projecao de K existird dois cruzamentos positivos (negativos) de K e K e para
cada cuspide positiva ou negativa de K existird um cruzamento negativo de K
e K'. Assim, na projecio frontal temos, (K) = Cry(K) — Cr_(K) — 1O(K).

AKX

Figura 5.4: Cruzamento positivo (+) e negativo (-) respectiva-
mente.

Proposicao 5.1.4 Seja K um nd legendreano em R3. Na projecdo la-
grangeana tem-se

B(K)=Cry—Cr_

Prova. Na projecao lagrangeana K e K projetam o mesmo diagrama. De fato,
B(K) é o niimero de enlacamento de K e K . Na projecio lagrangeana se ao
fazer o ligeiro movimento para obter K, e este nio intersectar K, entdo o
numero de enlacamento é zero. Além disso, cada cruzamento no diagrama de

K contribui (1) para o nimero de enlacamento. Dai segue o resultado. W

Corolario 5.1.5 O numero de Thurston-Bennequin independe da orientacdo
do no K.

Exemplo 5.1.6 A Figural2.0 mostra as projecoes lagrangeana e frontal de um
nd trevo. A projecao lagrangeana possui 3 cruzamentos positivos e 2 negativos,
logo o nimero de Bennequin do nd trevo T, é 3(K)= 3 - 2 =1. A projecao

. , . e . 4 _
frontal possui 4 cispides e 8 cruzamentos positivos, logo (T) = 3 — ;=1L
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—
Figura 5.5: Projecao lagrangeana e frontal do né trevo T.

Teorema 5.1.7 O numero de Bennequin (3 € um invariante de isotopia

legendreana.

Prova. Analisaremos a veracidade deste teorema examinando os trés movimen-
tos de Reidemeister.

Se o primeiro movimento é realizado, ou duas ctspides e um cruzamento
positivo sao perdidos, produzindo uma mudanca de zero, ou duas cuspides
e um cruzamento positivo sao acrescentados, produzindo uma mudanca de
zero. Assim, o primeiro movimento de Reidemester nao altera o nimero de
Bennequin.

Se o segundo movimento de Reidemeister é realizado, um cruzamento
positivo e um negativo sao perdidos, produzindo uma mudanca de zero.

Se o terceiro movimento de Reidemeister é realizado, um cruzamento
positivo e um negativo sao perdidos, e um cruzamento positivo e um negativo

sao acrescentados também produzindo uma mudanca de zero. [

5.1.2
Nuamero de Maslov

O segundo e ultimo invariante classico de nés legendreanos K é o nimero
de Maslov. Este invariante ¢ bem definido para ndés homologos a zero
assim assumimos que K = 0¥ onde Y é um mergulho de uma superficie
orientdvel. Os planos de contato, quando restrito a X (¢|y), formam um fibrado
trivial bidimensional (qualquer fibrado dois planos orientével é trivial sobre
uma superficie com bordo). Esta trivializagdo de |y induz uma trivializagao
¢|x = K x R% Lembremos que K tem uma orientagao, entao seja v um campo
de vetores nao nulo tangentes a K apontando na dire¢ao da orientacao de K.
O campo de vetores v estd em £|x = K x R? e usando esta trivializagao, nés
podemos pensar em v como uma trajetéria de vetores nao nulos em R?, tal
que ela tem um nuimero de rotagao. Este nimero de rotacao é o numero de
Maslov de K. Note que o numero de rotacao depende da orientacao de K e
muda de sinal se a orientacao é trocada.

Considere agora nés legendreanos em (R3,€.,,,). Interpretemos o invari-

ante de Maslov em termos das projecoes frontal e lagrangeana.
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;o

Figura 5.6: Cuspides positivas e negativas, respectivamente.

Proposicao 5.1.8 Seja K um né legendreano em R3. Na projecao frontal
tem-se
1
p(K) = 5(C, — ),

onde C(C_) € o numero de ciuspides positivas (negativas).

Prova. Seja w = a%' Esta é uma parte nao nula de £ e assim pode ser usada
para trivializar {|x independente da superficie de Seifert de K. Agora, para
calcular o nimero de rotagoes de K, precisamos saber quantas vezes o campo
de vetores (nao nulo) v tangente a K, pensando em R? pela trivializagao dada
por w, rotaciona em torno da origem de R?. Isto é equivalente a contar quantas
vezes v e w apontam na mesma direcao, chamaremos isto de intersecao de v
e w. O sinal da intersegdo é determinado como anterioremente (+1 e -1), veja
as Figuras e B3l Nas cuspides na projecao frontal, v aponta na direcao de
+w = a%' Pode-se facilmente verificar que a intersecao serd positiva quando
a cuspide é positiva e negativa quando a cuspide é negativa. Além disso, o
processo acima conta o numero de vezes que v intersecta +w, entao dividimos

por dois e obtemos o nimero de Maslov. [

Exemplo 5.1.9 O nidmero de Maslov do né trevo T (Figura [53) é p(T) =

%(2—2) = 0.

Proposicao 5.1.10 Seja K um nd legendreano em R3. Na projecio la-

grangeana tem-se

w(K) = numero de rotagoes de wp(K).

. _ a . ~ . a . ,
Prova. Seja w = By Na projecao lagrangeana w projeta 5y © assim o nimero
de rotagao é facilmente visto como o nimero de rotagao do vetor tangente a
WL(K) . |

Proposicao 5.1.11 O nimero de Maslov de um nd K, u(K), é um invariante

de isotopia legendreana.

Prova. Desde que o segundo e o terceiro movimento de Reidemeister nao

alteram o numero de cuspides positivas ou negativas, precisamos checar a
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invariancia do primeiro movimento. Considerando a orientagao, o primeiro
movimento de Reidemeister ou remove ou adiciona uma cispide positiva e uma
cuspide negativa. Nem a adi¢cao nem a remocao muda o ntimero de Maslov .

Portanto o niimero de Maslov é um invariante de isotopia legendreana. [

Exemplo 5.1.12 Seja K um no legendreano com numero de Maslov igual a
zero e seja K sua imagem pelo difeomorfismo f(x,y,2) = (x, —y, —2). Sendo
f wma rotacio do espaco, K ¢é topologicamente isotdpico a K, além disso
WK = —u(K) =0 e B(K'") = B(K). Pergunta-se K e K' sdo isotdpicos por

1sotopia legendreana ?.

Definigao 5.1.13 A reflezdo legendreana R(K) € a imagem de um né legen-

dreano K pelo difeomorfismo (x,y,z) — (x,—y, —z).

Desde que a reflexao legendreana é somente uma rotacao de um né no

espago, ela tem o mesmo tipo de isotopia topoldgica que a do préprio no.

Proposicao 5.1.14 A reflexzdo legendreana R(K) e K nao sdo isotopia leg-

endreana.

Para a prova deste teorema ver (4), em que Chekanov mostrou este
resultado usando outro tipo de invariante legendreano, as algebras graduadas

diferenciais ou DGAs.

Desde que os cruzamentos de um né legendreano sao determinados pelas
inclinagoes dos segmentos em cada cruzamento, a imagem refletida de um

no legendreano troca essas inclinacoes. Isto pode ser realizado pela rotacao

s
bR
tangeéncia vertical por cispides e vice-versa.

do diagrama frontal por um angulo de I, e entao, substituindo os pontos de

5.2
Estabilizacao

Dado um no legendreano K, existe um modo simples de se obter outro
no legendreano com o mesmo tipo de nd topoldgico; através da estabilizacao.
Nosso principal objetivo é mostrar que, através da estabilizagao, é possivel
diminuir o nimero de Bennequin de um né legendreano e assim introduziremos
o conceito de cota superior e portanto o nimero maximo de Bennequin.

Descrevemos a estabilizacao na estrutura de contato canonica em R3?, ou seja,

em (R3, € ).
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A estabilizacao de um no pela projecao frontal é realizada da seguinte
maneira: Se um segmento do né K na projecao frontal de K estd em linha
reta, entao a estabilizacao de K ¢é obtida acrescentando zig-zags como mostra
a figura (.71 Deve-se notar que o coeficiente angular aproximado dos zig-zags
é proximo ao valor de 3. A essa operagao chamamos de estabilizagao. Se as
cispides a serem acrescentadas sdo positivas (negativas), a estabilizagdo é dita
positiva (negativa) e denotada por S (S_).Note que, se um zig-zag com duas

cuspides € inserido, entao
B(S(K)) = B(K) -1

p(S=(K)) = u(K) £ 1.

E importante observar que a operagao de estabilizagao ¢ bem definida, ou seja,
nao depende do ponto em que a estabilizacao é feita. Em R?, observe que os
zig-zags podem ser feitos passando por cuspides e cruzamentos na projecao
frontal. Além disso, pelo teorema de Darboux, a operacao de estabilizacao
pode ser estendida a qualquer variedade de contato de dimensao 3.
Analogamente, temos a estabilizacaio de um né pela projecao la-

grangeana. Um importante resultado segue abaixo.

S

'/'
\

S,

f/ \\m

A

Figura 5.7: Estabilizagbes nas projegoes frontal (superior) e la-
grangeana (inferior).

Teorema 5.2.1 (Ver (39) 2.7) Dado dois nds legendreanos K; e Ky em
(R3, £,an) isotdpicos topologicamente, entdo depois de cada um ser estabilizado

um certo numero de vezes, eles serao isotopicos por isotopia legendreana.
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Assim, a classificacao topolégica de nds é equivalente a classificacao
estavel legendreana de nds. Verificamos que os movimentos de Reidemester
para noés topolégicos podem ser alterados por movimentos de Reidemester
para nés legendreanos apés um numero suficiente de estabilizagoes e assim
constatamos o teorema.

Note que, usando a estabilizacao fazemos com que nés legendreanos
tenham o numero de Bennequin negativo. Basta observar que o ntmero de
Bennequin dado pela Equacao b-Il diminui a medida que o ntimero de cuspides
aumenta, entao basta fazer a estabilizacao acrescentando um niimero suficiente
de cuspides.

Veremos que, em estruturas de contato tensas, existem cotas superiores
do nimero de Bennequin para nés legendreanos com o mesmo tipo de né
topoldgico subjacente.

Enquanto estabilizar um noé é relativamente simples, nao é necessaria-

mente facil desestabilizar um no.

Definicao 5.2.2 Seja K um né legendreano. Dizemos que K ¢é desestabilizdavel

se existe um nd legendreano K tal que K = £S(K').

5.3
Cotas superiores

Na estrutura de contato canonica em R3, ou mais geralmente em uma
estrutura de contato tensa, existem muitas cotas superiores de invariantes
classicos de nos legendreanos e transversais. A busca pela menor cota superior,
ou seja, o nimero maximo, do invariante de Bennequin, resultou em interes-
santes desigualdades.

Como nosso interesse sao os nos legendreanos, nossa abordagem se resume

a cotas superiores de invariantes de nés legendreanos.

Proposigao 5.3.1 (Ver (24)) Seja T um né transversal em (R?, Eean ), entio
B(T) < —x(Xr1), onde x(X7) € a caracteristica de Euler da superficie de Seifert
do no T.

Teorema 5.3.2 Sejam K nd legendreano em (R3 &), Ky e K_ como

acima. Entao

BKL) = B(K) + u(K)

BK-) = B(K) — u(K).
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Prova. Sejam X um campo de vetores nao nulo. O nimero S(K ) é o nimero
de enlacamento de K, = K +eve K, +€X = K+ ev+ € X, para € > 0
pequeno. Note que desde que v é perpendicular a K, o nimero 5(K) é o
numero de enlacamento de K e K + ev, e além disso é também o nimero de
enlacamento de K 4 ¢ X e K + ev + ¢ X. Assim, 3(K,) — 3(K) é o niimero
de rotagao de v com respeito a X, que é igual a u(K). Isto prova a igualdade

B(K;) = B(K) + pu(K). A prova da segunda igualdade é andloga. |

Coroldrio 5.3.3 Seja K nd legendreano em (R3 &.n) com superficie de
Seifert Y. Entao

BIK) + |u(K)| < —x(Ek) (5-2)

Prova. Do fato de K, e K_ serem nés transversais a .., € isotopicos a K,

temos que

BK) = B(Ky) +u(K) e BK) = B(K-) — p(K).

Pelo teorema [5.3.2], e pela proposicao (.31l segue que

BK) < =x(K) — u(K) e B(K) < —x(K) + pu(K)

logo,
BK) < —x(Zk) — |u(K)]|

Corolario 5.3.4 Seja K wum no legendreano topologicamente trivial em

(R3, £an), entio B(K) < 0.

Prova. Como K é né trivial, temos que x(Xg) = 1. Pelo Corolério (.33l
B(K) < —1 - [p(K)] < 0. .

Teorema 5.3.5 (Ver (13))) Dada uma estrutura de contato &, sio equiva-
lentes:

(i) & € supertorcida.

(i) Eziste um nd legendreano ndo trivial com invariante de Thurston-
Bennequin igual a zero.

(ii1) Eziste um nd transversal ndo trivial com niumero de enlagamento

wgual a zero.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0510532/CA


PUC-Rio - Certificacé@o Digital N° 0510532/CA

Capitulo 5. Invariantes de nds legendreanos 88

Definigao 5.3.6 Seja K um tipo de né topoldgico em R3 e L(K) classe de
nos legendreanos isotopicos ao tipo de no IC. Definimos o niumero maximo de

Thurston-Bennequin por:

max((K) = max{3(K); K € L(K)}

Teorema 5.3.7 Seja K um noé legendreano, entao:

1) B(K) + [u(K)| < 29(K);
2) B(K) + |u(K)| < graumin, Py
3) B(K) < graumin, F,

onde g(K) denota o género de K e graumin, Py (graumin,Fy) denota o grau
minimo da varidvel a do polinomio Px de HOMFLY (Fy de Kauffman).

As demonstragoes das desigualdades deste teorema encontram-se em (1)
e (39), Teorema 2.3.
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