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4
Exemplos de Superficies Minimas Ciclicas em H? x R

No modelo do hiperboldide de H?, as geodésicas sao curvas obtidas pela
intersec¢ao de planos vetoriais de R? com o hiperboléide, confira em [KU],
e as curvas de curvatura constantes sao intersecao de planos afins com o
hiperboléide. Nesse capitulo descreveremos varias familias de exemplos de
superficies minimas ciclicas em H? x R, essas familias foram descobertas e

classificadas por Laurent Hauswirth em [HA].

4.1
Exemplos de superficies minimas folheadas por geodésicas

4.1.1
Plano Hiperbdlico horizontal

Seja H? x {0} C H? x R parametrizada localmente por:

X:RxR—H’xR

coshv
(u,v) — senhwvcosu |,0

senh v sen u

S é totalmente geodésica (isto é, a segunda forma fundamental anula-se)

portanto ela é minima.

4.1.2
O Cilindro

Seja o produto de uma geodésica de H por R em H? x R, é parametrizado

localmente por:

X:RxR—H?xR

senh v
(u,v) — coshv | ,u

0
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ela é totalmente geodésica, logo ¢ minima.

4.1.3
O Helicéide

Seja S, o helicéide em H? x R parametrizado localmente por:

X :RxR—H?>xR

coshv
(u,v) — senhvcosau | ,bu

senh v sen au

Apresentaremos agora dois casos limites do helicéide em H? x R

a) X, - gira e nao sobe, obtemos assim o hiperboldide H? x {0} C H? x R.(cf.
segao 4.1.1)

b) X, - sobe e nao gira, obtemos o cilindro.(cf. se¢ao 4.1.2)

Agora iremos provar que essa superficie ¢ minima em H? x R, para isso

calculamos abaixo as derivadas primeiras de S:

0
X, = —asenhvsenau | ,b

senh v cos au

senh v

X, = coshvcosau | ,0

cosh v sen au

com isso obtemos a primeira forma fundamental:

E = a’senh®v+b
F =0
G =1

Em seguida temos as derivadas segundas:

Xuw = (0,—a?senhv cos au, —a® senh v sen au, 0)
Xuw = (0,—acoshwvsenau,acoshwcosau,0)
Xy = (coshw,senhw cosau,senhwvsenau,0)

Seja o vetor

N = (0, —asenh v sen au, a senh v cos au, t),
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onde t ¢é escolhido de maneira que N seja normal a superficie, entao os

coeficientes em relacao N da segunda forma fundamental sao:

0

ol
I

a® cosh vsenh v

= 0

|
I

Portanto temos que H = 0, logo pela proposicdo 3 temos que essa superficie ¢

minima.

4.2
O Catendide

Vamos procurar uma superficie minima na forma de uma superficie
folheada por circulos paralelos no modelo do hiperboldide, que sao curvas com

curvatura constante maior que 1. Tal superficie é parametrizada por:

X:RxS'—H?xR

(u,v) — (cosh 8(u), senh (u) cos v, senh O(u) sen v, u)
Agora vamos definir:
Y (u,v) = (cosh 8(u),senh O(u) cos v, senh O(u) sen v)

Assim temos:

X(u,v) = (Y(u,v),u)

Vamos entao calcular as derivadas de Y (u, v) para obtermos a curvatura média
de X (u,v):

Y, = (0'senh@,d coshfcosv,d coshfsenv)
Y, = (0,—senhfsenwv,senhfcosv)
Yuu = (0"senh+ (0')? cosh®,0” coshfcosv + (') senh d cos v,
0" cosh @ senv + (6')* senh f sen v)
Yiw = (0,—6 coshfsenwv, 8 coshfcosv)

Y,w = (0,—senh6cosv,—senhfsenv)
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Primeira Forma Fundamental:

E = (0)*+1
F =0
G = senh?’#

Agora precisamos, para calcular a Segunda Forma Fundamental, de
algum vetor N normal a superficie, uma vez que nao precisamos de um vetor
normal unitario por causa do proposicao 3. Sabemos que X, e X, sao tangentes
a superficie, logo:

<N ) Xu>1 =0

(N, X,)1=0

Isso significa que X, e X, pertencem a T,(H? x R) = T,H? x R, tal que

r € H? x R sendo x = (y,t), assim temos:
Y (u,v) € H?

e que X(u,v) = (Y(u,v),u), assim N = (M,t), tal que M = (a,b,c) onde
vamos determinar M, mas nao calcularemos explicitamente ¢, j4 que nao
aparece nas expressoes da segunda forma fundamental.

Para isso temos:
(N, Xy )1 =M, Y )1 +t1=0=t=—(M,Y,)

(N, X,)1 = (M,Y,); +t.0=0

Agora determinaremos a, b e ¢ de M = (a, b, ¢), entao:
(M,Y,) =0= —bsenhfsenv + csenhfcosv =0
Como senh 0 # 0, portanto podemos simplificar:
—bsenv + ccosv =0

Determinamos agora:

b= coswv

C =8senv
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e M = (a,cosv,senv), para encontrar a, fazemos:
(Y, M) =0
Uma vez que Y (u,v) = (cosh #, senh  cos v, senh § sen v),temos:

(Y, M), = —acosh @ + senh 6 cos* v + senh f sen® v
= —acoshf +senhf =0

Simplificando, podemos definir b = cosh f cosv e ¢ = cosh f sen v, entao:
(Y, M), = —acoshf + coshfsenh§ =0

Como sabemos que cosh 6 # 0, entao: a = senh ¢

Com isso encontramos M:
M = (senh 6, cosh 6 cos v, cosh 6 sen v)

e como N = (M, t), temos
N = (senh 6, cosh 6 cos v, cosfsen v, t) (4-1)

Segunda Forma Fundamental:

e = 0"
f=0
g = —senhfcosh6

Com isso temos que a curvatura média é:
H = 60" senh? 0 — (0')* senh 6 cosh § — senh 6 cosh 6
E com H = 0, temos:

0" senh 6 — (') cosh — cosh = 0 (4-2)

Veremos que a equagao (4-2) é um caso particular de uma equacdo que resol-

Veremos na secao seguinte.
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4.3
Superficies Minimas folheadas por curvas de curvatura constante maior
que 1

Nessa secao vamos estudar as superficies minimas folheadas por curvas
de curvatura constante £ > 1 em H? x R. Seja (t,n,b) uma base ortonormal

tal que:

e algum nimero real . Vamos provar que C' parametrizada por:
C(v) = senhf(ncosv + bsenv) + tcosh§ € H?

tem curvatura constante maior que 1. Por isso reparametrizamos a curva pelo

comprimento de arco w = v senh 6:

C(w) = coshft + senhﬁ(cos(se:h0>+sen(se:h0>>

Clw) = - Sen(se:h0>n + Cos(se:h H)b

¢(w) = senlhe (_ Cos(sertll)h 9>n B Sen(se:luh 9>b>

logo (C,C"); = —1. Seja {e1, e2} base ortonormal de Te () H? entao {c, e, e}

é base ortonormal de R? e podemos escrever:

Cﬂ(w) - _<Ca CN>C + <CH, €1>€1 + <CW, €2>€2

ou seja,
(C”)T — C// _|_ <C, C”)C — C// . O
portanto
1 1
NT o .
(C7)" = —cosh ot (Senh 9+senh 6) COS(senh0>n (senh9+senh 0) Sen(senh@ b

logo
1
(C)V =14 —5->1

senh” ¢
Concluimos que a curvatura da curva C' é constante e maior que 1. Assim

podemos parametrizar localmente uma superficie folheada por curvas de
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curvatura constante maior que 1 em H? x R por:

X:IxS'—H xR
(u,v) — (senh 6(u)(cosvn + senvb) + cosh O(u)t, u)
onde f(u) é uma fungao real e {t,n,b} é o triedo de Frenet de alguma curva

de tipo-espago de R?, portanto nas equagoes de Frenet (cf. definigao 15), temos

e=—1len=1elogo:

t’ =kn
n’ =ktt—7b
b’ = 7n,

Definiremos também para simplificar os calculos:
Y (u,v) = senh 0(u)(cos vn + sen vb) + cosh 6(u)t

Assim temos:

X(u,v) = (Y(u,v),u)
Xu(u,v) = (Yy(u,v),1)
Xp(u,v) = (Yy(u,v),0)
Xuu(t,v) = (Yiu, 0)
Xuw(u,v) = (Yi, 0)
Xow(u,v) = (Yo, 0)

Usando as equagoes de Frenet calculamos:

Yu(u,v) = (ksenh6cosv+ 6 senh6,6 coshfcosv — 7senhfsenv + kcosh b,
0 cosh O senv + 7senh 6 cos v)

Y (u,v) = (0,—senh95env,senh0008v)

Antes de apresentar os coeficientes da primeira forma fundamental de X (u, v),

vamos fazer a seguinte observacao:

E = FE+1
F = F
G = G

Onde E, F e G sdo os coeficientes da primeira forma fundamental de Y (u, v).

Abaixo sao apresentados os coeficientes da primeira forma fundamental de
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X (u,v).

E = 1+ (0)?+ *senh? 0 + k? cosh® 0 + 20’k cos v +
27k senh 6 cosh 6 sen v — k2 senh? 6 cos® v
F = —7senh?6 — ksenh 6 cosh f senv

G = senh®f
Abaixo as derivadas segundas de Y (u,v):

You(u,v) = (K senhfcosv+ 20’k cosh cosv + 6" senh § + (6')* cosh 6
—krsenh@senv + k*cosh 6,
k*senh 6 cos v + 2k6 senh 6 + 6” cosh @ cos v + (6')* senh 6 cos v
—7"senh 0 cosv — 276 cosh @ sen v + k' cosh @ — 72 senh 6 cos v,
276 cosh  cosv — 72 senh @ sen v + k7 cosh @ + 6" cosh  sen v +
(6')? senh # sen v + 7' senh 6 cos v)

Yuo(u,v) = (—ksenh6senv,—¢ coshfsenv — 7senhf cosv, 8 coshf cosv
—7 senh f sen v)

Yoo(u,v) = (0, —senh @ cos v, — senh 6 sen v)

Para calcular a segunda forma fundamental usaremos o vetor normal
N(cf. 4-1) que encontramos na segao 4.2 desse capitulo, pois o espago normal

a uma superficie nao depende da base usada.
Segunda Forma Fundamental.

Agora podemos determinar €, f e §:

0" — 72 senh  cosh @ + k' cosv + (kT — 2k7 cosh? #) sen v
—k? cosh f senh 0 sen® v

f = 7 coshfsenhf + ksenh? @ senv

ol
I

g = —senh6cosh6
Temos H = Eg — 2F f + Ge = 0, entdo:

H = —(k®cosh® + (6')*cosh — 0" senh 6 + cosh #) senh § — k7 senh” § sen v +
(k' senh? @ — 260’k senh 6 cosh 6) cos v

Se a superficie é minima:
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—k?cosh @ — (0')? cosh 6 + 6" senh 6 — cosh§ = 0
H=0= ¢ —krsenh?’0 =0
k' senh? @ — 20’k senh 6 cosh 6 = 0

Vamos analisar a segunda equacao do sistema. Sabemos que senh?6 # 0 e
k # 0, logo 7 = 0, significando que a curva y é plana e pertence ao plano
paralelo ao plano gerado por t e n e observamos que o fato de termos 7 = 0
também significa b constante.
Vamos analisar agora a equagao k’senh 6 = 20’k cosh 0, ou seja,
/

k
z = 26’ coth @

Agora podemos integrar os dois termos:

/%dl{:zQ/cotthH

Ink =2In|senhf| + ¢

obtemos,

Que simplificando fica k = Asenh? §, onde é uma constante positiva.

Agora devemos resolver a seguinte equacao:
0" senh @ — (0')* cosh § — cosh @ — k* cosh ) = 0
Que reescreveremos dessa maneira:

0" senh @ — ((#)? + 1) cosh @ — A\* cosh @ senh* = 0 (4-3)

agora multiplicamos por 26’ senh 6, teremos:
20'0" senh? 6 — ((6')? + 1)26’ cosh f senh § — 22?6 cosh #senh® § = 0

Agora dividindo por senh” @ temos:

1 Q11 h2p — N2 4 1)20' cosh h
206" senh”§ — ((¢)* + 1)26' cosh 6 senh ¢ — 2)\%¢ cosh @ senh § = 0

senh” 6
logo,
!/
N2 1
(9)—_; — Msenh?6 | =0
senh” ¢
e a funcao "2
1
B0y =D ey (4-4)
senh”

¢ uma integral primeira de (4-3).


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0510525/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0510525/CA

Superficies Minimas Ciclicas em R?, S? x R e H? x R 55

Agora para uma andlise dessa expressao fazemos F igual a uma constante
e tracamos o grafico dessas curva para diferentes valores de E e para A = 0,

caso do catendide, como podemos ver na figura abaixo:

Abaixo fazemos a mesma andlise, mas para A # 0:

Observamos que sobre toda curva integral, # admite um minimo que deno-
taremos por 6y e que cada curva tem dois fins, onde # tende ao infinito. Sem
perda de generalidade suponhamos que 6(0) = 6. No caso A # 0, vamos
mostrar que senh # tende a infinito em tempo finito. Considerando a parte da
curva integral em que ¢’ é positiva, temos que 6(u) é crescente, entao existe
a funcao inversa, que denotamos por u(6), definida sobre o intervalo [0y, c0),

que estudaremos quando 6 — 6y, observamos que temos uma situacao analoga


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0510525/CA


PUC-Rio - Certificacé@o Digital N° 0510525/CA

Superficies Minimas Ciclicas em R?, S? x R e H? x R 56

ao Capitulo 2, assim podemos concluir que

o dh
u(f) = : .
9o \/)\QSenh 0+ Esenh” 0 — 1

é uma integral convergente.

Agora iremos calcular lim wu(f), para mostrar que senh 6 tende para o infinito

0— o0
em tempo finito.
Tome 0 0
u() = / g — a0 (4-5)
6o 0 6o \/)\2 senh® § + Esenh®d — 1

1 1 1
< < =,
\/)\2 senh?* + Esenh?0 —1 A senh?6 = 62

concluimos que a integral (4-5) converge, isto é, existe u, < oo tal que

Como

lim u(0) = uq. Concluimos assim que senh @ tende para o infinito em tempo

0—o00

finito, pois € tende para o infinito e a curva limite tem curvatura igual a 1,
isto é, um horociclo. A situagao é simétrica no caso ¢ < 0 logo a superficie
¢ limitada por duas folhas H? horizontais. Assim a situacao é muito parecida

com o caso do exemplo de Riemann de R3.

4.4
O Catendide folheado por curvas de curvatura constante menor que 1

Agora vamos procurar uma superficie minima na forma de uma superficie
folheada por curvas de curvatura constante menor que 1, que no modelo do

hiperbolédide, sao hipérboles.

X: RxH — H?xR

(u,v) — (cosh O(u) cosh v, cosh 6(u) senh v, senh 6(u), u)
Agora vamos definir:
Y (u,v) = (cosh 0(u) cosh v, cosh 0(u) senh v, senh 6(u))

Assim temos:
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Vamos entao calcular as derivadas de Y (u, v) para obtermos a curvatura média
de X (u,v):

(0" senh 0 cosh v, 6’ senh 6 senh v, 6’ cosh )
Y, = (coshfsenhwv,coshfcoshwv,0)
(

0" cosh 6 + (#')* senh 0)
Yo = (6 senh@senhuv,d senhfcoshv,0)
Y, = (coshé coshwv,coshfsenhu,0)

Primeira Forma Fundamental:

E = (0)?+1
F =0
G = cosh?0

Agora precisamos, para calcular a Segunda Forma Fundamental, de
algum vetor N normal a superficie, uma vez que nao precisamos de um vetor
normal unitario por causa da proposigao 3. Sabemos que X, e X, sao tangentes
a superficie, logo:

(N, X,)1=0

(N, X,)1 =0

Isso significa que X, e X, pertencem a T,(H* x R) = T,H? x R, tal que

r € H? x R sendo x = (y,t), assim temos:
Y (u,v) € H?

e que X (u,v) = (Y(u,v),u), assim N = (M, t), fazendo célculos andlogos aos

que foram feitos na segao 4.2 temos que:

M = (senh 6 cosh v, senh § senh v, cosh 0)

e como N = (M, t), temos

N = (senh @, cosh 6 cosv, cos @ sen v, t) (4-6)

0" senh @ cosh v + (6')? cosh  cosh v, 6” cosh @ senh v + (#')* cosh § senh v,
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Segunda Forma Fundamental:

e = 0"
Feo
g = —senhfcosh6

Com isso temos que a curvatura média é:
H = 0" cosh®§ — (#')? cosh @ senh 6 — cosh 6 senh @
E com H = 0, temos:

0" cosh®§ — ((6')? + 1) cosh @ senh @ — cosh @ senh § = 0

logo
0" cosh — (§')*senh 6 — senh § = 0 (4-7)
Veremos que a equagao (4-7) é um caso particular de uma equagdo que resol-

Veremos na secao seguinte.

4.5
Superficies Minimas folheadas por curvas de curvatura constante menor
que 1

Nessa secao vamos estudar superficies minimas folheadas por curvas de
curvatura constante & < 1 em H? x R. Inicialmente ver como parametrizar tais

curvas: Seja {ey, €2, e3} base ortonormal de R} tal que

<€1,€1>1 =-1

e algum nimero real . Vamos provar que a curva C' parametrizada por:
C(v) = senh ey + cosh § cosh ve; + cosh § senh ves € H?

tem curvatura constante menor que 1. Antes vamos fazer uma mudanca de

variavel w = cosh v e escreveremos:

C(w) = senh ey + cosh cosh( ) e1 + cosh @ senh<

w w ) .
cosh 6 cosh @/ ®
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Calculamos inicialmente C’(v) = senh( )63, portanto

)el + COSh( v
C

w
cosh 6 osh 6

¢(w) = coslh 0 (COSh($> et Senh<co;0h 9) €3>

logo (C,C")1 = —1. Seja {v1, v2} base ortonormal de T¢(,)H? entao {C, vy, va}

é base ortonormal de R? e podemos escrever:

C"(w) = —(C,C")1C 4+ (C",v1)1v1 + (C", v2) 109

ou seja,
chHt =c" +(C,c"C =C"-C
portanto
1 w v
INT
(C")" = —senh 6’62+<C08h0+cosh 0> cosh(cosh9>61+<Cosh0+cosh Q) Senh(oosh9>e3
logo
1
O// T2 _ 1—
(=1 —

e obtemos

0<1-— 5 <1

cosh” ¢

45.1

12 Caso, onde o vetor normal a curva é de tipo-tempo

Seja a superficie em H? x R parametrizada localmente por:

X:IxH —H*xR
(u,v) — (cosh @(u)(cosh vn + senh vb) + senh 6(u)t, u)
onde f(u) é uma funcao real e (t,n,b) é o triedo de Frenet de alguma curva

de tipo-espaco de R3, tal que o vetor normal seja de tipo-tempo, portanto nas

equagoes de Frenet (cf. defini¢ao 15), temos e = 1 e n = —1 e logo:

t’= —kn
n=-kt—7b
b’= —7 n,

Definiremos também para simplificar os calculos:

Y (u,v) = cosh §(u)(coshvn + senh vb) 4 senh 6(u)t
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Assim temos:

X(u,v) = (Y(u,v),u)
Xu(u,v) = (Yy(u,v),1)
Xy(u,v) = (Yy(u,v),0)
Xuu(t,v) = (Yiw, 0)
Xuw(u,v) = (Yi,0)
Xow(u,v) = (You, 0)

Usando as equagoes de Frenet calculamos:

Y,(u,v) = (6'cosh® — kcosh6coshv, —ksenh 6 + 6 senh 6 coshv — 7 cosh § senh v,
—7 cosh 6 coshv + ¢’ senh f senh v)
Y, (u,v) = (0, cosh 6 senh v, cosh 6 cosh v)

Antes de apresentar os coeficientes da primeira forma fundamental de X (u, v)

vamos fazer a seguinte observacao:

E = E+1
F = F
G = G

Onde E, F e G sdo os coeficientes da primeira forma fundamental de Y (u, v).
Abaixo sao apresentados os coeficientes da primeira forma fundamental de
X (u,v).

E = 1+ (#)* +1%cosh®0 — k*senh® § + 20’k cosh v
—27k senh 6 cosh f senh v + k? cosh? § cosh® v
—7 cosh?# + k senh 6 cosh @ senh v

G = cosh®6

T
|
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Abaixo as derivadas segundas de Y (u,v):

You(u,v) = (—k"cosh6 coshv + (0')*senh 6 + 6" cosh 6 — 20’k senh 6 cosh v +
k*senh @ 4 k7 cosh @ senh v,
—20'k cosh § — k" senh § 4 (8)? cosh @ cosh v + 6” senh 6 cosh v +

k* cosh @ cosh v — 207 senh @ senh v — 7’ cosh f senh v + 7% cosh  cosh v,

7% cosh @ senh v + (0')? cosh f senh v — 7’ cosh @ cosh v + k7 senh 6 +
0" senh 6 senh v — 267 senh 6 cosh v)

Yio(u,v) = (—k: cosh @ senh v, —7 cosh 0 cosh v + 0’ senh @ senh v, —7 cosh 6 senh v +

¢’ senh 6 cosh v)
Yoo(u,v) = (O, cosh 6 cosh v, cosh # senh v)

Para calcular a segunda forma fundamental precisamos de um vetor
normal, que determinaremos a seguir:

Sabemos que X, e X, sao tangentes a superficie, logo:
(N, X,)1=0

(N, X,);1 =0

Isso significa que X, e X, pertencem a T,(H* x R) = T,H? x R, tal que

r € H? x R sendo = = (y,t), assim temos:
Y (u,v) € H?

e que X (u,v) = (Y(u,v),u), assim N = (M, t), fazendo calculos andlogos aos
que foram feitos na segao 4.2 temos que:

M = (cosh 6, senh 6 cosh v, senh 6 senh v)
e como N = (M, t), temos

N = (cosh 6, senh 6 cosh v, senh § senh v, t) (4-8)

Segunda Forma Fundamental.

Agora podemos determinar e, f e g:

¢ = 40" —7%coshfsenhf — k' coshv + (—k7 + 2k7 cosh? §) senh v
—k? cosh 6 senh 0 cosh v*v
f = 7coshfsenh® — kcosh? @ senh v

—senh @ cosh 0

Qi
|
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Temos H = Eg — 2F f + Ge = 0, entdo:

H = (—k®senhf — (0')*senh @ + 0" cosh § — senh @) cosh 6 — k7 cosh? f senh v +

(—k cosh? @ + 20"k senh 6 cosh #) cosh v
Se a superficie é minima:

0" cosh @ — (6')? senh @ — k?* senh § — senh 6 = 0
H=0=<{ —krcosh’0=0
—k' cosh? @ + 20’k senh 6 cosh § = 0

Vamos analisar a segunda equacao do sistema. Sabemos que cosh?6 # 0 e
k # 0, logo 7 = 0, significando que a curva y é plana e pertence ao plano
paralelo ao plano gerado por t e n e observamos que o fato de termos 7 = 0
também significa b constante.
Vamos analisar agora a equagao k' cosh § = 20’k senh 6, ou seja,
/

k
T = 26’ tanh 0

Agora podemos integrar os dois termos:

/%dsz/tanthQ

Ink =2In|coshf| + ¢

obtemos,

Que simplificando fica k = A cosh?#, onde \ é um nimero real positivo. Assim

podemos resolver a seguinte equacao:
0" cosh® — (6')?senh § — k*senh @ — senh = 0
na qual reescrevemos dessa maneira:
0" cosh§ — ((0')* 4 1) senh # — A\* cosh* @ senh § = 0 (4-9)
multiplicando por 26’ cosh #, teremos:

20'0" cosh? @ — 2((0')* + 1)0' cosh @ senh 6 — 20'\? cosh® fsenh § = 0

que dividindo por cosh® @ fica:

20'0" cosh® § — 26/((0)? + 1) senh 6 cosh 0
cosh® 6

—2X%0' cosh B senh 6 = 0
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logo,
/
0?2 +1
(UT—FG — A2 cosh? 9) =0
cos
_ (0) 41 9, 2 : .
temos que a fungao E(6,0') = olZd A2 cosh® 0 ¢ uma integral primeira
cos

de (4-9). Agora para uma andlise dessa expressao fazemos E igual a uma
constante e tragamos o grafico dessas curva para diferentes valores de E e

para A = 0, que é o caso do catendide, como podemos ver na figura abaixo:

Observamos pela figura acima que obtivemos trés tipos de curvas inte-
grais, sendo um deles muito semelhante ao caso anterior, no qual ' = 0 e
portanto # admite um minimo que novamente suporemos que 6(0) = 6. No
caso A # 0, vamos mostrar que cosh # tende a infinito em tempo finito. Con-
siderando a parte desse tipo de curva em que ¢ é positiva, temos que 0(u)
é crescente, entao existe a funcdo inversa, que denotamos por u(f), definida

sobre o intervalo [0, 00) e expressada por:
0
do
u(é’) = 9
6o \/)\2 cosh @ + E cosh? 0 — 1
que é uma integral convergente pelo mesmo argumento feito no capitulo 2 secao

2.3.

Vamos calcular lim u(6).

(4-10)

0—o0
Tome 0 0
u(f) = d—“de = a0 (4-11)
6o A0 60 /A2 cosh?6 + F cosh?6 — 1
1 1 1
Como

< 2 < N2
\/ A2 cosh®@ + Ecosh?f —1 Acosh®0 0
concluimos que a integral (4-11) converge, isto é, existe u, < oo tal que

elim u(0) = . Concluimos assim que cosh # tende para o infinito em tempo


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0510525/CA


PUC-Rio - Certificacé@o Digital N° 0510525/CA

Superficies Minimas Ciclicas em R?, S? x R e H? x R 64

finito, pois € tende para o infinito. Aqui novamente a curva limite tem curvatura
1, isto é, um horociclo. Esse caso é parecido ao da segao anterior.

Para o outro tipo de curva onde temos que 6" # 0 e positiva para todo 6,
dai O(u) é crescente, entdo existe uma fungao inversa u(f) definida da mesma
maneira que em (4-10) e portanto tém as mesmas caracteristicas.

O terceiro tipo de curva que obtivemos é a curva que passa pela origem
no plano de fase (6, 0’), assim analisando novamente a fungao inversa u(f) onde
0y = 0 para 8 — 0 observamos que ela é convergente e novamente que 6 — oo

e entao cosh # tende para o infinito em tempo finito.

4.5.2
29 Caso, quando o vetor binormal é de tipo-tempo

Seja a superficie em H? x R parametrizada por:

X:IxH —H xR
(u,v) — (cosh @(u)(senh vn + cosh vb) + senh 6(u)t, u)
onde f(u) é uma fungao real e {t,n,b} é o triedo de Frenet de alguma curva

de tipo-espago de R?, tal que o vetor binormal seja de tipo-tempo, portanto

nas equagoes de Frenet (cf. definigao 15), temos e =1 e n =1 e logo:

t’=kn
n =-kt+7b
b’ = 7n,

Definiremos também para simplificar os calculos:
Y (u,v) = cosh f(senh vn + cosh vb) 4 senh 0t

Assim temos:

X(u,v) = (Y(u,v),u)
Xu(u,v) = (Yy(u,v),1)
Xy(u,v) = (Yy(u,v),0)
Xuu(t,0) = (Yiw, 0)
Xuw(u,v) = (Yi,0)
Xow(u,0) = (Yon, 0)
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Usando as equagoes de Frenet calculamos:

Yu(u,v) = (¢'cosh — kcosh@senhv, ksenh + 6 senh 6 senhv + 7 cosh 6 cosh v,
7 cosh @ senh v + 6 senh € cosh U)
Y, (u,v) = (0, cosh 6 cosh v, cosh # senh U)

Antes de apresentar os coeficientes da primeira forma fundamental de X (u,v)

vamos fazer a seguinte observacao:

E = E+1
F = F
G = G

Onde E, F e G sdo os coeficientes da primeira forma fundamental de Y (u, v).
Abaixo sao apresentados os coeficientes da primeira forma fundamental de

X (u,v).

E = 14 (0)?+ 1%cosh® + k*senh? § + 20’k senh v
427k senh 6 cosh § cosh v + k* cosh? f senh? v

F = tcosh®@ + ksenh 6 cosh @ coshv

G = cosh®f

Abaixo as derivadas segundas de Y (u,v):

Yiu(u,v) = (=K cosh@senhv + (¢')*senh § + 0" cosh § — 26k senh § senh v
—k?senh @ — k7 cosh § cosh v,
20’k cosh § + k' senh @ + (#')? cosh f senh v + 6" senh § senh v +
—k? cosh f senh v — 20" senh # cosh v + 7’ cosh 0 cosh v + 72 cosh # senh v,
7% cosh @ cosh v + (6')% cosh @ cosh v + 7/ cosh f senh v + k7 senh 6 +
0" senh 6 cosh v + 260’7 senh § senh v)
Yio(u,v) = (—kcoshcoshv, T coshfsenhv + ¢ senh § cosh v, 7 cosh 6 coshv +
¢’ senh f senh v)
Yoo(u,v) = (O, cosh 0 senh v, cosh 6 cosh v)

Para calcular a segunda forma fundamental precisamos de um vetor normal,

que determinaremos a seguir:
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Sabemos que X, e X, sao tangentes a superficie, logo:
(N, X,)1 =0

(N, X,)1 =0

Isso significa que X, e X, pertencem a T,(H? x R) = T,H? x R, tal que

r € H? x R sendo z = (y,t), assim temos:
Y (u,v) € H?

e que X (u,v) = (Y(u,v),u), assim N = (M, t), fazendo cdlculos andlogos aos

que foram feitos na se¢ao 4.2 temos:
M = (cosh 6, senh # senh v, senh 6 cosh v)

e como N = (M, t), temos
N = (cosh 6, senh f senh v, senh § cosh v, t) (4-12)

Segunda Forma Fundamental.

Agora podemos determinar e, f e g:

e = 0" —7%coshfsenhd — k'senhv + (kT — 2k7 cosh® #) cosh v
—k? cosh # senh 6 cosh? v

f = —rcosh@senh — kcosh? @ coshv

g = —senh®cosh6

Temos H = Eg — 2F f + Geé = 0, entdo:

H = (k*senhf — (0')*senh @ + 6" cosh @ — senh ) cosh 6 + k7 cosh? @ cosh v +
(—k' cosh? @ + 20"k senh 0 cosh #) senh v

Se a superficie ¢ minima:

6" cosh @ — (0")? senh 6 + k* senh 6 — senh § = 0
H=0= ¢ krcosh’6=0
—k cosh? 0 + 20’k senh 6 cosh 6 = 0

Vamos analisar a segunda equacio do sistema. Sabemos que cosh? # 0

e k # 0, logo 7 = 0, o que significa que b constante.
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Vamos analisar agora a equagao k' cosh @ = 20’k senh 6, ou seja,
/

k
7= 26’ tanh 0

Agora podemos integrar os dois termos:

/%dkzZ/tanh@d@

Ink =2In|coshf| + ¢

obtemos,

Que simplificando fica k& = Acosh®#, onde A é uma constante real positiva.

Assim podemos resolver a seguinte equacao:
0" cosh @ — (6')?senh § + k* senh @ — senh § = 0

na qual reescrevemos dessa maneira:
0" cosh @ — ((6')* + 1) senh 6 + \? cosh® senh § = 0 (4-13)

multiplicando por 26’ cosh @, teremos:
20'0" cosh® @ — 2((0')? + 1)@’ cosh @ senh  + 20'\? cosh® f senh § = 0

que dividindo por cosh® @ fica:

20'0" cosh® @ — 26((0)? + 1) senh 6 cosh 6

cosh® 0 +2X%¢' cosh @ senh § = 0

logo,
/
/2 1
((9)—+ + A2 cosh? 6’) =0

cosh? 6
(0)? +1

e a funcao E(0,0) = 5
cosh” 0

+ A2 cosh? f é uma integral primeira de (4-13).
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Para uma andlise dessa expressao fazemos F igual a uma constante e tracamos
o grafico dessas curva para diferentes valores de E e para A = 0, que é o caso

do catendide, como podemos ver na figura abaixo:

WA

N

Observamos que para 6 = 0, 6 admite um maximo que denotaremos y. Sem

perda de generalidade suponhamos 6(0) = 6y. Considerando a parte da curva
integral em que 6’ é positiva, temos que 0(u) é crescente, entao existe a fungao
inversa, que denotamos por u(f), definida sobre o intervalo (0, §y). Observamos

que como nos casos anteriores, podemos concluir que

% dp
u(h) = / et

tal que
(o) = —M cosh*@ + Ecosh?6 — 1 ~o—g, J'(60)(0 — o)

entao portanto lim < oo.

0—0o
Como no caso de S? x R as curvas integrais sao periédicas entao as superficies
que encontramos sao muito parecidas com a familia de superficies minimas em

S? x R encontrada no Capitulo 3.

4.6
Conclusao

Encontramos os seguintes exemplos de superficies minimas de H? x R

folheadas por curvas horizontais de curvatura constante:

— Um plano hiperbdlico horizontal H? x {0} (cf. segao 4.1.1);
— O cilindro H' x R (cf. segao 4.1.2);
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— O helicéide (cf. segao 4.1.3);

Duas superficies de tipo catendide (cf. se¢ao 4.2 e 4.4);

— Uma familia a dois parametros de superficies folheadas por curvas de
curvatura constante maior que 1, parecidos com os exemplos de Riemann

de R3, ja que sdo contidos entre dois planos horizontais (cf. segao 4.3);

— Uma familia a dois parametros de superficies folheadas por curvas de
curvatura constante menor que 1, de tipo exemplo de Riemann (cf.
segao 4.5.1);

— Uma familia a dois parametros de superficies folheadas por curvas de
curvatura constante menor que 1, periédicas na dire¢ao vertical (cf.
segao 4.5.2).

Assim apenas faltou analisarmos o caso onde as superficies sao folheadas
por curvas de curvatura igual a 1, isto é, os horociclos.

Em conclusao, observamos que o método usado nessa dissertacao poderia
ser aplicado para o estudo das Superficies Ciclicas satisfazendo outras equacoes
de curvatura, tais como superficies de curvatura média constante ou de

curvatura Gaussiana constante.
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