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Apéndice A
Termos das equacoes diferenciais de movimento para
porticos

Neste apéndice sdo apresentados os termos das equagdes de movimento para
porticos, obtidos na se¢do 2.3. Os termos 7;j, usados na forma dimensional das
equagdes, sdo apresentados na secdo A.l enquanto que os termos T*i,j sao
apresentados por sua vez na se¢do A.2. Em ambos os termos, o indice i faz
referéncia a equacgdo, assim i=/ se refere a eq. (2-51) e i=2 se refere a eq. (2-52).
Enquanto j se refere a ordem da ndo-linearidade dos termos, assim j=0 se refere
aos termos constantes, j=/ aos termos lineares, j=2 aos termos com nao-
linearidade quadratica e assim por diante.

A1

Termos da equacao na forma dimensional

T,= 03
T, = pAu,tt +cu,+ (P—EA)u,xx;

T, = —EI(W,XW,W +w W )—EA (W’XW,M + 3u’xu,xx );

XXX

_ 2 2
T,;=EI (Sw,xu,xxw,xxx twi 4w ow u 2w

L XXXX

1
3w u w . +3u w w )_EEA(Wi”,xx + 3“,%(“,” +2w u w, );

S XXXX XXX

_ 3 2 2
T,, =2El (2w,xw —4dwu u  —6w w o u —8w u w u.

S XXXX

2 2 3 2
=3uw w 2wl +HOow ow —15uTw w

S XXXX

2 2 .
— 16u,x wou  AIww w  —10w u u w. . ) ;

_ _ 3 _ 3 ot _ 3
’TI,S _ZEI( 6W,xu,xw,xx Sw,xu,xxw,xxx w.u 8W,xw,xxu,xxx

XY XXX
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2.2 2.2 2 3
+28u” wiu . —15w wiu  +20w uiw u W o w

L, XXXX

2 2.2 2. 3 3
+13w uu w. . +5Swiuu,  +SWul —wiu w

S XXXX

2 2 3 2 .
-wiuw w  +30wu w u +13uw w  +20wu u u... ) ;

T, =EI (32w’3xu’xw’xxu’m + 24w’3xw’xxuix + 36wyxuiwix

2 2 4 3.2 5 3
108w u'w u’ —1Tw w w  —T2uw u —ww.  —RBwuw u,.
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L, XXXX

4 2.3 3.3 3 3
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S XX S XXX
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+2wuw w  —T2wiuu ) ;

5 XXXX N N N
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+8dwiu wiou  +2wiutw

_ 5 _ 5 _ 4.2 5
T, =EI ( Wil W 8luw w . —162u’ w' u  +5wu w. .

S XXXX

5 4 2 2 4 4 2 5

+12ww o+ 24w Wi AW —Ow O w
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+ow u w. . +54wiu u +60w wlul —24w u w,
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A2

Termos da equacao na forma adimensional

*

T 10=0;
T'i=uw+of u -+ (P* —l)a4u*.§;;

T == (w.ew g +wgwge)—kKa (wew g +3u cu )

Ts=«a (5W LU W g8 +W e g AW oW o ot

+2w cu o+ 3wocu ow o +3u oW gew ,m);

1 4 %2 % %2 % * * *
—EK‘OZ Woc o +3u ocu oo F2W o cu oW g

* %3 * %2 % * # * %2
T =20 (2w W e —Aw U cu e —OW oW el g
# # # # %2 * # %2 % *
=8W cu oW g g —3u W W g = 2w cu g g
# %3 %2 * # * %2 #
+ow cw e —15u cw gew e —16u cw g

+Ow ew gew e —10w cu cu ew e ),

* * * 3 %3 * * +4 *
T's =2a* (— OW cU ¢W et —5W cU W e —W U e
%3 # # %2 %2 * %2 %2 #
=8w ew e e +28u cw o cu o —15w cw eu g
# %2 # # * %3 # * %2 % *
+20w cu ow cu e +wocu ow e 13w ocu cu gew
%) %2 % %2 %3 %3 # * %2 % ® *
+SW o cu e H5W U gL =W ocU oW gt =W U W oW it

o o o %2 %3 o o %2 % # *
+30w cu cw cu o +13u cw gew e 20w cu cu geu ,ggg);

* %3 % # # %3 * %2 * %2 %3
T s=a' (32W o ew e e 24w ew qcu e +36w cu cw g
* %2 * %2 w4 * * %3 %2 * %5 *
108w ¢cu ¢cw ccu ¢ —1Tw cw gew oo =T2u ¢w e & =W W g
* %3 * * * x4 * x4 * %
— 48w cu ¢w cu gee 3w ocu ow e 8W e i

w4 * * %2 ) * %3 %3 %3 * ® %
+a4w cu cu e —12w o cu cu e = 24w ow o 20w cu cu o ow

123
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%2 % %2 * %3 %2 ® %2 %2 ® *
+8A4w cu ¢w ccu o 2w cu cw g HA2wW o cu oW oW g

* %3 ® * %2 %2 % *
12w cu cu gew e —T2w cu cu gcu .s“;;);

* %5 * * %5 * * x4 %2 ®
T 17 =EI (—W o ow e —8lu cw gew e —162u cw e g
%5 % # %5 * * 4 % %2 %2 x4 o«
+5w cu gw g F12w ew g + 24w cu ow e 9w g qu gege
—Ow cu qu e =W gu ow e 6w cu ow g + 54w cu cu g
* %3 %3 %3 % %3 %3 %2 ® *
+60w cw ccu o 24w cu cw o —A8W cu W e e
® x4 * ® %2 %3 * * x4 % * *
+36w cu ow o geu e 18w cu cw ew gr —1Tw cu ow cow i
%2 %2 %2 * * x4 * * %3 * * %2
18w cu cw ccu e +36W cu cw ccu cce —12W cu ¢w el ¢

* %3 * ) %4 % # # %2 %3 * *
+108w cu cw ceu o —24w cu cu ccu e FI2W o cu i e

%3 %2 * * * x4 * * +4 %3 %6 *
6w cu cu w e —2Tw cu cu gw c—6w o cu o +w o e );
T =X cos(f);

Ton=wa+ad’ Bu +Aa*w g —a*w g

* 4 £ £ * * * * £ % .
Top=—0" (W cu e +du cow gec +3w e oo +2u ¢w e ) s

4 * * * *
-kt (WU o u ew )

* * * * %2 # ® * * * %2
T =a (7w LU U ggp = 2w ew e —8wW W ew i +8wWcu ¢
* * * * * * * * * %2 * %3
3w cu qu e+ ow geu g 120 cugow g +3u oW ggge — 2w ,;4)

1 4 %2 * ) * * ® *
—50! K cw o +3w w0 +2w cu cu s

® %3 ® ) * * * * ) * * * *
T4 =2a* (w U e F3u o ow e cee Y8u ew e e — 14w cu cu cu e
%2 * * %2 * * # %3 %2 % *
=3u ¢w cu g 3w ow geu e —A4w w120 cugow g

%3 *
+2u ¢w ,gm“);
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* 4 * * %3 %3 * * x4 # %3 % *
Tos=" \=8wW ¢cu cu o0 —H8W cW ccW oo +W oW geee +2wW cu e e
22 %2 ® %2 ® %2 * %2 % * %3 * *
oW cu gow ¢ —64u ow o cu o 2w cu guogcu gp = 2w cu U gl

%2 % * * ® %3 ® ) %3 %3 * *
—O6w cu ow g 2w ocu guo g 6w cw e —18u ¢w cu g

x4 * %3 % *
=Su ¢w e —40u cu gow .s“;;);

* * %3 * # %3 %2 ® x4 * *
The =a* (— 32w cu cw ew e F12w o ew eu e +33u cw e g
* %2 %2 x4 % * %2 %3 * %5 *
—T2w cu oW gl g+ AW U oW g +T2U U W ¢ =W LU g
3 * * * x4 # # %2 % %3
+16W cu cw gw cr =3w ew cu o 12w cu w8
4 % # 4 % * %2 %2 % # * 4 %
+2w o gu ow e +60u cu gw g —A8wW cu cu ew g 3w cu cu gt
%3 %2 % %3 %3 %3 * * * * %3 * *
2w ocu cu e —Aw cu o —Aw o cu cugow e 60w cucu gow e
%2 % * %2 %2 %2 * * %3 %3 5 *
—60w cu ow gcu o —18w cu cw cu goo —8u gw g H6u cw

%2 %3 # %3 * %2
—8w cu cw e +144u cw o cu g;);

Tor=0" \=wcu cu gooc+45u ¢w e o0 +W g ¢ W e
+108u cu w o —9w cu cu o AW cu cu o gw g
%5 * * x4 * %2 24 %2 # %2 x4 *
= cu cu e —18w o ew eu o +216u cu gew o —6wW cu cw g
+O6wW cu cu cer oW cu o cw e 60w cu cu o —216wW cucu

%2 %3 * * # x4 * * %3 %2 % *
—A8w cu cu gew e —153w cu ew e e +T8W cu cu e e
%2 %2 # %2 4 % * * * %3 %2 *
8w cu cw ccu ¢ =3w cu ¢cw e oo —=T2w cu ¢w e &

* x4 % * %2 %3 * * %3 %2 * %
=24w cu cw W c —OW U oW o gl H8W cU (W e W el

x4 %3 %3 % %2 * %6 *
—6u cw g +12w cu ow cu g+ cw .s“s“s“s“);
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Apéndice B
Algoritmo utilizando método do controle do comprimento
de arco

O presente apéndice tem como objetivo principal descrever os comandos do
Programa MAPLED9, utilizado para a resolu¢do do sistema de equagdes algébricas
ndo-lineares, utilizando o método do controle de comprimento de arco. Como
exemplo, utiliza-se a vibracdo forcada amortecida de uma viga biapoiada.

B.1

Algoritmo

> ###Algoritmo utilizando o método do controle de comprimento de arco
para obten¢do da curva de ressonancia para uma viga biapoiada###

> restart:

> with(linalg):

> with(plots):

> Digits:=50:

> interface(displayprecision=5):
#Inicializa varidveis do Problema

> eta:=0.5:# Pardmetro igual a (h*Pi/L)"2

> X0:=0.5:# Amplitude adimensional da carga co-senoidal aplicada

>xi:=0.025:# Fator de atrito

> beta:=2*xi;# Constante de atrito admensional

> DL:=0.01:# Comprimento do arco

>.DL2:=DL*DL: # Comprimento do arco ao quadrado

> psi:=0.01: # fator de escala utilizado no método do comprimento de arco

#Rotinas

#Rotina para calcular a funcdo residuo igual a equagdo de equilibrio num
ponto (X, lambda*omega)

# x — vetor de amplitudes

#omega- freqiiéncia

#lambda — fator de freqiiéncia
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> calcr:=proc(eta,X0,beta,Jambda,omega,X)

> global r:

> local rl:

>

> rl[1]:=evalf(-

4*X0*omega”2*lambda’2*Pi*X[1]+3/8*eta*Pi*X[1]3+15/256*eta 2*Pi*X[
117"5+Pi*X[1]+15/256%eta* 2*Pi*X[1]*X[2]*4+15/128*eta* 2*Pi*X[1]* 3*X][2]
A2+43/8*eta*Pi*X[1]*X[2]"2+omega*lambda*beta*Pi*X[2]);

> rl[2]:=evalf(Pi*X][2]-
omega’2*lambda”2*Pi*X[2]+3/8*eta*Pi*X[2]*3+15/256*eta 2*Pi*X[2]*5+1
5/128*eta2*Pi*X[1]*2*X[2]*3+3/8*eta*Pi*X[1]*2*X[2]+15/256*eta 2*Pi*
X[1]"4*X[2]-omega*lambda*beta*Pi*X[1]):r:=matrix((2,1,[rl[1],r]1[2]])):

> end proc:

#Rotina para calcular a derivada de r em relagdo a X em um ponto (X,
lambda*omega)

> calcKt:=proc(eta,X0,beta,Jambda,omega,X)

> global Kt:
> local K:
> K[1,1]:=evalf(-

omega’2*lambda”2*Pi+9/8*eta*Pi*X[1]2+75/256*eta” 2*Pi*X[1]"4+Pi+15/
256*eta2*Pi*X[2]"4+45/128*eta"2*Pi*X[1]*2*X[2]*2+3/8*eta*Pi*X[2]2);
>K{[1,2]=evalf(15/64*eta”2*Pi*X[1]*X[2]*3+15/64*eta2*Pi*X[1]*3*X
[2]+3/4*eta*Pi*X[1]*X[2]+omega*lambda*beta*Pi);
>
K[2,1]:=evalf(15/64*eta2*Pi*X[1]*X[2]3+3/4*eta*Pi*X[1]*X[2]+15/
64*eta”2*Pi*X[1]*3*X[2]-omega*lambda*beta*Pi);
>K[2,2]:=evalf(Pi*omega”2*lambda”2*Pi+9/8*eta*Pi*X[2] " 2+75/256*
eta”2*Pi*X[2]"4+45/128*eta"2*Pi*X[1]"2*X[2]2+3/8*eta*Pi*X[1]"2
+15/256*eta2*Pi*X[1]"4);
> Kt:=matrix(2,2,[[K[1,1],K[1,2]],[K[2,1],K[2,2]]]):
> end proc:
Rotina para calcular a derivada de r em relacdo a lambda em um ponto (X,
lambda*omega)

> calcq:=proc(eta,X0,beta,Jambda,omega,X)
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> global q:

> local ql:

> ql[1]:=evalf(2*omega”2*lambda*Pi*X[1]+omega*beta*Pi*X[2]):

> ql[2] :=evalf(-2*omega”2*lambda*Pi*X[2]-omega*beta*Pi*X[1]):

> q:=matrix(2,1,[ql[1],q1[2]]):

> end proc:

#Rotina que calcula o preditor para o incremento do fator de freqii€ncia
(Deltalambda) para um comprimento de arco dado (Dl) e um fator de escala
escolhido psi (psi=0, comprimento de arco cilindrico)

> dlambdainic:=proc(eta,X0,beta,Jambda,omega,X,psi,DIl)

> global Dlambda0,df;
local deter,Kq,Kq2:

Kq:=matrix(2,1):Kq2:=matrix(1,1):
calcq(eta,X0,beta,Jambda,omega,X):
calcKt(eta,X0,beta,Jambda,omega,X):
deter:=det(Kt):

vV V. V VvV V V

df:=inverse(Kt):Kq:=multiply(df,q): Kq2:=multiply((transpose(Kq)),K
qQ:
>Dlambda0:=sign(deter)*abs(Dl/(sqrt((Kq2[1,1])*2+psi*2*lambda”2*omega
12))):
> end proc:
#Rotina para Resolver uma equacdo quadratica A1X "2+A2X+A3 -
#e fornecer IFAIL
#IFAIL O - duas raizes complexas
#IFAIL 1 - Al muito pequeno, solu¢do linear, uma so6 raiz
#IFAIL 2 - duas raizes reais
> QSOLV:=proc(A1,A2,A3)
> local SMALL,FAC:
global R1,R2,RLIN, IFAIL:
SMALL:=1.%¥10.*(-10):
IFAIL:=0:
if (A2 <> 0.) then
RLIN:=-A3/A2:

vV V V V V
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> fi:

> FAC:=A2*%A2-4.*A1*A3:
> if (FAC <0.) then

#Nao tem raizes reais

> IFAIL:=0:

> else

#Raizes reais

> FAC:=sqrt(FAC):

> if (A1 =0.) then

> if (A2 <> 0.) then

> R1:=RLIN:

> IFAIL:=1:

> else

> stop;

> fi:

> else

> R1:=-0.5%(FAC+A2)/A1:
> R2:=0.5%*(FAC-A2)/A1:
> fi:

> fi:

> end proc:

#Rotina que calcula numa iteragdo do processo corretor um ponto
#(X[k+1],Jambda[k+1]*omega) a partir de um ponto (X[k],lambda[k]*omega) e
#um preditor

#Entrada:

#DT - Deslocamento correspondente a uma freqiiéncia fixa omega, solucdo
tangencial

#DELBAR - Deslocamento a um nivel fixo de freqiiéncia deltalambda

#DX - Incremento de Amplitude

#DL?2 - DL ao quadrado

#DLAMBDA - Fator de freqiiéncia total

#Saida:

#FACT - Novo fator de freqiiéncia total

#PT - Nova amplitude
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> ARCL1:= proc(DT,DELBAR,DX,DL2,DLAMBDA ,psi,omega)

>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>

local i,COST1,COST2,SOL,A1,A2,A3,A4,A5,DPBAR:
global FACT,PT:
Al:=psi*2*omega’2:
A2:=2.*DLAMBDA *psi”2*omega”2:
A3:=-DL2+DLAMBDA/2*psi*2*omega’2:
A4:=0.:
AS:=0.:
for i from 1 to 2 do
Al:= A1+DTTIi,1]*DT[i,1]:
DPBAR[i]:=DX{[i,1]-DELBAR]i,1]:
A2:=A2-2.*DTIi,1]*DPBAR[i]:
A3:=A3+DPBARJ[i]*DPBAR(i]:
A4:=A4+DPBAR[i]+(DX[i,1]):
AS5:=AS- DT[i,11*(DX[i,1]):
od:
QSOLV(A1,A2,A3):
if (IFAIL = 2) then return: fi:
if IFAIL = 1) then
SOL:=R1:
else
COST1:=A4+A5*R1:
COST2:=A4+A5%R2:
SOL:=R1:
if (COST2 > COST1) then
SOL:=R2:
fi:
fi:
FACT:=DLAMBDA+SOL:
for i from 1 to 2 do
PTI[i,1]:=DX[i,1]-DELBAR[i,1]-SOL*DTTi,1]:
od:

end proc:

130


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0521508/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0521508/CA

131

#Encontrar Ponto Inicial com freqii€éncia préximo a zero - correspondendo a
uma solug¢do inicial

>X1:=vector(2):X:=vector(2):dX:=matrix(2,1):DXp:=matrix(2,1):df:=m
atrix(2,2):DELBAR:=matrix(2,1):DT:=matrix(2,1):PT:=matrix(2,1):

> omega:=0.1: lambdal:=1.:X1[1]:=0.:X1[2]:=0.:

#Ponto inicial para o processo iterativo

#Newton- Haphson com freqii€ncia constante - até convergir para X1 — tol =
tolerancia

> niter:=0:erro:=100.:tol:=0.00000001:

> while (niter<=20) and (erro>tol) do

> niter:=niter+1:

>calcr(etaX0,beta,Jambdal,omega,X1):calcKt(eta,X0,beta,Jambdal,ome

ga,X1):
> df:=inverse(Kt):
> dX:=multiply(df,r):
> X1[1]:=X1[1]-dX[1,1]: X1[2]:=X1[2]-dX[2,1]:
> erro:=abs(evalf(sqrt(

((AX[L1D/XI[1D"2+((dX[2,1]))/X1[2])"2))):

> od:
print(X1,erro):

# Incremento, preditor e corretor
> Nmax:=300:nincrp:=0:tniter:=0:niterd:=5:
while (nincrp<Nmax) do
> nincrp:=nincrp+1:
> dlambdainic(etaX(,beta,Jambdal,omega,X1,psi,DL):
> calcKt(eta,X0,beta,Jambdal,omega,X1):df:=inverse(Kt):

> calcq(eta,X0,beta,Jambdal,omega,X1):

> DXp:=(multiply(df,q)):

#Célculo da direcdo do incremento de amplitude

> dX[1,1]:=-Dlambda0*DXp[1,1]:dX[2,1]:=Dlambda0*DXp[2,1]:
#Resultado da Fase preditora

> X[1]:=X1[1]+dX[1,1]: X[2]:=X1[2]+dX[2,1]:

> lambda:=lambdal+Dlambda0:

> Dlambda:=Dlambda0:
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> niter:=0: tol:=.000000001:erro:=100.:

#lteracoes para correcao

while (niter <20) and (erro > tol) do
niter:=niter+1:
calcr(eta,X0,beta,Jambda,omega,X):
calcKt(eta,X0,beta,Jambda,omega,X):df:=inverse(Kt):
calcq(eta,X0,beta,Jambda,omega,X):
DELBAR:=(multiply(df,r)):
DT:=(multiply(df,q)):DL2:=DL*DL.:
ARCL1(DT,DELBAR,dX,DL2,Dlambda,psi,omega):
dX[1,1]:=PT[1,1]:dX[2,1]:=PT[2,1]:
X[1]:=X1[1]+dX[1,1]:X[2]:=X1[2]+dX[2,1]:
Dlambda:=FACT:lambda:=lambdal+Dlambda:

VvV V. VvV V vV V V V V

calcr(eta,X(0,beta,Jambda,omega,X):
erro:=abs(sqrt(r[1,1]*2+r[2,1]*2)):
od:
X1[1]:=X[1]:X1[2]:=X[2]:lambdal:=lambda:
XGRAFp[nincrp]:=sqrt(h2*X[1]*2+h*2*X[2]"2):
> WGRAFp[nincrp]:=omega*lambda:DLGRAFp[nincrp]:=DL:
> X1GRAF[nincrp]:=h*X[1]: X2GRAF[nincrp]:=h*X[2]:

> tniter:=tniter+niter:

vV V V V

> od:

#Plotar curvas

>a:=plot({[seq([WGRAFp[i], XGRAFpli]],i=1.. nincrp)]},color="'black"'):
> c:=plot({[seq([WGRAFp[i],X1GRAFTi]],i=1..nincrp)]},color="'black’):
> d:=plot({[seq([WGRAFp[i], X2GRAF]i]],i=1..nincrp)]},color="'black"'):
> display(a);

> display(c);

> display(d);
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Anexo |
Formulacao em elementos finitos

Neste anexo apresentam-se as funcdes de forma utilizadas para a obtengdo
das matrizes de massa M e rigidez elastica K e rigidez geométrica K, para vigas e
porticos.
1.1
Elementos de vigas

Desprezando-se os efeitos de deformacdo por esforcos cortante e axial, as

func¢des de forma cuibicas N(x), sdo dadas por:

X2 X3 _
NI(X):1—3?+ZF (I 1)
)Cz )C3
Ny(x)=x-2"—+= (I-2)
2('x) X L L2
X2 )C3 _
N3(X):3?—2? (I 3)
X2 X3 _
A -

Interpolando-se os deslocamentos no elemento pelos deslocamentos nos nds
(us, uz, usz e uy) e utilizando-se as funcdes de forma acima, chega-se a matriz de
massa M:
156  22L 54 —13L (I-5)
_pAL| 2L 4*  13L  -3I
420 | 54 13L 156 -22L
—13L -3 -22L 41
E a matriz de rigidez elastica K:
12 6L —-12 6L (1-6)
EI| 6L 4L —-6L 2L’
TL|-12 6L 12 -6L
6L 2L -6L 4L
Detalhes da derivacdo das matrizes aqui apresentadas encontram-se no

trabalho de Meirovitch (1975).
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1.2

Elementos de viga-coluna

As fungdes de forma N(x) para elementos de viga-coluna, utilizadas para

andlise de porticos planos pelo método dos elementos finitos, sdo dadas por:

X
N1(x):1—z§ (I-7)
( )_1 X’ 2x3 . (I-8)
ATy
x* X _
N3(x)=x—27+?; (I 9)
X
N4(x):z; (I-10)
x’ x° _
NS(X):3?—2L3 ; (I 11)
XX 12
Nole)=— 35 .

Interpolando-se os deslocamentos no elemento pelos deslocamentos nos nds

(ug, uz, us, uy, use ug) € utilizando-se as fungdes de forma acima, chega-se a matriz

de massa M:
140 0 0 70 0 0 (I-13)
0 156 22L 0 54 13L
o PAL| O 220 4L 0 13L -3
42070 0 0 140 0 0
0 54 13L 0 156 —22L
| 0 -13L -3 0 -22L 4L
E a matriz de rigidez eldstica e geométrica, sao respectivamente:
AL’/ 0 0 —A’/T O 0 | (I-14)
0 12 6L 0 ~-12 6L
_EI| O 6L 4L 0 —-6L 20
L|-AL*/I 0 0 AL’/I 0 0
0 —-12 -6L 0 12 -6L

0

6L

217

0

- 6L

A1?
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0 0 0 0 0 0 (I-15)
0 36 3L 0 -36 3L
P |0 3L 41) 0 -3L -L’
Kg=—-
30LI0 O 0 0 0 0
0 -36 -3L 0 36 -3L
10 3L -L* 0 -3L 4]

Detalhes da derivacdo das matrizes para andlise de pdrticos aqui

apresentadas encontram-se no trabalho de Paz (1997).
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Anexo Il
Relacoes trigonométricas

Neste anexo sdo apresentadas as relacdes trigonométricas (Beyer, 1987)
utilizadas no método do balango harmonico para linearizar as poténcias e produtos

de co-seno e seno resultantes da aplicacao deste método.

s ()= 2 S0 Sy el -1 a1

cos” (x) = 212( j 22,112;( jCOS[n k)l (11-2)

sen®™ (x) = (_4?” k:) (1) (zn]: ljsen[(Zn +1-2k)x]; (II-3)
cos™ (x) = Z(an: ljcos[(2n+1—2k)x]; (I1-4)
cos(x)cos(2nx) = %Cos[(Zn 1))+ %COS[(Zn “1)x; (IL-5)
sen(x)cos(2nx) = %cos[(Zn +1)x]- %cos[(Zn —1)x] (I1-6)

. . n . .
Nas expressdes acima os simbolos (kj representam os coeficientes

binomiais, calculados explicitamente pela expressao:

nj__ n (11-7)
k) (n—k)k!’

onde z/ denota o fatorial de z.
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